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Пример 1. Докажите, что линейное пространство U сим-
метричных матриц размерности 2× 2 с вещественными ко-
эффициентами является евклидовым пространством, если
скалярное произведение задано формулой (X, Y ) =

= det

((
1 2

)
·X ·

(
1 −1

−1 3

)
· Y t ·

(
1

2

))
+ tr (X t · Y ), (1)

где tr — след матрицы, •t — транспонирование матрицы.

Решение.
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Пример 1. Докажите, что линейное пространство U сим-
метричных матриц размерности 2× 2 с вещественными ко-
эффициентами является евклидовым пространством, если
скалярное произведение задано формулой (X, Y ) =

= det

((
1 2

)
·X ·

(
1 −1

−1 3

)
· Y t ·

(
1

2

))
+ tr (X t · Y ), (1)

где tr — след матрицы, •t — транспонирование матрицы.

Решение. Проверим, что введенное скалярное произведение удо-
влетворяет аксиомам скалярного произведения в евклидовом про-
странстве.
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Пример 1. Докажите, что линейное пространство U сим-
метричных матриц размерности 2× 2 с вещественными ко-
эффициентами является евклидовым пространством, если
скалярное произведение задано формулой (X, Y ) =

= det

((
1 2

)
·X ·

(
1 −1

−1 3

)
· Y t ·

(
1

2

))
+ tr (X t · Y ), (1)

где tr — след матрицы, •t — транспонирование матрицы.

Решение. Проверим, что введенное скалярное произведение удо-
влетворяет аксиомам скалярного произведения в евклидовом про-
странстве.
Выполнение первой и второй аксиомы следует из свойств операций

транспонирования матриц и умножения матриц.
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Пример 1. Докажите, что линейное пространство U сим-
метричных матриц размерности 2× 2 с вещественными ко-
эффициентами является евклидовым пространством, если
скалярное произведение задано формулой (X, Y ) =

= det

((
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)
· Y t ·

(
1

2

))
+ tr (X t · Y ), (1)

где tr — след матрицы, •t — транспонирование матрицы.

Решение. Проверим, что введенное скалярное произведение удо-
влетворяет аксиомам скалярного произведения в евклидовом про-
странстве.
Выполнение первой и второй аксиомы следует из свойств операций

транспонирования матриц и умножения матриц.
Мы применим метод Лагранжа (метод выделения полных квад-

ратов). Согласно формуле (1) получаем
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(X,X) =

((
a b

b d

)
,

(
a b

b d

))
=

=

∣∣∣∣∣( 1 2
)
·
(
a b

b d

)
·
(

1 −1
−1 3

)
·
(
a b

b d

)t

·
(

1
2

)∣∣∣∣∣+
+ tr

((
a b
b d

)t

·
(
a b
b d

))
=
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(X,X) =

((
a b

b d

)
,

(
a b

b d
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=

=

∣∣∣∣∣( 1 2
)
·
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a b

b d
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·
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b d
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·
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1
2
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b d
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·
(
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b d

))
=
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Выделим полный квадрат в выражении в скобках:
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Таким образом,

(X,X) = 2
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− d
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− d
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Таким образом,

(X,X) = 2

(
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2
− d
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− d
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Последнее выражение представляет собой сумму квадратов и поэто-
му принимает только неотрицательные значения.
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Последнее выражение представляет собой сумму квадратов и поэто-
му принимает только неотрицательные значения. При этом оно об-

ращается в 0 тогда и только тогда, когда


a + b

2 − d = 0,

3b + 2d = 0,

d = 0.
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Последнее выражение представляет собой сумму квадратов и поэто-
му принимает только неотрицательные значения. При этом оно обра-

щается в 0 тогда и только тогда, когда


a + b

2 − d = 0,

3b + 2d = 0,

d = 0.

Эта система

имеет единственное решение a = b = d = 0.
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Таким образом,

(X,X) = 2

(
a +

b

2
− d
)2

− b2

2
− 2d2 + 2bd + 5b2 + 4bd + 13d2 =

= 2

(
a +

b

2
− d
)2

+
9

2
· b2 + 6bd + 11d2 =
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(
a +

b

2
− d
)2

+
1

2
(3b + 2d)2 + 9d2.

Мы доказали, что это выражение равно 0 тогда и только тогда, когда
a = b = d = 0.
Итак, U с указанным скалярным произведением (1) является

евклидовым пространством.
Вернуться к лекции?
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Пример 2. Найдите матрицу Грама для евклидова про-
странства примера 1 т.е. евклидова пространства U сим-
метричных матриц размерности 2× 2 с вещественными ко-
эффициентами, в котором скалярное произведение задано фор-
мулой (X, Y ) =

= det

((
1 2

)
·X ·

(
1 −1

−1 3

)
· Y t ·

(
1

2

))
+ tr (X t · Y ), (1)

где tr — след матрицы.

Решение.
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Пример 2. Найдите матрицу Грама для евклидова про-
странства примера 1 т.е. евклидова пространства U сим-
метричных матриц размерности 2× 2 с вещественными ко-
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)
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)
· Y t ·

(
1
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))
+ tr (X t · Y ), (1)

где tr — след матрицы.

Решение. Требование задачи некорректно, поскольку не указано,
какому базису должна соответствовать искомая матрица Грама.
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Пример 2. Найдите матрицу Грама для евклидова про-
странства примера 1 т.е. евклидова пространства U сим-
метричных матриц размерности 2× 2 с вещественными ко-
эффициентами, в котором скалярное произведение задано фор-
мулой (X, Y ) =
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((
1 2

)
·X ·

(
1 −1

−1 3

)
· Y t ·

(
1

2

))
+ tr (X t · Y ), (1)

где tr — след матрицы.

Решение. Требование задачи некорректно, поскольку не указано,
какому базису должна соответствовать искомая матрица Грама.
Значит, базис мы можем выбрать сами.
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Пример 2. Найдите матрицу Грама для евклидова про-
странства примера 1 т.е. евклидова пространства U сим-
метричных матриц размерности 2× 2 с вещественными ко-
эффициентами, в котором скалярное произведение задано фор-
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((
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)
·X ·

(
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−1 3

)
· Y t ·

(
1

2

))
+ tr (X t · Y ), (1)

где tr — след матрицы.

Решение. Каждая матрица X из U является симметрич-

ной, то есть X t = X . Иными словами, если X =

(
a b

c d

)
, то(

a c

b d

)
=

(
a b

c d

)
, откуда b = c.
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ной, то есть X t = X . Иными словами, если X =

(
a b

c d

)
, то(

a c

b d

)
=

(
a b

c d

)
, откуда b = c. Итак, матрица X содержится в
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U тогда и только тогда, когда X =

(
a b

b d

)
для некоторых веще-

ственных коэффициентов a, b, d.
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Пример 2. Найдите матрицу Грама для евклидова про-
странства примера 1 т.е. евклидова пространства U сим-
метричных матриц размерности 2× 2 с вещественными ко-
эффициентами, в котором скалярное произведение задано фор-
мулой (X, Y ) =

= det

((
1 2

)
·X ·

(
1 −1

−1 3

)
· Y t ·

(
1

2

))
+ tr (X t · Y ), (1)

где tr — след матрицы.

Решение. Матрица X содержится в U тогда и только тогда, когда

X =

(
a b

b d

)
для некоторых вещественных коэффициентов a, b, d.

«Протаскивая единичку через параметры» a, b, d, получаем базис

пространства U : Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.
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Пример 2. Найдите матрицу Грама для евклидова про-
странства примера 1 т.е. евклидова пространства U сим-
метричных матриц размерности 2× 2 с вещественными ко-
эффициентами, в котором скалярное произведение задано фор-
мулой (X, Y ) =

= det

((
1 2

)
·X ·

(
1 −1

−1 3

)
· Y t ·

(
1

2

))
+ tr (X t · Y ), (1)

где tr — след матрицы.

Решение. Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.
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Найдем матрицу Грама в базисе

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
:

γ11 =

((
1 0

0 0

)
,

(
1 0

0 0

))
=

=

∣∣∣∣∣( 1 2
)
·
(

1 0

0 0

)
·
(

1 −1

−1 3

)
·
(

1 0

0 0

)t
·
(

1

2

)∣∣∣∣∣+
+ tr

((
1 0

0 0

)t
·
(

1 0

0 0

))
= 2 ,

ΓБ =

 2
.
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Найдем матрицу Грама в базисе

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
:

γ12 =

((
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

))
=

=

∣∣∣∣∣( 1 2
)
·
(

1 0

0 0

)
·
(

1 −1

−1 3

)
·
(

0 1

1 0

)t
·
(

1

2

)∣∣∣∣∣+
+ tr

((
1 0

0 0

)t
·
(

0 1

1 0

))
= 1 ,

ΓБ =

 2 1
.
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Найдем матрицу Грама в базисе

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
:

γ13 =

((
1 0

0 0

)
,

(
0 0

0 1

))
=

=

∣∣∣∣∣( 1 2
)
·
(

1 0

0 0

)
·
(

1 −1

−1 3

)
·
(

0 0

0 1

)t
·
(

1

2

)∣∣∣∣∣+
+ tr

((
1 0

0 0

)t
·
(

0 0

0 1

))
= -2 ,

ΓБ =

 2 1 -2
.
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Найдем матрицу Грама в базисе

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
:

γ21 =

((
0 1

1 0

)
,

(
1 0

0 0

))
=

=

∣∣∣∣∣( 1 2
)
·
(

0 1

1 0

)
·
(

1 −1

−1 3

)
·
(

1 0

0 0

)t
·
(

1

2

)∣∣∣∣∣+
+ tr

((
0 1

1 0

)t
·
(

1 0

0 0

))
= 1 ,

ΓБ =

 2 1 −2

1

.
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Найдем матрицу Грама в базисе

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
:

γ22 =

((
0 1

1 0

)
,

(
0 1

1 0

))
=

=

∣∣∣∣∣( 1 2
)
·
(

0 1

1 0

)
·
(

1 −1

−1 3

)
·
(

0 1

1 0

)t
·
(

1

2

)∣∣∣∣∣+
+ tr

((
0 1

1 0

)t
·
(

0 1

1 0

))
= 5 ,

ΓБ =

 2 1 −2

1 5

.
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Найдем матрицу Грама в базисе

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
:

γ23 =

((
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

))
=

=

∣∣∣∣∣( 1 2
)
·
(

0 1

1 0

)
·
(

1 −1

−1 3

)
·
(

0 0

0 1

)t
·
(

1

2

)∣∣∣∣∣+
+ tr

((
0 1

1 0

)t
·
(

0 0

0 1

))
= 2 ,

ΓБ =

 2 1 −2

1 5 2

.
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Найдем матрицу Грама в базисе

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
:

γ31 =

((
0 0

0 1

)
,

(
1 0

0 0

))
=

=

∣∣∣∣∣( 1 2
)
·
(

0 0

0 1

)
·
(

1 −1

−1 3

)
·
(

1 0

0 0

)t
·
(

1

2

)∣∣∣∣∣+
+ tr

((
0 0

0 1

)t
·
(

1 0

0 0

))
= -2 ,

ΓБ =

 2 1 −2

1 5 2

-2

.
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Найдем матрицу Грама в базисе

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
:

γ32 =

((
0 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

))
=

=

∣∣∣∣∣( 1 2
)
·
(

0 0

0 1

)
·
(

1 −1

−1 3

)
·
(

0 1

1 0

)t
·
(

1

2

)∣∣∣∣∣+
+ tr

((
0 0

0 1

)t
·
(

0 1

1 0

))
= 2 ,

ΓБ =

 2 1 −2

1 5 2

−2 2

.
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Найдем матрицу Грама в базисе

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
:

γ33 =

((
0 0

0 1

)
,

(
0 0

0 1

))
=

=

∣∣∣∣∣( 1 2
)
·
(

0 0

0 1

)
·
(

1 −1

−1 3

)
·
(

0 0

0 1

)t
·
(

1

2

)∣∣∣∣∣+
+ tr

((
0 0

0 1

)t
·
(

0 0

0 1

))
= 13 ,

ΓБ =

 2 1 −2

1 5 2

−2 2 13

.
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Пример 2. Найдите матрицу Грама для евклидова про-
странства примера 1 т.е. евклидова пространства U сим-
метричных матриц размерности 2× 2 с вещественными ко-
эффициентами, в котором скалярное произведение задано фор-
мулой (X, Y ) =

= det

((
1 2

)
·X ·

(
1 −1

−1 3

)
· Y t ·

(
1

2

))
+ tr (X t · Y ), (1)

где tr — след матрицы.

Решение. Матрица Грама базиса Б имеет вид

ΓБ =

 2 1 −2

1 5 2

−2 2 13

.

Вернуться к лекции?
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Пример 3. В условиях примера 2 найдите по опреде-
лению с помощью матрицы Грама скалярные произведе-

ния матриц
((

1 0

0 1

)
;

(
1 0

0 1

))
,
((

0 1

1 0

)
;

(
1 0

0 1

))
,((

0 1

1 1

)
;

(
1 1

1 0

))
,
((

0 1

1 1

)
;

(
0 1

1 1

))
.

Решение.
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Пример 3. В условиях примера 2 найдите по опреде-
лению с помощью матрицы Грама скалярные произведе-

ния матриц
((

1 0

0 1

)
;

(
1 0

0 1

))
,
((

0 1

1 0

)
;

(
1 0

0 1

))
,((

0 1

1 1

)
;

(
1 1

1 0

))
,
((

0 1

1 1

)
;

(
0 1

1 1

))
.

Решение. Согласно формуле (1) имеем
((

1 0

0 1

)
;

(
1 0

0 1

))
=
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Пример 3. В условиях примера 2 найдите по опреде-
лению с помощью матрицы Грама скалярные произведе-

ния матриц
((

1 0

0 1

)
;

(
1 0

0 1

))
,
((

0 1

1 0

)
;

(
1 0

0 1

))
,((

0 1

1 1

)
;

(
1 1

1 0

))
,
((

0 1

1 1

)
;

(
0 1

1 1

))
.

Решение. Согласно формуле (1) имеем
((

1 0

0 1

)
;

(
1 0

0 1

))
=

= det

((
1 2

)( 1 0

0 1

)(
1 −1

−1 3

)(
1 0

0 1

)t(
1

2

))
+

+ tr

((
1 0

0 1

)t(
1 0

0 1

))
=
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Пример 3. В условиях примера 2 найдите по опреде-
лению с помощью матрицы Грама скалярные произведе-

ния матриц
((

1 0

0 1

)
;

(
1 0

0 1

))
,
((

0 1

1 0

)
;

(
1 0

0 1

))
,((

0 1

1 1

)
;

(
1 1

1 0

))
,
((

0 1

1 1

)
;

(
0 1

1 1

))
.

Решение. Согласно формуле (1) имеем
((

1 0

0 1

)
;

(
1 0

0 1

))
=

= det

((
1 2

)( 1 0

0 1

)(
1 −1

−1 3

)(
1 0

0 1

)t(
1

2

))
+

+ tr

((
1 0

0 1

)t(
1 0

0 1

))
= 9 + 2 =
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Пример 3. В условиях примера 2 найдите по опреде-
лению с помощью матрицы Грама скалярные произведе-

ния матриц
((

1 0

0 1

)
;

(
1 0

0 1

))
,
((

0 1

1 0

)
;

(
1 0

0 1

))
,((

0 1

1 1

)
;

(
1 1

1 0

))
,
((

0 1

1 1

)
;

(
0 1

1 1

))
.

Решение. Согласно формуле (1) имеем
((

1 0

0 1

)
;

(
1 0

0 1

))
=

= det

((
1 2

)( 1 0

0 1

)(
1 −1

−1 3

)(
1 0

0 1

)t(
1

2

))
+

+ tr

((
1 0

0 1

)t(
1 0

0 1

))
= 9 + 2 = 11.
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Пример 3. В условиях примера 2 найдите по опреде-
лению с помощью матрицы Грама скалярные произведе-

ния матриц
((

1 0

0 1

)
;

(
1 0

0 1

))
,
((

0 1

1 0

)
;

(
1 0

0 1

))
,((

0 1

1 1

)
;

(
1 1

1 0

))
,
((

0 1

1 1

)
;

(
0 1

1 1

))
.

Решение. По теореме о вычислении скалярного про-
изведения с использованием матрицы Грама имеем((

1 0

0 1

)
;

(
1 0

0 1

))
=

=
(

1 0 1
) 2 1 −2

1 5 2

−2 2 13

 1

0

1

 = 11,

что совпадает с результатами предыдущих вычислений.

50



Пример 3. В условиях примера 2 найдите по опреде-
лению с помощью матрицы Грама скалярные произведе-

ния матриц
((

1 0

0 1

)
;

(
1 0

0 1

))
,
((

0 1

1 0

)
;

(
1 0

0 1

))
,((

0 1

1 1

)
;

(
1 1

1 0

))
,
((

0 1

1 1

)
;

(
0 1

1 1

))
.

Решение.Для остальных ситуаций приведем лишь результаты вы-
числений: ((

0 1

1 0

)
;

(
1 0

0 1

))
= 3,
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Пример 3. В условиях примера 2 найдите по опреде-
лению с помощью матрицы Грама скалярные произведе-

ния матриц
((

1 0

0 1

)
;

(
1 0

0 1

))
,
((

0 1

1 0

)
;

(
1 0

0 1

))
,((

0 1

1 1

)
;

(
1 1

1 0

))
,
((

0 1

1 1

)
;

(
0 1

1 1

))
.

Решение.Для остальных ситуаций приведем лишь результаты вы-
числений: ((

0 1

1 1

)
;

(
1 1

1 0

))
= 6,
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Пример 3. В условиях примера 2 найдите по опреде-
лению с помощью матрицы Грама скалярные произведе-

ния матриц
((

1 0

0 1

)
;

(
1 0

0 1

))
,
((

0 1

1 0

)
;

(
1 0

0 1

))
,((

0 1

1 1

)
;

(
1 1

1 0

))
,
((

0 1

1 1

)
;

(
0 1

1 1

))
.

Решение.Для остальных ситуаций приведем лишь результаты вы-
числений: ((

0 1

1 1

)
;

(
0 1

1 1

))
= 22.

Вернуться к лекции?
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Обозначим через Б естественный базис пространства
многочленов степени не выше 2, т.е. многочленов вида

55



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Обозначим через Б естественный базис пространства
многочленов степени не выше 2, т.е. многочленов вида a + bx + cx2:
Б =

{
x0, x, x2

}
.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.
Положим e1 = x0.

58



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.
Положим e1 = x0.
Найдем e2 в виде e2 = x + α21e1 = x + α21x

0. Можно сразу восполь-
зоваться формулой для коэффициентов, но мы повторим ее вывод.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.
Положим e1 = x0, e2 = x + α21x

0.
По выбору вектора e2 имеем

0 = (e2, e1) =
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.
Положим e1 = x0, e2 = x + α21x

0.
По выбору вектора e2 имеем

0 = (e2, e1) =
(
x + α21x

0, x0
)

=
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.
Положим e1 = x0, e2 = x + α21x

0.
По выбору вектора e2 имеем

0 = (e2, e1) =
(
x + α21x

0, x0
)

=
(
x, x0

)
+ α21

(
x0, x0

)
,
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.
Положим e1 = x0, e2 = x + α21x

0.
По выбору вектора e2 имеем

0 = (e2, e1) =
(
x + α21x

0, x0
)

=
(
x, x0

)
+ α21

(
x0, x0

)
,

откуда α21 = −
(
x, x0

)(
x0, x0

).
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Первый способ: по определению. Имеем

(
x, x0

)
=
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Первый способ: по определению. Имеем

(
x, x0

)
=

1∫
0

x · x0dx =
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Первый способ: по определению. Имеем

(
x, x0

)
=

1∫
0

x · x0dx =
1

2
,
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Первый способ: по определению. Имеем

(
x, x0

)
=

1∫
0

x · x0dx =
1

2
,
(
x0, x0

)
=

67



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Первый способ: по определению. Имеем

(
x, x0

)
=

1∫
0

x · x0dx =
1

2
,
(
x0, x0

)
=

1∫
0

x0 · x0dx = 1.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Первый способ: по определению. Имеем

(
x, x0

)
=

1∫
0

x · x0dx =
1

2
,
(
x0, x0

)
=

1∫
0

x0 · x0dx = 1.

e2 = x +
1/2

x0.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Первый способ: по определению. Имеем

(
x, x0

)
=

1∫
0

x · x0dx =
1

2
,
(
x0, x0

)
=

1∫
0

x0 · x0dx = 1.

e2 = x +
1/2

1
x0.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Первый способ: по определению. Имеем

(
x, x0

)
=

1∫
0

x · x0dx =
1

2
,
(
x0, x0

)
=

1∫
0

x0 · x0dx = 1.

e2 = x +
1/2

1
x0.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама. Обычно вычисление

с помощью матрицы Грама является более легким и быстрым, чем
вычисление по определению. Но, к сожалению, саму матрицу Гра-
ма еще надо вычислить. Однако, «игра стоит свеч», и затраты на ее
вычисление «окупятся», так как нам придется много раз вычислять
скалярное произведение в рамках рассматриваемой задачи (предсто-
ит еще вычислить e3 и нормировать векторы).
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 γ11 γ12 γ13

γ21 γ22 γ23

γ31 γ32 γ33

:

γ11 =
(
x0, x0

)
=

73



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 γ11 γ12 γ13

γ21 γ22 γ23

γ31 γ32 γ33

:

γ11 =
(
x0, x0

)
=

1∫
0

(
x0
)2
dx =

74



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 γ11 γ12 γ13

γ21 γ22 γ23

γ31 γ32 γ33

:

γ11 =
(
x0, x0

)
=

1∫
0

(
x0
)2
dx = 1.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 1 γ12 γ13

γ21 γ22 γ23

γ31 γ32 γ33

:

γ11 =
(
x0, x0

)
=

1∫
0

(
x0
)2
dx = 1.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 1 γ12 γ13

γ21 γ22 γ23

γ31 γ32 γ33

:

γ12 = γ21 =

77



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 1 γ12 γ13

γ21 γ22 γ23

γ31 γ32 γ33

:

γ12 = γ21 =
(
x0, x

)
=

78



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 1 γ12 γ13

γ21 γ22 γ23

γ31 γ32 γ33

:

γ12 = γ21 =
(
x0, x

)
=

1∫
0

x0 · x dx =

79



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 1 γ12 γ13

γ21 γ22 γ23

γ31 γ32 γ33

:

γ12 = γ21 =
(
x0, x

)
=

1∫
0

x0 · x dx = 1/2.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 1 1/2 γ13

1/2 γ22 γ23

γ31 γ32 γ33

:

γ12 = γ21 =
(
x0, x

)
=

1∫
0

x0 · x dx = 1/2.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 1 1/2 γ13

1/2 γ22 γ23

γ31 γ32 γ33

:

γ13 = γ31 =

82



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 1 1/2 γ13

1/2 γ22 γ23

γ31 γ32 γ33

:

γ13 = γ31 =
(
x0, x2

)
=

83



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 1 1/2 γ13

1/2 γ22 γ23

γ31 γ32 γ33

:

γ13 = γ31 =
(
x0, x2

)
=

1∫
0

x0 · x2dx =

84



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 1 1/2 γ13

1/2 γ22 γ23

γ31 γ32 γ33

:

γ13 = γ31 =
(
x0, x2

)
=

1∫
0

x0 · x2dx = 1/3.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 1 1/2 1/3

1/2 γ22 γ23

1/3 γ32 γ33

:

γ13 = γ31 =
(
x0, x2

)
=

1∫
0

x0 · x2dx = 1/3.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 1 1/2 1/3

1/2 γ22 γ23

1/3 γ32 γ33

:

Продолжая в том же духе (все эти вычисления легко проделать в
уме), получаем
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

.

88



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

.

Таким образом,

(
x, x0

)
=
(

0 1 0
) 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

 1

0

0

 = 1/2.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

.

Таким образом,
(
x, x0

)
= 1/2.

И из умножения матриц «на макроуровне», и по определению мат-
рицы Грама, получаем, что этот элемент равен γ12. Но это просто
более-менее случайный «подарок судьбы».
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Второй способ: с помощью матрицы Грама ΓБ =

 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

.

Таким образом,
(
x, x0

)
= 1/2.

Кроме того в данном случае щедрая судьба отвесила нам еще один
подарочек:

(
x0, x0

)
= γ11 = 1.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x + α21x
0, где α21 = −

(
x, x0

)(
x0, x0

).
Таким образом, и этим, и другим способом получили α21 = −1/2,

откуда e2 = x− 1
2.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.
Положим e1 = x0, e2 = x− 1

2
,

e3 = . . .
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.
Положим e1 = x0, e2 = x− 1

2
, e3 = . . .

Осторожно! В этом месте обычно делают «стандартную
ошибку». Обратите внимание, мы ищем e3 не в виде
x2 + α31x

0 + α32x, а в виде e3 = x2 + α31e1 + α32e2.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.
Положим e1 = x0, e2 = x− 1

2
,

e3 = x2 + α31e1 + α32e2 = x2 + α31x
0 + α32

(
x− 1

2

)
.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.
Положим e1 = x0, e2 = x− 1

2
,

e3 = x2 + α31e1 + α32e2 = x2 + α31x
0 + α32

(
x− 1

2

)
. Имеем

α31 = −
(
x2, e1

)
(e1, e1)

=

96



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.
Положим e1 = x0, e2 = x− 1

2
,

e3 = x2 + α31e1 + α32e2 = x2 + α31x
0 + α32

(
x− 1

2

)
. Имеем

α31 = −
(
x2, e1

)
(e1, e1)

= −

(
0 0 1

) 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

 1

0

0


(

1 0 0
) 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

 1

0

0

 =
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.
Положим e1 = x0, e2 = x− 1

2
,

e3 = x2 + α31e1 + α32e2 = x2 + α31x
0 + α32

(
x− 1

2

)
. Имеем

α31 = −
(
x2, e1

)
(e1, e1)

= −

(
0 0 1

) 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

 1

0

0


(

1 0 0
) 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

 1

0

0

 = −1/3,
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.
Положим e1 = x0, e2 = x− 1

2
,

e3 = x2 + α31e1 + α32e2 = x2 − 1

3
x0 + α32

(
x− 1

2

)
. Имеем

α31 = −
(
x2, e1

)
(e1, e1)

= −

(
0 0 1

) 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

 1

0

0


(

1 0 0
) 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

 1

0

0

 = −1/3,
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x− 1

2
, e3 = x2 − 1

3
x0 + α32

(
x− 1

2

)
.

α32 = −
(
x2, e2

)
(e2, e2)

=

100



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x− 1

2
, e3 = x2 − 1

3
x0 + α32

(
x− 1

2

)
.

α32 = −
(
x2, e2

)
(e2, e2)

= −

(
0 0 1

) 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

 −1/2

1

0


(
−1/2 1 0

) 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

 −1/2

1

0

 =

101



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x− 1

2
, e3 = x2 − 1

3
x0 + α32

(
x− 1

2

)
.

α32 = −
(
x2, e2

)
(e2, e2)

= −
−1

6
+

1

4
1/12

=

102



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x− 1

2
, e3 = x2 − 1

3
x0 + α32

(
x− 1

2

)
.

α32 = −
(
x2, e2

)
(e2, e2)

= −
−1

6
+

1

4
1/12

= −1.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x− 1

2
, e3 = x2 − 1

3
x0 + (−1)

(
x− 1

2

)
.

α32 = −
(
x2, e2

)
(e2, e2)

= −
−1

6
+

1

4
1/12

= −1.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализуем базис Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью про-

цесса Грама-Шмидта, потом нормируем полученный базис.

Положим e1 = x0, e2 = x− 1

2
, e3 = x2 − 1

3
x0 + (−1)

(
x− 1

2

)
=

= x2 − x + 1
6.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализацией естественного базиса Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью процесса Грама-Шмидта получили ортогональный ба-
зис
Б’ = {e1; e2; e3} =

{
x0; x− 1

2
; x2 − x +

1

6

}
.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализацией естественного базиса Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью процесса Грама-Шмидта получили ортогональный ба-
зис
Б’ = {e1; e2; e3} =

{
x0; x− 1

2
; x2 − x +

1

6

}
.

Проверим ортогональность:

(e1, e2) =

1∫
0

x0

(
x− 1

2

)
dx = 0.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализацией естественного базиса Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью процесса Грама-Шмидта получили ортогональный ба-
зис
Б’ = {e1; e2; e3} =

{
x0; x− 1

2
; x2 − x +

1

6

}
.

Следующее скалярное произведение также легче вычислить по
определению, без матрицы Грама:

(e1, e3) =

1∫
0

x0

(
x2 − x +

1

6

)
dx =

1

3
− 1

2
+

1

6
= 0.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализацией естественного базиса Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью процесса Грама-Шмидта получили ортогональный ба-
зис
Б’ = {e1; e2; e3} =

{
x0; x− 1

2
; x2 − x +

1

6

}
.

А следующее скалярное произведение легче вычислить с помощью
матрицы Грама:

(e2, e3) =
(
−1

2 1 0
) 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5


 1

6
−1

1

 =

109



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Ортогонализацией естественного базиса Б =
{
x0, x, x2

}
с помощью процесса Грама-Шмидта получили ортогональный ба-
зис
Б’ = {e1; e2; e3} =

{
x0; x− 1

2
; x2 − x +

1

6

}
.

А следующее скалярное произведение легче вычислить с помощью
матрицы Грама:

(e2, e3) =
(

0 − 1
12

1
12

) −1
6
1

1

 = 0.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Итак, проверено, что

Б’ = {e1; e2; e3} =

{
x0; x− 1

2
; x2 − x +

1

6

}
— ортогональный ба-

зис. Осталось его нормировать: e′i = 1√
(ei, ei)

ei. Вычислим скаляр-

ные произведения более удобным в каждом случае образом:

(e1, e1) =

1∫
0

x0x0dx = 1,
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Имеем
Б’ = {e1; e2; e3} =

{
x0; x− 1

2
; x2 − x +

1

6

}
, Б” = {e′1; e′2; e′3} =

=

{
x0;

1√
(e2, e2)

(
x− 1

2

)
;

1√
(e3, e3)

(
x2 − x +

1

6

)}
.

(e2, e2) =
(
−1

2 1 0
) 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5


 −1

2
1

0

 =

112



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Имеем
Б’ = {e1; e2; e3} =

{
x0; x− 1

2
; x2 − x +

1

6

}
, Б” = {e′1; e′2; e′3} =

=

{
x0;

1√
(e2, e2)

(
x− 1

2

)
;

1√
(e3, e3)

(
x2 − x +

1

6

)}
.

(e2, e2) =
(

0 1
12

1
12

) −1
2
1

0

 =

113



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Имеем
Б’ = {e1; e2; e3} =

{
x0; x− 1

2
; x2 − x +

1

6

}
, Б” = {e′1; e′2; e′3} =

=

{
x0;

1√
(e2, e2)

(
x− 1

2

)
;

1√
(e3, e3)

(
x2 − x +

1

6

)}
.

(e2, e2) =
(

0 1
12

1
12

) −1
2
1

0

 = 1
12.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Имеем
Б’ = {e1; e2; e3} =

{
x0; x− 1

2
; x2 − x +

1

6

}
, Б” = {e′1; e′2; e′3} =

=

{
x0;

1√
1/12

(
x− 1

2

)
;

1√
(e3, e3)

(
x2 − x +

1

6

)}
.

(e2, e2) =
(

0 1
12

1
12

) −1
2
1

0

 = 1
12.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Имеем
Б’ = {e1; e2; e3} =

{
x0; x− 1

2
; x2 − x +

1

6

}
, Б” = {e′1; e′2; e′3} =

=

{
x0; 2

√
3

(
x− 1

2

)
;

1√
(e3, e3)

(
x2 − x +

1

6

)}
.

(e2, e2) =
(

0 1
12

1
12

) −1
2
1

0

 = 1
12.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Имеем
Б’ = {e1; e2; e3} =

{
x0; x− 1

2
; x2 − x +

1

6

}
, Б” = {e′1; e′2; e′3} =

=

{
x0; 2

√
3

(
x− 1

2

)
;

1√
(e3, e3)

(
x2 − x +

1

6

)}
.

(e3, e3) =
(

1
6 −1 1

) 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5


 1

6
−1

1

 =
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Имеем
Б’ = {e1; e2; e3} =

{
x0; x− 1

2
; x2 − x +

1

6

}
, Б” = {e′1; e′2; e′3} =

=

{
x0; 2

√
3

(
x− 1

2

)
;

1√
(e3, e3)

(
x2 − x +

1

6

)}
.

(e3, e3) =
(

0 0 1
180

) 1
6
−1

1

 =

118



Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Имеем
Б’ = {e1; e2; e3} =

{
x0; x− 1

2
; x2 − x +

1

6

}
, Б” = {e′1; e′2; e′3} =

=

{
x0; 2

√
3

(
x− 1

2

)
;

1√
(e3, e3)

(
x2 − x +

1

6

)}
.

(e3, e3) =
(

0 0 1
180

) 1
6
−1

1

 = 1
180.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Имеем
Б’ = {e1; e2; e3} =

{
x0; x− 1

2
; x2 − x +

1

6

}
, Б” = {e′1; e′2; e′3} =

=

{
x0; 2

√
3

(
x− 1

2

)
;

1√
1/180

(
x2 − x +

1

6

)}
.

(e3, e3) =
(

0 0 1
180

) 1
6
−1

1

 = 1
180.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Имеем
Б’ = {e1; e2; e3} =

{
x0; x− 1

2
; x2 − x +

1

6

}
, Б” = {e′1; e′2; e′3} =

=

{
x0; 2

√
3

(
x− 1

2

)
; 6
√

5
(
x2 − x + 1

6

)}
.

(e3, e3) =
(

0 0 1
180

) 1
6
−1

1

 = 1
180.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Следовательно, мы нашли один из ортонормированных
базисов этого евклидова пространства:{

x0,
√

3(2x− 1),
√

5
(
6x2 − 6x + 1

)}
.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Следовательно, мы нашли один из ортонормированных
базисов этого евклидова пространства:{

x0,
√

3(2x− 1),
√

5
(
6x2 − 6x + 1

)}
.

Задача решена.
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Пример 4. Найти ОНБ евклидова пространства U всех многочле-
нов степени не выше 2 с вещественными коэффициентами со ска-

лярным произведением (f, g) =
1∫

0

f (x)g(x) dx.

Решение. Следовательно, мы нашли один из ортонормированных
базисов этого евклидова пространства:{

x0,
√

3(2x− 1),
√

5
(
6x2 − 6x + 1

)}
.

Задача решена.
Вернемся к лекции или рассмотрим следующий пример?
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение.
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Сначала зададим подпространство V стандартным об-
разом:
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Сначала зададим подпространство V стандартным об-
разом: системой линейных уравнений и с помощью базиса.
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Сначала зададим подпространство V стандартным об-
разом: системой линейных уравнений и с помощью базиса.
Что надо найти?
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Сначала зададим подпространство V стандартным об-
разом: системой линейных уравнений и с помощью базиса.
Что надо найти? Подпространство V .
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Сначала зададим подпространство V стандартным об-
разом: системой линейных уравнений и с помощью базиса.
Что надо найти? Подпространство V .
В каком виде запишем ответ?
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Сначала зададим подпространство V стандартным об-
разом: системой линейных уравнений и с помощью базиса.
Что надо найти? Подпространство V .
В каком виде запишем ответ? Системой уравнений и как линей-

ную оболочку базиса.
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Введем переменные.

132



Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Введем переменные. Обозначим буквами коэффи-
циенты в разложении вектора f (x) по базису Б =

{
x0, x, x2

}
:

f (x) = a + bx + cx2.
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Введем переменные. Обозначим буквами коэффи-
циенты в разложении вектора f (x) по базису Б =

{
x0, x, x2

}
:

f (x) = a + bx + cx2.
Составим систему уравнений.
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Введем переменные. Обозначим буквами коэффи-
циенты в разложении вектора f (x) по базису Б =

{
x0, x, x2

}
:

f (x) = a + bx + cx2.
Составим систему уравнений. Воспользуемся характеристиче-

ским свойством элементов из V :
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Введем переменные. Обозначим буквами коэффи-
циенты в разложении вектора f (x) по базису Б =

{
x0, x, x2

}
:

f (x) = a + bx + cx2.
Составим систему уравнений. Воспользуемся характеристиче-

ским свойством элементов из V : a + b + c = a + b(−1) + c(−1)2.
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Получили систему из одного уравнения b = 0.
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Получили систему из одного уравнения b = 0. Фунда-
ментальная система решений этого уравнения имеет вид:

.

Мы строим базис пространства решений системы 0a + 1b + 0c = 0.
(0 1 0)
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Получили систему из одного уравнения b = 0. Фунда-
ментальная система решений этого уравнения имеет вид:

 1

•
0

 ,

 0

•
1

.

Мы строим базис пространства решений системы 0a + 1b + 0c = 0.
(0 1 0)
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Получили систему из одного уравнения b = 0. Фунда-
ментальная система решений этого уравнения имеет вид:

 1

•
0

 ,

 0

•
1

.

Мы строим базис пространства решений системы 0a + 1b + 0c = 0.
(0 1 0)
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Получили систему из одного уравнения b = 0. Фунда-
ментальная система решений этого уравнения имеет вид:

 1

0

0

 ,

 0

•
1

.

Мы строим базис пространства решений системы 0a + 1b + 0c = 0.
(0 1 0)
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Получили систему из одного уравнения b = 0. Фунда-
ментальная система решений этого уравнения имеет вид:

 1

0

0

 ,

 0

•
1

.

Мы строим базис пространства решений системы 0a + 1b + 0c = 0.
(0 1 0)
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Получили систему из одного уравнения b = 0. Фунда-
ментальная система решений этого уравнения имеет вид:

 1

0

0

 ,

 0

0

1

.

Мы строим базис пространства решений системы 0a + 1b + 0c = 0.
(0 1 0)
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Получили систему из одного уравнения b = 0. Фунда-
ментальная система решений этого уравнения имеет вид:

 1

0

0

 ,

 0

0

1

.
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Получили систему из одного уравнения b = 0. Фунда-
ментальная система решений этого уравнения имеет вид:

 1

0

0

 ,

 0

0

1

.

Это базис пространства решений системы 0a + 1b + 0c = 0.
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Получили столбцы координат
 1

0

0

 ,

 0

0

1

 в базисе Б =
{
x0, x, x2

}
.
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Получили столбцы координат
 1

0

0

 ,

 0

0

1

 в базисе Б =
{
x0, x, x2

}
.

«Возвращаясь из R3 на родину», в U , получаем базис линейного
пространства V : БV =

{
1 · x0+
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Получили столбцы координат
 1

0
0

 ,

 0

0

1

 в базисе Б =
{
x0, x, x2

}
.

«Возвращаясь из R3 на родину», в U , получаем базис линейного
пространства V : БV =

{
1 · x0 + 0 · x+
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Получили столбцы координат
 1

0

0

 ,

 0

0

1

 в базисе Б =
{
x0, x, x2

}
.

«Возвращаясь из R3 на родину», в U , получаем базис линейного
пространства V : БV =

{
1 · x0 + 0 · x + 0 · x2,
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Получили столбцы координат
 1

0

0

 ,

 0
0

1

 в базисе Б =
{
x0, x, x2

}
.

«Возвращаясь из R3 на родину», в U , получаем базис линейного
пространства V : БV =

{
x0, 0 · x0+
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Получили столбцы координат
 1

0

0

 ,

 0

0
1

 в базисе Б =
{
x0, x, x2

}
.

«Возвращаясь из R3 на родину», в U , получаем базис линейного
пространства V : БV =

{
x0, 0 · x0 + 0 · x+
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Получили столбцы координат
 1

0

0

 ,

 0

0

1

 в базисе Б =
{
x0, x, x2

}
.

«Возвращаясь из R3 на родину», в U , получаем базис линейного
пространства V : БV =

{
x0, 0 · x0 + 0 · x + 1 · x2

}
.
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Получили столбцы координат
 1

0

0

 ,

 0

0

1

 в базисе Б =
{
x0, x, x2

}
.

«Возвращаясь из R3 на родину», в U , получаем базис линейного
пространства V : БV =

{
x0, x2

}
.
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Теперь займемся поиском ортогонального дополне-
ния.
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Что надо найти?
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Что надо найти? Подпространство (согласно теореме
об ортогональном дополнении).
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Что надо найти? Подпространство.
В каком виде запишем ответ?
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Что надо найти? Подпространство.
В каком виде запишем ответ? Системой уравнений и как линей-

ную оболочку базиса.
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Что надо найти? Подпространство.
В каком виде запишем ответ? Системой уравнений и как линей-

ную оболочку базиса.
Введем переменные.
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Что надо найти? Подпространство.
В каком виде запишем ответ? Системой уравнений и как линей-

ную оболочку базиса.
Введем переменные. Возьмем произвольный вектор из V , его коор-

динаты в базисе Б обозначим буквами: g(x) = α + βx + γx2.
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Составим систему уравнений.
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Составим систему уравнений. По следствию об орто-
гональном дополнении к базису подпространства g(x) принадлежит
V ⊥ тогда и только тогда, когда g(x) ортогонален к базисным векто-
рам пространства V .

162



Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Составим систему уравнений. Поэтому можно двумя
способами вычислить скалярное произведение многочлена g(x) с ба-
зисными векторами пространства V .
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Пример 5. В условиях примера 4 найдите ортогональное до-
полнение к подпространству V всех таких многочленов из U , что
f (−1) = f (1).

Решение. Составим систему уравнений. Поэтому можно двумя
способами вычислить скалярное произведение многочлена g(x) с ба-
зисными векторами пространства V . По теореме о вычислении ска-
лярного произведения, используя найденную при решении примера 4
матрицу Грама, получаем
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0 = (x0, g(x)) =

0 = (x2, g(x)) =
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0 =

(
1 0 0

) 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

 α

β

γ

 ,

0 =
(

0 0 1
) 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

 α

β

γ

 .
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0 =

(
1 0 0

) 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

 α

β

γ

 ,

0 =
(

0 0 1
) 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

 α

β

γ

 .

Получилась система уравнений α +
β
2 +

γ
3 = 0,

α
3 +

β
4 +

γ
5 = 0,
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0 =

(
1 0 0

) 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

 α

β

γ

 ,

0 =
(

0 0 1
) 1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

 α

β

γ

 .

Получилась система уравнений α +
β
2 +

γ
3 = 0,

α
3 +

β
4 +

γ
5 = 0,

с ФСР


 3

−16

15

.
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 3

−16

15

 — это координаты базисного вектора одномерного про-

странства V ⊥, заданного ОСЛУ

 α +
β
2 +

γ
3 = 0,

α
3 +

β
4 +

γ
5 = 0,

поэтому

V ⊥ =

169



 3

−16

15

 — это координаты базисного вектора одномерного про-

странства V ⊥, заданного ОСЛУ

 α +
β
2 +

γ
3 = 0,

α
3 +

β
4 +

γ
5 = 0,

поэтому

V ⊥ =

α + βx + γx2

 α +
β
2 +

γ
3 = 0,

α
3 +

β
4 +

γ
5 = 0

 =
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 3

−16

15

 — это координаты базисного вектора одномерного про-

странства V ⊥, заданного ОСЛУ

 α +
β
2 +

γ
3 = 0,

α
3 +

β
4 +

γ
5 = 0,

поэтому

V ⊥ =

α + βx + γx2

 α +
β
2 +

γ
3 = 0,

α
3 +

β
4 +

γ
5 = 0

 = 〈3− 16x + 15x2〉.
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Проверим правильность вычислений, вычислив скалярное произведе-
ние полученного многочлена с базисными векторами пространства V :
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Проверим правильность вычислений, вычислив скалярное произведе-
ние полученного многочлена с базисными векторами пространства V :

(
x0, 3x0 − 16x + 15x2

)
=

1∫
0

(
3− 16x + 15x2

)
dx = 0,
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Проверим правильность вычислений, вычислив скалярное произведе-
ние полученного многочлена с базисными векторами пространства V :

(
x0, 3x0 − 16x + 15x2

)
=

1∫
0

(
3− 16x + 15x2

)
dx = 0,

(
x2, 3x0 − 16x + 15x2

)
=

1∫
0

x2
(
3− 16x + 15x2

)
dx = 0.
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Проверим правильность вычислений, вычислив скалярное произведе-
ние полученного многочлена с базисными векторами пространства V :

(
x0, 3x0 − 16x + 15x2

)
=

1∫
0

(
3− 16x + 15x2

)
dx = 0,

(
x2, 3x0 − 16x + 15x2

)
=

1∫
0

x2
(
3− 16x + 15x2

)
dx = 0.

Результат подтвердился. Задача решена.
Вернуться к лекции?
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I. Упражнения: стандартные способы представле-
ния в Rn

Объект в линейном про-
странстве U с базисом Б

Типовой образ в Rn

Вектор x
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I. Упражнения: стандартные способы представле-
ния в Rn

Объект в линейном про-
странстве U с базисом Б

Типовой образ в Rn

Вектор x Столбец координат [x]Б
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I. Упражнения: стандартные способы представле-
ния в Rn

Объект в линейном про-
странстве U с базисом Б

Типовой образ в Rn

Вектор x Столбец координат [x]Б
Подпространство V
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I. Упражнения: стандартные способы представле-
ния в Rn

Объект в линейном про-
странстве U с базисом Б

Типовой образ в Rn

Вектор x Столбец координат [x]Б
Подпространство V 1) ОСЛУ, т.е. утверждение о

координатах вектора из V ;
2) V = 〈v1, . . .〉
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I. Упражнения: стандартные способы представле-
ния в Rn

Объект в линейном про-
странстве U с базисом Б

Типовой образ в Rn

Вектор x Столбец координат [x]Б
Подпространство V 1) ОСЛУ, т.е. утверждение о

координатах вектора из V ;
2) V = 〈v1, . . .〉

Скалярное произведение

180



I. Упражнения: стандартные способы представле-
ния в Rn

Объект в линейном про-
странстве U с базисом Б

Типовой образ в Rn

Вектор x Столбец координат [x]Б
Подпространство V 1) ОСЛУ, т.е. утверждение о

координатах вектора из V ;
2) V = 〈v1, . . .〉

Скалярное произведение Матрица Грама ΓБ =
(
(ei, ej)

)
n×n

в базисе Б
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I. Упражнения: стандартные способы представле-
ния в Rn

Объект в линейном про-
странстве U с базисом Б

Типовой образ в Rn

Вектор x Столбец координат [x]Б
Подпространство V 1) ОСЛУ, т.е. утверждение о

координатах вектора из V ;
2) V = 〈v1, . . .〉

Скалярное произведение Матрица Грама ΓБ =
(
(ei, ej)

)
n×n

в базисе Б
(x, y)

182



I. Упражнения: стандартные способы представле-
ния в Rn

Объект в линейном про-
странстве U с базисом Б

Типовой образ в Rn

Вектор x Столбец координат [x]Б
Подпространство V 1) ОСЛУ, т.е. утверждение о

координатах вектора из V ;
2) V = 〈v1, . . .〉

Скалярное произведение Матрица Грама ΓБ =
(
(ei, ej)

)
n×n

в базисе Б
(x, y) (x, y) = [x]tБΓБ[y]Б
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Задача II.1. (Ответ приведен на стр.203.) Докажите, что
линейное пространство многочленов степени не выше 2 с
действительными коэффициентами со скалярным произведением(
f (x), g(x)

)
=

1∫
0

f (x) g(x) dx является евклидовым простран-

ством.
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Задача II.2. (Ответ приведен на стр.239.) Докажите, что линей-
ное пространство квадратичных форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2 с
действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произведени-

ем
(
f (x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f (m,n) g(m,n) является евклидовым
пространством.
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Задача III.3. (Ответ приведен на стр.271.) Пусть в евклидовом про-
странстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е. многочленов
вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение за-

дано формулой
(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычисли-

те по определению и с помощью матрицы Грама скалярные про-
изведения

(
x2;x2

)
,
(
x2; y2

)
,
(
x2 + y2;x2 − y2

)
,
(
x2 + y2;xy

)
.
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Задача IV.4. (Ответ приведен на стр.300.) Найдите ортонормирован-
ный базис евклилова пространства симметричных матриц размерно-
сти 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2

1

)
+ (0 1)X

(
0 0

0 3

)
Y

(
0

1

)
.
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Задача IV.5. (Ответ приведен на стр.378.) Пусть в евклидовом про-
странстве многочленов степени не выше 2 скалярное произведение

задано формулой:
(
f (x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f (x) g(x) dx. Найдите орто-

нормированный базис.
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Задача IV.6. (Ответ приведен на стр.440.) Пусть в евклидовом про-
странстве квадратичных форм от переменных x, y скалярное произ-
ведение задано формулой:

(
f (x, y); g(x, y)

)
=
∫∫
G

f (x, y) g(x, y) dx dy,

где G — чертверть круга
{
x ≥ 0, y ≥ 0,

x2 + y2 ≤ 1.
Найдите ортонормиро-

ванный базис.
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Задача V.7. (Ответ приведен на стр.444.) Если X — подпространство
евклидова пространства Y , то X⊥ = . . .
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Задача V.8. (Ответ приведен на стр.447.) Если P = 〈u,v,w, z〉 — под-
пространство евклидова пространства S, то P⊥ = . . .

191



Задача V.9. (Ответ приведен на стр.454.) Если L — евклидово про-
странство и M ⊆ L, то M⊥ = . . .

192



Задача V.10. (Ответ приведен на стр.459.) Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где
U —евклидово пространство. Тогда (X + Y )⊥ = . . .

193



Задача V.11. (Ответ приведен на стр.469.) Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где
U —евклидово пространство. Тогда (X ∩ Y )⊥ = . . .

194



Задача V.12. (Ответ приведен на стр.477.) Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где
U —евклидово пространство. Тогда (X ∪ Y )⊥ = . . .

195



Задача V.13. (Ответ приведен на стр.487.) Если L — евклидово про-
странство и M ⊆ L, то

(
M⊥)⊥ = . . .
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Задача V.14. (Ответ приведен на стр.494.) В базисе
A =

{
x2; xy; yx; y2

}
евклидова пространства квадратичных форм

ax2 + bxy + cyx + dy2 от некоммутирующих переменных x, y мат-

рица Грама равна ΓA =


1 −1 1 1

−1 2 −2 −1

1 −2 3 1

1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P =

〈
2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx + 2y2;

4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx + y2
〉

= 〈p1; p2; p3; p4; p5〉
ортогональное дополнение к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.
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Задача V.15. (Ответ приведен на стр.555.) Пусть в бази-
се B =

{
x− 1; x + 1; x2 − 1; x3 − 1

}
линейного простран-

ства многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна

ΓB =


2 1 −1 3

1 1 −1 0

−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M =

{
−6 + x + x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x + x2 + 7x3;

2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3
}

= {m1; m2; m3; m4; m5}.
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Задача V.16. (Ответ приведен на стр.634.) В евклидовом простран-
стве квадратичных форм от переменных x, y, т.е. многочленов вида
a x2 + b xy + c y2 со скалярным произведением(
f (x, y); g(x, y)

)
=

1∫
0

(
1∫

1−x
f (x, y) g(x, y) dy

)
dx найдите ортого-

нальное дополнение к множеству M =
{

(x− y)2, (x + y)2, xy
}
.
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Задача V.17. (Ответ приведен на стр.647.) Найдите ортогональное до-
полнение к подпространству S симметричных матриц евклидова
пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведе-
нием, заданным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — мат-
рица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t + X)(Y t + Y )

(
1

−2

)
+ tr(X tY ).
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Ответы и решения
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Решение задачи 1.
Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с

действительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx

является евклидовым пространством.
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного

произведения:
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного про-

изведения:

1. Коммутативность:
(
f(x), g(x)

)
= =

(
g(x), f(x)

)
.
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного про-

изведения:

1. Коммутативность:
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx = =
(
g(x), f(x)

)
.
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного про-

изведения:

1. Коммутативность:
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx = =
(
g(x), f(x)

)
.

Воспользуемся свойством коммутативности произведения многочленов.

206



Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного про-

изведения:

1. Коммутативность:
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx =

1∫
0

g(x) f(x) dx =
(
g(x), f(x)

)
.
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного про-

изведения:
2. Линейность:
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного про-

изведения:
2. Линейность:

(
λf(x) + µg(x), h(x)

)
= λ

(
f(x), h(x)

)
+ µ

(
g(x), h(x)

)
(?)
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного про-

изведения:
2. Линейность:

(
λf(x) + µg(x), h(x)

)
= λ

(
f(x), h(x)

)
+ µ

(
g(x), h(x)

)
(?)(

λf(x) + µg(x), h(x)
)

=

1∫
0

(
λf(x) + µg(x)

)
h(x) dx =
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного про-

изведения:
2. Линейность:

(
λf(x) + µg(x), h(x)

)
= λ

(
f(x), h(x)

)
+ µ

(
g(x), h(x)

)
(?)(

λf(x) + µg(x), h(x)
)

=

1∫
0

(
λf(x) + µg(x)

)
h(x) dx =

1∫
0

(
λf(x)h(x) + µg(x)h(x)

)
dx =
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного про-

изведения:
2. Линейность:

(
λf(x) + µg(x), h(x)

)
= λ

(
f(x), h(x)

)
+ µ

(
g(x), h(x)

)
(?)(

λf(x) + µg(x), h(x)
)

=

1∫
0

(
λf(x) + µg(x)

)
h(x) dx =

1∫
0

(
λf(x)h(x) + µg(x)h(x)

)
dx =

=

1∫
0

λf(x)h(x) dx+

1∫
0

µg(x)h(x) dx =
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного про-

изведения:
2. Линейность:

(
λf(x) + µg(x), h(x)

)
= λ

(
f(x), h(x)

)
+ µ

(
g(x), h(x)

)
(?)(

λf(x) + µg(x), h(x)
)
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1∫
0

(
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)
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)
dx =

=

1∫
0
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1∫
0

µg(x)h(x) dx = λ

1∫
0

f(x)h(x) dx+ µ

1∫
0

g(x)h(x) dx =

213



Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного про-

изведения:
2. Линейность:

(
λf(x) + µg(x), h(x)

)
= λ

(
f(x), h(x)

)
+ µ

(
g(x), h(x)

)
(?)(
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)
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)
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.
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного про-

изведения:
3. Положительная определенность:

(
f(x), f(x)

)
≥ 0 и

(
f(x), f(x)

)
= 0⇔ f(x) = 0
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного про-

изведения:(
f(x), f(x)

)
=

1∫
0

(
f(x)

)2
dx =
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного про-

изведения:(
f(x), f(x)

)
=

1∫
0

(
f(x)

)2
dx =

Мы рассматриваем линейное пространство многочленов степени не более двух, то есть много-
членов вида f(x) = a+ bx+ cx2.
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
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)
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f(x)
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-
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)
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1∫
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f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
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(
f(x)
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a+ bx+ cx2

)2
dx =

=

1∫
0

a2 dx+

1∫
0

b2x2 dx+

1∫
0

c2x4 dx+

1∫
0

2abx dx+
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0

2acx2 dx+

1∫
0

2bcx3 dx =
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного про-
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного про-

изведения:(
f(x), f(x)
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного про-
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)
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=
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Докажем, что введенная операция удовлетворяет трем аксиомам скалярного про-

изведения:(
f(x), f(x)

)
=

1∫
0

(
f(x)

)2
dx =

1∫
0

(
a+ bx+ cx2

)2
dx =

=

1∫
0

a2 dx+

1∫
0

b2x2 dx+

1∫
0

c2x4 dx+

1∫
0

2abx dx+

1∫
0

2acx2 dx+

1∫
0

2bcx3 dx =

= a2 +
b2

3
x3

x=1

x=0

+
c2

5
x5

x=1

x=0

+ abx2
x=1

x=0

+
2

3
acx3

x=1

x=0

+
bc

2
x4

x=1

x=0

=

= a2 +
b2

3
+
c2

5
+ ab+

2

3
ac+

bc

2
=

(
a2 + ab+

2

3
ac

)
+
b2

3
+
c2

5
+
bc

2
=

=

(
a+

b

2
+
c

3

)2

− b2

4
− c2

9
− bc

3
+
b2

3
+
c2

5
+
bc

2
=

(
a+

b

2
+
c

3

)2

+
b2

12
+

1

6
bc+

4

45
c2 =

=

(
a+

b

2
+
c

3

)2

+
1

12

(
b2 + 2bc

)
+

4

45
c2 =

(
a+

b

2
+
c

3

)2

+
1

12
(b+ c)2 − 1

12
c2 +

4

45
c2 =

=

(
a+

b

2
+
c

3

)2

+
1

12
(b+ c)2 +

1

180
c2 ≥ 0.
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Наконец, равенcтво

(
f(x), f(x)

)
= 0 выполняется только тогда, когда(

a+
b

2
+
c

3

)2

+
1

12
(b+ c)2 +

1

180
c2 = 0.
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Наконец, равенcтво

(
f(x), f(x)

)
= 0 выполняется только тогда, когда(

a+
b

2
+
c

3

)2

+
1

12
(b+ c)2 +

1

180
c2 = 0.

Последнее равенство выполняется только в случае, когда все слагаемые равны нулю:
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Наконец, равенcтво

(
f(x), f(x)

)
= 0 выполняется только тогда, когда(

a+
b

2
+
c

3

)2

+
1

12
(b+ c)2 +

1

180
c2 = 0.

Последнее равенство выполняется только в случае, когда все слагаемые равны нулю:
a+

b

2
+
c

3
= 0,

b+ c = 0,
c = 0

⇒
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Наконец, равенcтво

(
f(x), f(x)

)
= 0 выполняется только тогда, когда(

a+
b

2
+
c

3

)2

+
1

12
(b+ c)2 +

1

180
c2 = 0.

Последнее равенство выполняется только в случае, когда все слагаемые равны нулю:
a+

b

2
+
c

3
= 0,

b+ c = 0,
c = 0

⇒


a+

b

2
+
c

3
= 0,

b = 0,
c = 0

⇒
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Наконец, равенcтво

(
f(x), f(x)

)
= 0 выполняется только тогда, когда(

a+
b

2
+
c

3

)2

+
1

12
(b+ c)2 +

1

180
c2 = 0.

Последнее равенство выполняется только в случае, когда все слагаемые равны нулю:
a+

b

2
+
c

3
= 0,

b+ c = 0,
c = 0

⇒


a+

b

2
+
c

3
= 0,

b = 0,
c = 0

⇒

 a = 0,
b = 0,
c = 0.

235



Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Наконец, равенcтво

(
f(x), f(x)

)
= 0 выполняется только тогда, когда(

a+
b

2
+
c

3

)2

+
1

12
(b+ c)2 +

1

180
c2 = 0.

Последнее равенство выполняется только в случае, когда все слагаемые равны нулю:
a+

b

2
+
c

3
= 0,

b+ c = 0,
c = 0

⇒


a+

b

2
+
c

3
= 0,

b = 0,
c = 0

⇒

 a = 0,
b = 0,
c = 0.

Следовательно, f(x) = 0 ⇔ f(x) ≡ 0.
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Задача 1. Докажите, что линейное пространство многочленов степени не выше 2 с дей-

ствительными коэффициентами со скалярным произведением
(
f(x), g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx яв-

ляется евклидовым пространством.
Ответ. Итак для рассматриваемого скалярного произведения выполняются все аксиомы,

поэтому указанное в условии линейное пространство является евклидовым пространством.
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Решение задачи 2.
Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм

f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение первой аксиомы.
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение первой аксиомы.

(
f(x, y), g(x, y)

)
=

=
(
g(x, y), f(x, y)

)
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение первой аксиомы.

(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) =

=
(
g(x, y), f(x, y)

)
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение первой аксиомы.

(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) =

= f(1, 1)g(1, 1) + f(1, 2)g(1, 2) + f(2, 1)g(2, 1) + . . . =

=
(
g(x, y), f(x, y)

)
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение первой аксиомы.

(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) =

= f(1, 1)g(1, 1) + f(1, 2)g(1, 2) + f(2, 1)g(2, 1) + . . . =

= g(1, 1)f(1, 1) + g(1, 2)f(1, 2) + g(2, 1)f(2, 1) + . . . =

=
(
g(x, y), f(x, y)

)
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение первой аксиомы.

(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) =

= f(1, 1)g(1, 1) + f(1, 2)g(1, 2) + f(2, 1)g(2, 1) + . . . =

= g(1, 1)f(1, 1) + g(1, 2)f(1, 2) + g(2, 1)f(2, 1) + . . . =

=
3∑

m=1

3∑
n=1

g(m,n) f(m,n) =
(
g(x, y), f(x, y)

)
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение первой аксиомы.

(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) =

= f(1, 1)g(1, 1) + f(1, 2)g(1, 2) + f(2, 1)g(2, 1) + . . . =

= g(1, 1)f(1, 1) + g(1, 2)f(1, 2) + g(2, 1)f(2, 1) + . . . =

=
3∑

m=1

3∑
n=1

g(m,n) f(m,n) =
(
g(x, y), f(x, y)

)
Проверено выполнение первой аксиомы.
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение второй аксиомы.
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение второй аксиомы.

(
λf(x, y) + µg(x, y), h(x, y)

)
=

= λ
(
f(x, y), h(x, y)

)
+ µ

(
g(x, y), h(x, y)

)
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение второй аксиомы.

(
λf(x, y) + µg(x, y), h(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

(
λf(m,n) + µg(m,n)

)
h(m,n) =

= λ
(
f(x, y), h(x, y)

)
+ µ

(
g(x, y), h(x, y)

)
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение второй аксиомы.

(
λf(x, y) + µg(x, y), h(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

(
λf(m,n) + µg(m,n)

)
h(m,n) =

=
(
λf(1, 1) + µg(1, 1)

)
h(1, 1) +

(
λf(1, 2) + µg(1, 2)

)
h(1, 2) + . . . =

= λ
(
f(x, y), h(x, y)

)
+ µ

(
g(x, y), h(x, y)

)
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение второй аксиомы.

(
λf(x, y) + µg(x, y), h(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

(
λf(m,n) + µg(m,n)

)
h(m,n) =

=
(
λf(1, 1) + µg(1, 1)

)
h(1, 1) +

(
λf(1, 2) + µg(1, 2)

)
h(1, 2) + . . . =

= λf(1, 1)h(1, 1) + µg(1, 1)h(1, 1) + λf(1, 2)h(1, 2) + µg(1, 2)h(1, 2) + . . . =

= λ
(
f(x, y), h(x, y)

)
+ µ

(
g(x, y), h(x, y)

)
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение второй аксиомы.

(
λf(x, y) + µg(x, y), h(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

(
λf(m,n) + µg(m,n)

)
h(m,n) =

=
(
λf(1, 1) + µg(1, 1)

)
h(1, 1) +

(
λf(1, 2) + µg(1, 2)

)
h(1, 2) + . . . =

= λf(1, 1)h(1, 1) + µg(1, 1)h(1, 1) + λf(1, 2)h(1, 2) + µg(1, 2)h(1, 2) + . . . =

= λ
(
f(1, 1)h(1, 1) + f(1, 2)h(1, 2) + . . .

)
+ µ

(
f(1, 1)h(1, 1) + f(1, 2)h(1, 2) + . . .

)
=

= λ
(
f(x, y), h(x, y)

)
+ µ

(
g(x, y), h(x, y)

)
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение второй аксиомы.

(
λf(x, y) + µg(x, y), h(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

(
λf(m,n) + µg(m,n)

)
h(m,n) =

=
(
λf(1, 1) + µg(1, 1)

)
h(1, 1) +

(
λf(1, 2) + µg(1, 2)

)
h(1, 2) + . . . =

= λf(1, 1)h(1, 1) + µg(1, 1)h(1, 1) + λf(1, 2)h(1, 2) + µg(1, 2)h(1, 2) + . . . =

= λ
(
f(1, 1)h(1, 1) + f(1, 2)h(1, 2) + . . .

)
+ µ

(
f(1, 1)h(1, 1) + f(1, 2)h(1, 2) + . . .

)
=

= λ
3∑

m=1

3∑
n=1

f(m,n)h(m,n) + µ
3∑

m=1

3∑
n=1

g(m,n)h(m,n) =

= λ
(
f(x, y), h(x, y)

)
+ µ

(
g(x, y), h(x, y)

)
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение второй аксиомы.

(
λf(x, y) + µg(x, y), h(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

(
λf(m,n) + µg(m,n)

)
h(m,n) =

=
(
λf(1, 1) + µg(1, 1)

)
h(1, 1) +

(
λf(1, 2) + µg(1, 2)

)
h(1, 2) + . . . =

= λf(1, 1)h(1, 1) + µg(1, 1)h(1, 1) + λf(1, 2)h(1, 2) + µg(1, 2)h(1, 2) + . . . =

= λ
(
f(1, 1)h(1, 1) + f(1, 2)h(1, 2) + . . .

)
+ µ

(
f(1, 1)h(1, 1) + f(1, 2)h(1, 2) + . . .

)
=

= λ
3∑

m=1

3∑
n=1

f(m,n)h(m,n) + µ
3∑

m=1

3∑
n=1

g(m,n)h(m,n) =

= λ
(
f(x, y), h(x, y)

)
+ µ

(
g(x, y), h(x, y)

)
.

Проверено выполнение второй аксиомы.
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение третьей аксиомы.
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение третьей аксиомы.(
f(x, y), f(x, y)

)
≥ 0 ⇒
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение третьей аксиомы.(
f(x, y), f(x, y)

)
≥ 0 ⇒

⇒
(
f(x, y), f(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f 2(m,n) ≥ 0.
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение третьей аксиомы.(
f(x, y), f(x, y)

)
≥ 0 ⇒

⇒
(
f(x, y), f(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f 2(m,n) ≥ 0.

Докажем, что
(
f(x, y), f(x, y)

)
= 0 тогда и только тогда, когда f(x, y) ≡ 0:
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение третьей аксиомы.(
f(x, y), f(x, y)

)
≥ 0 ⇒

⇒
(
f(x, y), f(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f 2(m,n) ≥ 0.

Докажем, что
(
f(x, y), f(x, y)

)
= 0 тогда и только тогда, когда f(x, y) ≡ 0:(
ax2 + bxy + cy2, ax2 + bxy + cy2

)
= 0
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение третьей аксиомы.(
f(x, y), f(x, y)

)
≥ 0 ⇒

⇒
(
f(x, y), f(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f 2(m,n) ≥ 0.

Докажем, что
(
f(x, y), f(x, y)

)
= 0 тогда и только тогда, когда f(x, y) ≡ 0:(
ax2 + bxy + cy2, ax2 + bxy + cy2

)
= 0(

a+ b+ c)2 + (a+ 2b+ 4c)2 + (a+ 3b+ 9c)2 + (4a+ 2b+ c)2 + (4a+ 4b+ 4c)2+

+(4a+ 6b+ 9c)2 + (9a+ 3b+ c)2 + (9a+ 6b+ 4c)2 + (9a+ 9b+ 9c)2
)

= 0;⇔
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение третьей аксиомы.(
f(x, y), f(x, y)

)
≥ 0 ⇒

⇒
(
f(x, y), f(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f 2(m,n) ≥ 0.

Докажем, что
(
f(x, y), f(x, y)

)
= 0 тогда и только тогда, когда f(x, y) ≡ 0:(
ax2 + bxy + cy2, ax2 + bxy + cy2

)
= 0(

a+ b+ c)2 + (a+ 2b+ 4c)2 + (a+ 3b+ 9c)2 + (4a+ 2b+ c)2 + (4a+ 4b+ 4c)2+

+(4a+ 6b+ 9c)2 + (9a+ 3b+ c)2 + (9a+ 6b+ 4c)2 + (9a+ 9b+ 9c)2
)

= 0;⇔

⇔ 294a2 + 196b2 + 294c2 + 432ab+ 392ac+ 432bc = 0⇔
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение третьей аксиомы.(
f(x, y), f(x, y)

)
≥ 0 ⇒

⇒
(
f(x, y), f(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f 2(m,n) ≥ 0.

Докажем, что
(
f(x, y), f(x, y)

)
= 0 тогда и только тогда, когда f(x, y) ≡ 0:(
ax2 + bxy + cy2, ax2 + bxy + cy2

)
= 0(

a+ b+ c)2 + (a+ 2b+ 4c)2 + (a+ 3b+ 9c)2 + (4a+ 2b+ c)2 + (4a+ 4b+ 4c)2+

+(4a+ 6b+ 9c)2 + (9a+ 3b+ c)2 + (9a+ 6b+ 4c)2 + (9a+ 9b+ 9c)2
)

= 0;⇔

⇔ 294a2 + 196b2 + 294c2 + 432ab+ 392ac+ 432bc = 0⇔

⇔ 3

(
7a+

36

7
b+

14

3
c

)2

+
914

49

(
b+

18 · 49

457
c

)2

+
16709

7131
c2 = 0.
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение третьей аксиомы.(
f(x, y), f(x, y)

)
≥ 0 ⇒

⇒
(
f(x, y), f(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f 2(m,n) ≥ 0.

Докажем, что
(
f(x, y), f(x, y)

)
= 0 тогда и только тогда, когда f(x, y) ≡ 0:

⇔ 3

(
7a+

36

7
b+

14

3
c

)2

+
914

49

(
b+

18 · 49

457
c

)2

+
16709

7131
c2 = 0.

Это равенcтво выполняется только тогда, когда все слагаемые равны нулю:
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение третьей аксиомы.(
f(x, y), f(x, y)

)
≥ 0 ⇒

⇒
(
f(x, y), f(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f 2(m,n) ≥ 0.

Докажем, что
(
f(x, y), f(x, y)

)
= 0 тогда и только тогда, когда f(x, y) ≡ 0:

⇔ 3

(
7a+

36

7
b+

14

3
c

)2

+
914

49

(
b+

18 · 49

457
c

)2

+
16709

7131
c2 = 0.

Это равенcтво выполняется только тогда, когда все слагаемые равны нулю:
7a+

36

7
b+

14

3
c,

b+
18 · 49

457
c = 0⇒

c = 0

⇒
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение третьей аксиомы.(
f(x, y), f(x, y)

)
≥ 0 ⇒

⇒
(
f(x, y), f(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f 2(m,n) ≥ 0.

Докажем, что
(
f(x, y), f(x, y)

)
= 0 тогда и только тогда, когда f(x, y) ≡ 0:

⇔ 3

(
7a+

36

7
b+

14

3
c

)2

+
914

49

(
b+

18 · 49

457
c

)2

+
16709

7131
c2 = 0.

Это равенcтво выполняется только тогда, когда все слагаемые равны нулю:
7a+

36

7
b+

14

3
c,

b+
18 · 49

457
c = 0⇒ b = 0,

c = 0

⇒
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение третьей аксиомы.(
f(x, y), f(x, y)

)
≥ 0 ⇒

⇒
(
f(x, y), f(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f 2(m,n) ≥ 0.

Докажем, что
(
f(x, y), f(x, y)

)
= 0 тогда и только тогда, когда f(x, y) ≡ 0:

⇔ 3

(
7a+

36

7
b+

14

3
c

)2

+
914

49

(
b+

18 · 49

457
c

)2

+
16709

7131
c2 = 0.

Это равенcтво выполняется только тогда, когда все слагаемые равны нулю:
7a+

36

7
b+

14

3
c,

b+
18 · 49

457
c = 0⇒ b = 0,

c = 0

⇒


7a+

36

7
b+

14

3
c⇒

b = 0,
c = 0

⇒

265



Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение третьей аксиомы.(
f(x, y), f(x, y)

)
≥ 0 ⇒

⇒
(
f(x, y), f(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f 2(m,n) ≥ 0.

Докажем, что
(
f(x, y), f(x, y)

)
= 0 тогда и только тогда, когда f(x, y) ≡ 0:

⇔ 3

(
7a+

36

7
b+

14

3
c

)2

+
914

49

(
b+

18 · 49

457
c

)2

+
16709

7131
c2 = 0.

Это равенcтво выполняется только тогда, когда все слагаемые равны нулю:
7a+

36

7
b+

14

3
c,

b+
18 · 49

457
c = 0⇒ b = 0,

c = 0

⇒


7a+

36

7
b+

14

3
c⇒ a = 0,

b = 0,
c = 0

⇒
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение третьей аксиомы.(
f(x, y), f(x, y)

)
≥ 0 ⇒

⇒
(
f(x, y), f(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f 2(m,n) ≥ 0.

Докажем, что
(
f(x, y), f(x, y)

)
= 0 тогда и только тогда, когда f(x, y) ≡ 0:

⇔ 3

(
7a+

36

7
b+

14

3
c

)2

+
914

49

(
b+

18 · 49

457
c

)2

+
16709

7131
c2 = 0.

Это равенcтво выполняется только тогда, когда все слагаемые равны нулю:
7a+

36

7
b+

14

3
c,

b+
18 · 49

457
c = 0⇒ b = 0,

c = 0

⇒


7a+

36

7
b+

14

3
c⇒ a = 0,

b = 0,
c = 0

⇒

 a = 0,
b = 0,
c = 0.
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Проверим выполнение третьей аксиомы.(
f(x, y), f(x, y)

)
≥ 0 ⇒

⇒
(
f(x, y), f(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f 2(m,n) ≥ 0.

Докажем, что
(
f(x, y), f(x, y)

)
= 0 тогда и только тогда, когда f(x, y) ≡ 0:

⇔ 3

(
7a+

36

7
b+

14

3
c

)2

+
914

49

(
b+

18 · 49

457
c

)2

+
16709

7131
c2 = 0.

Это равенcтво выполняется только тогда, когда все слагаемые равны нулю:
7a+

36

7
b+

14

3
c,

b+
18 · 49

457
c = 0⇒ b = 0,

c = 0

⇒


7a+

36

7
b+

14

3
c⇒ a = 0,

b = 0,
c = 0

⇒

 a = 0,
b = 0,
c = 0.

Следовательно, f(x, y) = 0 ⇔ f(x, y) ≡ 0.
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Задача 2. Докажите, что линейное пространство квадратичных форм
f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с действительными коэффициентами a, b, c со скалярным произ-

ведением
(
f(x, y), g(x, y)

)
=

3∑
m=1

3∑
n=1

f(m,n) g(m,n) является евклидовым пространством.

Ответ. Итак для рассматриваемого скалярного произведения выполняются все аксиомы,
поэтому указанное в условии линейное пространство является евклидовым пространством.
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Решение задачи 3.
Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y,

т.е. многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано форму-

лой
(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью мат-

рицы Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .
Ответ. Сначала найдём матрицу Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}:
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .
Ответ. Сначала найдём матрицу Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}:

(x2; y2) =

272



Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .
Ответ. Сначала найдём матрицу Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}:

(x2; y2) = 12 · 12 + 12 · 12 + 12 · 12︸ ︷︷ ︸
n=1

+
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .
Ответ. Сначала найдём матрицу Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}:

(x2; y2) = 12 · 12 + 12 · 12 + 12 · 12︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · 22 + 22 · 22︸ ︷︷ ︸
n=2

+

274



Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .
Ответ. Сначала найдём матрицу Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}:

(x2; y2) = 12 · 12 + 12 · 12 + 12 · 12︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · 22 + 22 · 22︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · 32︸ ︷︷ ︸
n=3

=

275



Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .
Ответ. Сначала найдём матрицу Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}:

(x2; y2) = 12 · 12 + 12 · 12 + 12 · 12︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · 22 + 22 · 22︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · 32︸ ︷︷ ︸
n=3

= 116,

276



Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .
Ответ. Сначала найдём матрицу Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}:

(x2; y2) = 12 · 12 + 12 · 12 + 12 · 12︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · 22 + 22 · 22︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · 32︸ ︷︷ ︸
n=3

= 116,

(x2;xy) =

277



Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .
Ответ. Сначала найдём матрицу Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}:

(x2; y2) = 12 · 12 + 12 · 12 + 12 · 12︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · 22 + 22 · 22︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · 32︸ ︷︷ ︸
n=3

= 116,

(x2;xy) = 12 · (1 · 1) + 12 · (1 · 2) + 12 · (1 · 3)︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · (2 · 1) + 22 · (2 · 2)︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · (3 · 1)︸ ︷︷ ︸
n=3

=

278



Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .
Ответ. Сначала найдём матрицу Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}:

(x2; y2) = 12 · 12 + 12 · 12 + 12 · 12︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · 22 + 22 · 22︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · 32︸ ︷︷ ︸
n=3

= 116,

(x2;xy) = 12 · (1 · 1) + 12 · (1 · 2) + 12 · (1 · 3)︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · (2 · 1) + 22 · (2 · 2)︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · (3 · 1)︸ ︷︷ ︸
n=3

= 6 + 24 + 27 =

279



Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .
Ответ. Сначала найдём матрицу Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}:

(x2; y2) = 12 · 12 + 12 · 12 + 12 · 12︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · 22 + 22 · 22︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · 32︸ ︷︷ ︸
n=3

= 116,

(x2;xy) = 12 · (1 · 1) + 12 · (1 · 2) + 12 · (1 · 3)︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · (2 · 1) + 22 · (2 · 2)︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · (3 · 1)︸ ︷︷ ︸
n=3

= 6 + 24 + 27 = 57,

280



Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .
Ответ. Сначала найдём матрицу Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}:

(x2; y2) = 12 · 12 + 12 · 12 + 12 · 12︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · 22 + 22 · 22︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · 32︸ ︷︷ ︸
n=3

= 116,

(x2;xy) = 12 · (1 · 1) + 12 · (1 · 2) + 12 · (1 · 3)︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · (2 · 1) + 22 · (2 · 2)︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · (3 · 1)︸ ︷︷ ︸
n=3

= 6 + 24 + 27 = 57,

. . .

Γ =

 116 57
57

.
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .
Ответ. Сначала найдём матрицу Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}:

(x2; y2) = 12 · 12 + 12 · 12 + 12 · 12︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · 22 + 22 · 22︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · 32︸ ︷︷ ︸
n=3

= 116,

(x2;xy) = 12 · (1 · 1) + 12 · (1 · 2) + 12 · (1 · 3)︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · (2 · 1) + 22 · (2 · 2)︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · (3 · 1)︸ ︷︷ ︸
n=3

= 6 + 24 + 27 = 57,

. . .

Γ =

 116 57 43
57
43

.
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .
Ответ. Сначала найдём матрицу Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}:

(x2; y2) = 12 · 12 + 12 · 12 + 12 · 12︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · 22 + 22 · 22︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · 32︸ ︷︷ ︸
n=3

= 116,

(x2;xy) = 12 · (1 · 1) + 12 · (1 · 2) + 12 · (1 · 3)︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · (2 · 1) + 22 · (2 · 2)︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · (3 · 1)︸ ︷︷ ︸
n=3

= 6 + 24 + 27 = 57,

. . .

Γ =

 116 57 43
57 43
43

.
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .
Ответ. Сначала найдём матрицу Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}:

(x2; y2) = 12 · 12 + 12 · 12 + 12 · 12︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · 22 + 22 · 22︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · 32︸ ︷︷ ︸
n=3

= 116,

(x2;xy) = 12 · (1 · 1) + 12 · (1 · 2) + 12 · (1 · 3)︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · (2 · 1) + 22 · (2 · 2)︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · (3 · 1)︸ ︷︷ ︸
n=3

= 6 + 24 + 27 = 57,

. . .

Γ =

 116 57 43
57 43 57
43 57

.
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .
Ответ. Сначала найдём матрицу Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}:

(x2; y2) = 12 · 12 + 12 · 12 + 12 · 12︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · 22 + 22 · 22︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · 32︸ ︷︷ ︸
n=3

= 116,

(x2;xy) = 12 · (1 · 1) + 12 · (1 · 2) + 12 · (1 · 3)︸ ︷︷ ︸
n=1

+ 22 · (2 · 1) + 22 · (2 · 2)︸ ︷︷ ︸
n=2

+ 32 · (3 · 1)︸ ︷︷ ︸
n=3

= 6 + 24 + 27 = 57,

. . .

Γ =

 116 57 43
57 43 57
43 57 116

.
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .

Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}: Γ =

 116 57 43
57 43 57
43 57 116

.

Найдем требуемые скалярные произведения:

(x2;x2) = 116
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .

Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}: Γ =

 116 57 43
57 43 57
43 57 116

.

Найдем требуемые скалярные произведения:

(x2;x2) = 116 ??
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 1
0
0

 ,
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .

Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}: Γ =

 116 57 43
57 43 57
43 57 116

.

Найдем требуемые скалярные произведения:

(x2;x2) = 116 =
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 1
0
0

 ,
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .

Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}: Γ =

 116 57 43
57 43 57
43 57 116

.

Найдем требуемые скалярные произведения:

(x2;x2) = 116 =
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 1
0
0

 ,

(x2; y2) =
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .

Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}: Γ =

 116 57 43
57 43 57
43 57 116

.

Найдем требуемые скалярные произведения:

(x2;x2) = 116 =
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 1
0
0

 ,

(x2; y2) = 57
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .

Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}: Γ =

 116 57 43
57 43 57
43 57 116

.

Найдем требуемые скалярные произведения:

(x2;x2) = 116 =
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 1
0
0

 ,

(x2; y2) = 57 ??
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 0
0
1

 ,
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .

Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}: Γ =

 116 57 43
57 43 57
43 57 116

.

Найдем требуемые скалярные произведения:

(x2;x2) = 116 =
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 1
0
0

 ,

(x2; y2) = 57 =
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 0
0
1

 ,

(x2 + y2;x2 − y2) =

292



Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .

Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}: Γ =

 116 57 43
57 43 57
43 57 116

.

Найдем требуемые скалярные произведения:

(x2;x2) = 116 =
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 1
0
0

 ,

(x2; y2) = 57 =
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 0
0
1

 ,

(x2 + y2;x2 − y2) = 0
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .

Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}: Γ =

 116 57 43
57 43 57
43 57 116

.

Найдем требуемые скалярные произведения:

(x2;x2) = 116 =
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 1
0
0

 ,

(x2; y2) = 57 =
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 0
0
1

 ,

(x2 + y2;x2 − y2) = 0 ??
(

1 0 1
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 1
0
−1

 ,
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .

Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}: Γ =

 116 57 43
57 43 57
43 57 116

.

Найдем требуемые скалярные произведения:

(x2;x2) = 116 =
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 1
0
0

 ,

(x2; y2) = 57 =
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 0
0
1

 ,

(x2 + y2;x2 − y2) = 0 =
(

1 0 1
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 1
0
−1

 ,

(x2 + y2;xy) =
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .

Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}: Γ =

 116 57 43
57 43 57
43 57 116

.

Найдем требуемые скалярные произведения:

(x2;x2) = 116 =
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 1
0
0

 ,

(x2; y2) = 57 =
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 0
0
1

 ,

(x2 + y2;x2 − y2) = 0 =
(

1 0 1
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 1
0
−1

 ,

(x2 + y2;xy) = 114
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .

Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}: Γ =

 116 57 43
57 43 57
43 57 116

.

Найдем требуемые скалярные произведения:

(x2;x2) = 116 =
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 1
0
0

 ,

(x2; y2) = 57 =
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 0
0
1

 ,

(x2 + y2;x2 − y2) = 0 =
(

1 0 1
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 1
0
−1

 ,

(x2 + y2;xy) = 114 ??
(

1 0 1
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 0
1
0

 .
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Задача 3. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида ax2 + bxy + cy2, где {a; b; c} ⊆ R, скалярное произведение задано формулой(
α(x; y); β(x; y)

)
=

3∑
m=1

4−m∑
n=1

α(m;n)β(m;n). Вычислите по определению и с помощью матрицы

Грама скалярные произведения (x2;x2) , (x2; y2) , (x2 + y2;x2 − y2) , (x2 + y2;xy) .

Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x2; xy; y2}: Γ =

 116 57 43
57 43 57
43 57 116

.

Найдем требуемые скалярные произведения:

(x2;x2) = 116 =
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 1
0
0

 ,

(x2; y2) = 57 =
(

1 0 0
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 0
0
1

 ,

(x2 + y2;x2 − y2) = 0 =
(

1 0 1
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 1
0
−1

 ,

(x2 + y2;xy) = 114 =
(

1 0 1
) 116 57 43

57 43 57
43 57 116

 0
1
0

 .
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Решение задачи 4.
Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных

матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

299



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ.
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Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:
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Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
,

302



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 ,
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Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 ,

γ11 =
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Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 ,

γ11 =

((
1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

))
=

305



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 ,

γ11 =

((
1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

))
=

= (2 1)

(
1 0
0 0

)(
1 0
0 0

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
1 0
0 0

)(
0 0
0 3

)(
1 0
0 0

)(
0
1

)
=

306



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 ,

γ11 =

((
1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

))
=

= (2 1)

(
1 0
0 0

)(
1 0
0 0

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
1 0
0 0

)(
0 0
0 3

)(
1 0
0 0

)(
0
1

)
= 4,

307



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4
,

γ11 =

((
1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

))
=

= (2 1)

(
1 0
0 0

)(
1 0
0 0

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
1 0
0 0

)(
0 0
0 3

)(
1 0
0 0

)(
0
1

)
= 4,

308



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4
,

γ12 =

309



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4
,

γ12 =

((
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

))
=

310



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4
,

γ12 =

((
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

))
=

= (2 1)

(
1 0
0 0

)(
0 1
1 0

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
1 0
0 0

)(
0 0
0 3

)(
0 1
1 0

)(
0
1

)
=

311



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4
,

γ12 =

((
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

))
=

= (2 1)

(
1 0
0 0

)(
0 1
1 0

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
1 0
0 0

)(
0 0
0 3

)(
0 1
1 0

)(
0
1

)
= 2,

312



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2
,

γ12 =

((
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

))
=

= (2 1)

(
1 0
0 0

)(
0 1
1 0

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
1 0
0 0

)(
0 0
0 3

)(
0 1
1 0

)(
0
1

)
= 2

313



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2
,

γ12 =

((
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

))
=

= (2 1)

(
1 0
0 0

)(
0 1
1 0

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
1 0
0 0

)(
0 0
0 3

)(
0 1
1 0

)(
0
1

)
= 2 = g21,

314



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2
2

,

γ12 =

((
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

))
=

= (2 1)

(
1 0
0 0

)(
0 1
1 0

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
1 0
0 0

)(
0 0
0 3

)(
0 1
1 0

)(
0
1

)
= 2 = g21,

315



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2
2

,

γ13 = γ31 =

316



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2
2

,

γ13 = γ31 =

((
1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

))
=

317



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2
2

,

γ13 = γ31 =

((
1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

))
=

= (2 1)

(
1 0
0 0

)(
0 0
0 1

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
1 0
0 0

)(
0 0
0 3

)(
0 0
0 1

)(
0
1

)
=

318



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2
2

,

γ13 = γ31 =

((
1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

))
=

= (2 1)

(
1 0
0 0

)(
0 0
0 1

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
1 0
0 0

)(
0 0
0 3

)(
0 0
0 1

)(
0
1

)
= 0,

319



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2
0

,

γ13 = γ31 =

((
1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

))
=

= (2 1)

(
1 0
0 0

)(
0 0
0 1

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
1 0
0 0

)(
0 0
0 3

)(
0 0
0 1

)(
0
1

)
= 0,

320



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2
0

,

γ22 =

321



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2
0

,

γ22 =

((
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

))
=

322



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2
0

,

γ22 =

((
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

))
=

= (2 1)

(
0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
0 1
1 0

)(
0 0
0 3

)(
0 1
1 0

)(
0
1

)
=

323



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2
0

,

γ22 =

((
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

))
=

= (2 1)

(
0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
0 1
1 0

)(
0 0
0 3

)(
0 1
1 0

)(
0
1

)
= 5,

324



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5
0

,

γ22 =

((
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

))
=

= (2 1)

(
0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
0 1
1 0

)(
0 0
0 3

)(
0 1
1 0

)(
0
1

)
= 5,

325



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5
0

,

γ23 = γ32 =

326



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5
0

,

γ23 = γ32 =

((
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

))
=

327



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5
0

,

γ23 = γ32 =

((
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

))
=

= (2 1)

(
0 1
1 0

)(
0 0
0 1

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
0 1
1 0

)(
0 0
0 3

)(
0 0
0 1

)(
0
1

)
=

328



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5
0

,

γ23 = γ32 =

((
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

))
=

= (2 1)

(
0 1
1 0

)(
0 0
0 1

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
0 1
1 0

)(
0 0
0 3

)(
0 0
0 1

)(
0
1

)
= 2,

329



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2

,

γ23 = γ32 =

((
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

))
=

= (2 1)

(
0 1
1 0

)(
0 0
0 1

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
0 1
1 0

)(
0 0
0 3

)(
0 0
0 1

)(
0
1

)
= 2,

330



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2

,

γ33 =

331



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2

,

γ33 =

((
0 0
0 1

)
,

(
0 0
0 1

))
=

332



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2

,

γ33 =

((
0 0
0 1

)
,

(
0 0
0 1

))
=

= (2 1)

(
0 0
0 1

)(
0 0
0 1

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
0 0
0 1

)(
0 0
0 3

)(
0 0
0 1

)(
0
1

)
=

333



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2

,

γ33 =

((
0 0
0 1

)
,

(
0 0
0 1

))
=

= (2 1)

(
0 0
0 1

)(
0 0
0 1

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
0 0
0 1

)(
0 0
0 3

)(
0 0
0 1

)(
0
1

)
= 4,

334



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Возьмём естественный базис линейного пространства симметричных матриц(
a b
b c

)
размерности 2× 2:

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

γ33 =

((
0 0
0 1

)
,

(
0 0
0 1

))
=

= (2 1)

(
0 0
0 1

)(
0 0
0 1

)(
2
1

)
+ (0 1)

(
0 0
0 1

)(
0 0
0 3

)(
0 0
0 1

)(
0
1

)
= 4,

335



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{ }

336



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

}

337



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

}
e2 =

(
0 1
1 0

)
+ α21e1 =

338



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

}
e2 =

(
0 1
1 0

)
+ α21e1 =

(
0 1
1 0

)
+ α21

(
1 0
0 0

)
=

339



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

}
e2 =

(
0 1
1 0

)
+ α21e1 =

(
0 1
1 0

)
+ α21

(
1 0
0 0

)
=

α21 = −(e2, e1)

(e1, e1)
=

340



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

}
e2 =

(
0 1
1 0

)
+ α21e1 =

(
0 1
1 0

)
+ α21

(
1 0
0 0

)
=

α21 = −(e2, e1)

(e1, e1)
= −

((
0 1
1 0

)
,

(
1 0
0 0

))
((

1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

)) =

341



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

}
e2 =

(
0 1
1 0

)
+ α21e1 =

(
0 1
1 0

)
+ α21

(
1 0
0 0

)
=

α21 = −(e2, e1)

(e1, e1)
= −

((
0 1
1 0

)
,

(
1 0
0 0

))
((

1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

)) = −

(
0 1 0

) 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 1
0
0


(

1 0 0
) 4 2 0

2 5 2
0 2 4

 1
0
0

 =

342



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

}
e2 =

(
0 1
1 0

)
+ α21e1 =

(
0 1
1 0

)
+ α21

(
1 0
0 0

)
=

α21 = −(e2, e1)

(e1, e1)
= −

((
0 1
1 0

)
,

(
1 0
0 0

))
((

1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

)) = −

(
0 1 0

) 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 1
0
0


(

1 0 0
) 4 2 0

2 5 2
0 2 4

 1
0
0

 = −1

2
.

343



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

}
e2 =

(
0 1
1 0

)
+ α21e1 =

(
0 1
1 0

)
+ α21

(
1 0
0 0

)
=

(
0 1
1 0

)
− 1

2

(
1 0
0 0

)
=

α21 = −(e2, e1)

(e1, e1)
= −

((
0 1
1 0

)
,

(
1 0
0 0

))
((

1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

)) = −

(
0 1 0

) 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 1
0
0


(

1 0 0
) 4 2 0

2 5 2
0 2 4

 1
0
0

 = −1

2
.

344



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

}
e2 =

(
0 1
1 0

)
+ α21e1 =

(
0 1
1 0

)
+ α21

(
1 0
0 0

)
=

(
0 1
1 0

)
− 1

2

(
1 0
0 0

)
=

(
−1/2 1

1 0

)
.

α21 = −(e2, e1)

(e1, e1)
= −

((
0 1
1 0

)
,

(
1 0
0 0

))
((

1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

)) = −

(
0 1 0

) 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 1
0
0


(

1 0 0
) 4 2 0

2 5 2
0 2 4

 1
0
0

 = −1

2
.

345



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

}
e2 =

(
0 1
1 0

)
+ α21e1 =

(
0 1
1 0

)
+ α21

(
1 0
0 0

)
=

(
0 1
1 0

)
− 1

2

(
1 0
0 0

)
=

(
−1/2 1

1 0

)
.

α21 = −(e2, e1)

(e1, e1)
= −

((
0 1
1 0

)
,

(
1 0
0 0

))
((

1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

)) = −

(
0 1 0

) 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 1
0
0


(

1 0 0
) 4 2 0

2 5 2
0 2 4

 1
0
0

 = −1

2
.

346



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

}
e3 =

347



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

}
e3 =

(
0 0
0 1

)
+ α31e1 + α32e2 =

348



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

}
e3 =

(
0 0
0 1

)
+ α31e1 + α32e2 =

=

(
0 0
0 1

)
+ α31

(
1 0
0 0

)
+ α32

(
−1/2 1

1 0

)
=

349



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

}
e3 =

(
0 0
0 1

)
+ α31e1 + α32e2 =

=

(
0 0
0 1

)
+ α31

(
1 0
0 0

)
+ α32

(
−1/2 1

1 0

)
=

α31 = −(e3, e1)

(e1, e1)
=

350



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

}
e3 =

(
0 0
0 1

)
+ α31e1 + α32e2 =

=

(
0 0
0 1

)
+ α31

(
1 0
0 0

)
+ α32

(
−1/2 1

1 0

)
=

α31 = −(e3, e1)

(e1, e1)
= −

((
0 0
0 1

)
,

(
1 0
0 0

))
((

1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

)) =

351



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

}
e3 =

(
0 0
0 1

)
+ α31e1 + α32e2 =

=

(
0 0
0 1

)
+ α31

(
1 0
0 0

)
+ α32

(
−1/2 1

1 0

)
=

α31 = −(e3, e1)

(e1, e1)
= −

((
0 0
0 1

)
,

(
1 0
0 0

))
((

1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

)) = −

(
0 0 1

) 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 1
0
0


(

1 0 0
) 4 2 0

2 5 2
0 2 4

 1
0
0

 =

352



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

}
e3 =

(
0 0
0 1

)
+ α31e1 + α32e2 =

=

(
0 0
0 1

)
+ α31

(
1 0
0 0

)
+ α32

(
−1/2 1

1 0

)
=

α31 = −(e3, e1)

(e1, e1)
= −

((
0 0
0 1

)
,

(
1 0
0 0

))
((

1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

)) = −

(
0 0 1

) 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 1
0
0


(

1 0 0
) 4 2 0

2 5 2
0 2 4

 1
0
0

 = 0.

353



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

}
e3 =

(
0 0
0 1

)
+ α31e1 + α32e2 =

=

(
0 0
0 1

)
+ 0

(
1 0
0 0

)
+ α32

(
−1/2 1

1 0

)
=

α31 = −(e3, e1)

(e1, e1)
= −

((
0 0
0 1

)
,

(
1 0
0 0

))
((

1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

)) = −

(
0 0 1

) 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 1
0
0


(

1 0 0
) 4 2 0

2 5 2
0 2 4

 1
0
0

 = 0.

354



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

}
e3 =

(
0 0
0 1

)
+ α31e1 + α32e2 =

=

(
0 0
0 1

)
+ 0

(
1 0
0 0

)
+ α32

(
−1/2 1

1 0

)
=

α32 =

355



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

}
e3 =

(
0 0
0 1

)
+ α31e1 + α32e2 =

=

(
0 0
0 1

)
+ 0

(
1 0
0 0

)
+ α32

(
−1/2 1

1 0

)
=

α32 = −(e3, e2)

(e2, e2)
=

356



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

}
e3 =

(
0 0
0 1

)
+ α31e1 + α32e2 =

=

(
0 0
0 1

)
+ 0

(
1 0
0 0

)
+ α32

(
−1/2 1

1 0

)
=

α32 = −(e3, e2)

(e2, e2)
= −

((
0 0
0 1

)
,

(
−1/2 1

1 0

))
((
−1/2 1

1 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)) =

357



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

}
e3 =

(
0 0
0 1

)
+ α31e1 + α32e2 =

=

(
0 0
0 1

)
+ 0

(
1 0
0 0

)
+ α32

(
−1/2 1

1 0

)
=

α32 = −(e3, e2)

(e2, e2)
= −

((
0 0
0 1

)
,

(
−1/2 1

1 0

))
((
−1/2 1

1 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)) = −

(
0 0 1

) 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 −1/2
1
0


(
−1

2
1 0

) 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 −1/2
1
0

 =

358



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

}
e3 =

(
0 0
0 1

)
+ α31e1 + α32e2 =

=

(
0 0
0 1

)
+ 0

(
1 0
0 0

)
+ α32

(
−1/2 1

1 0

)
=

α32 = −(e3, e2)

(e2, e2)
= −

((
0 0
0 1

)
,

(
−1/2 1

1 0

))
((
−1/2 1

1 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)) = −

(
0 0 1

) 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 −1/2
1
0


(
−1

2
1 0

) 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 −1/2
1
0

 =

= −2

4
= −1

2
.

359



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

}
e3 =

(
0 0
0 1

)
+ α31e1 + α32e2 =

=

(
0 0
0 1

)
+ 0

(
1 0
0 0

)
− 1

2

(
−1/2 1

1 0

)
=

α32 = −(e3, e2)

(e2, e2)
= −

((
0 0
0 1

)
,

(
−1/2 1

1 0

))
((
−1/2 1

1 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)) = −

(
0 0 1

) 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 −1/2
1
0


(
−1

2
1 0

) 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 −1/2
1
0

 =

= −2

4
= −1

2
.

360



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

}
e3 =

(
0 0
0 1

)
+ α31e1 + α32e2 =

=

(
0 0
0 1

)
+ 0

(
1 0
0 0

)
− 1

2

(
−1/2 1

1 0

)
=

(
1/4 −1/2
−1/2 1

)
.

α32 = −(e3, e2)

(e2, e2)
= −

((
0 0
0 1

)
,

(
−1/2 1

1 0

))
((
−1/2 1

1 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)) = −

(
0 0 1

) 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 −1/2
1
0


(
−1

2
1 0

) 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 −1/2
1
0

 =

= −2

4
= −1

2
.

361



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 1

)}
e3 =

(
0 0
0 1

)
+ α31e1 + α32e2 =

=

(
0 0
0 1

)
+ 0

(
1 0
0 0

)
− 1

2

(
−1/2 1

1 0

)
=

(
1/4 −1/2
−1/2 1

)
.

α32 = −(e3, e2)

(e2, e2)
= −

((
0 0
0 1

)
,

(
−1/2 1

1 0

))
((
−1/2 1

1 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)) = −

(
0 0 1

) 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 −1/2
1
0


(
−1

2
1 0

) 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 −1/2
1
0

 =

= −2

4
= −1

2
.

362



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 1

)}
Для получения ортонормированного базиса остаётся нормировать векторы:

B =

{ }
((

1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

))
=

363



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 1

)}
Для получения ортонормированного базиса остаётся нормировать векторы:

B =

{ }
((

1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

))
= (1 0 0)

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 1
0
0

 =

364



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 1

)}
Для получения ортонормированного базиса остаётся нормировать векторы:

B =

{ }
((

1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

))
= (1 0 0)

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 1
0
0

 = 4,

365



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 1

)}
Для получения ортонормированного базиса остаётся нормировать векторы:

B =

{(
1/2 0

0 0

)
,

}
((

1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

))
= (1 0 0)

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 1
0
0

 = 4,

366



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 1

)}
Для получения ортонормированного базиса остаётся нормировать векторы:

B =

{(
1/2 0

0 0

)
,

}
((
−1/2 1

1 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

))
=

367



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 1

)}
Для получения ортонормированного базиса остаётся нормировать векторы:

B =

{(
1/2 0

0 0

)
,

}
((
−1/2 1

1 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

))
= (−1/2 1 0)

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 −1/2
1
0

 =

368



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 1

)}
Для получения ортонормированного базиса остаётся нормировать векторы:

B =

{(
1/2 0

0 0

)
,

}
((
−1/2 1

1 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

))
= (−1/2 1 0)

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 −1/2
1
0

 =

= (0 4 0)

 −1/2
1
0

 =

369



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 1

)}
Для получения ортонормированного базиса остаётся нормировать векторы:

B =

{(
1/2 0

0 0

)
,

}
((
−1/2 1

1 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

))
= (−1/2 1 0)

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 −1/2
1
0

 =

= (0 4 0)

 −1/2
1
0

 = 4,

370



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 1

)}
Для получения ортонормированного базиса остаётся нормировать векторы:

B =

{(
1/2 0

0 0

)
,

(
−1/4 1/2
1/2 0

)
,

}
((
−1/2 1

1 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

))
= (−1/2 1 0)

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 −1/2
1
0

 =

= (0 4 0)

 −1/2
1
0

 = 4,

371



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 1

)}
Для получения ортонормированного базиса остаётся нормировать векторы:

B =

{(
1/2 0

0 0

)
,

(
−1/4 1/2
1/2 0

)
,

}
((

1/4 −1/2
−1/2 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 0

))
=

372



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 1

)}
Для получения ортонормированного базиса остаётся нормировать векторы:

B =

{(
1/2 0

0 0

)
,

(
−1/4 1/2
1/2 0

)
,

}
((

1/4 −1/2
−1/2 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 0

))
= (1/4 − 1/2 1)

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 1/4
−1/2

1

 =

373



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 1

)}
Для получения ортонормированного базиса остаётся нормировать векторы:

B =

{(
1/2 0

0 0

)
,

(
−1/4 1/2
1/2 0

)
,

}
((

1/4 −1/2
−1/2 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 0

))
= (1/4 − 1/2 1)

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 1/4
−1/2

1

 =

= (0 0 3)

 1/4
−1/2

1

 =

374



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 1

)}
Для получения ортонормированного базиса остаётся нормировать векторы:

B =

{(
1/2 0

0 0

)
,

(
−1/4 1/2
1/2 0

)
,

}
((

1/4 −1/2
−1/2 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 0

))
= (1/4 − 1/2 1)

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 1/4
−1/2

1

 =

= (0 0 3)

 1/4
−1/2

1

 = 3.

375



Задача 4. Найдите ортонормированный базис евклилова пространства симметричных
матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением

(X, Y ) = (2 1)XY

(
2
1

)
+ (0 1)X

(
0 0
0 3

)
Y

(
0
1

)
.

Ответ. Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, ΓБ =

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

,

Ортогональный базис: B = {e1, e2, e3} =

{(
1 0
0 0

)
,

(
−1/2 1

1 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 1

)}
Для получения ортонормированного базиса остаётся нормировать векторы:

B =

{(
1/2 0

0 0

)
,

(
−1/4 1/2
1/2 0

)
,

1

4
√

3

(
1 −2
−2 4

)}
((

1/4 −1/2
−1/2 0

)
,

(
1/4 −1/2
−1/2 0

))
= (1/4 − 1/2 1)

 4 2 0
2 5 2
0 2 4

 1/4
−1/2

1

 =

= (0 0 3)

 1/4
−1/2

1

 = 3.

376



Решение задачи 5.
Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.

377



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Выберем естественный базис: Б = {x0, x, x2}.

378



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 ?


379



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 ?
 (

x0;x0
)

=

380



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 ?
 (

x0;x0
)

=

∞∫
0

e−x x0 x0 dx =

381



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 ?
 (

x0;x0
)

=

∞∫
0

e−x x0 x0 dx = 1

382



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1
 (

x0;x0
)

=

∞∫
0

e−x x0 x0 dx = 1

383



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 ?
?



384



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 ?
?

 (
x0;x

)
=

∞∫
0

e−x x0 x dx =

385



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 ?
?

 (
x0;x

)
=

∞∫
0

e−x x0 x dx = 1

386



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 1
1

 (
x0;x

)
=

∞∫
0

e−x x0 x dx = 1

387



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 1 ?
1
?



388



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 1 ?
1
?

 (
x0;x2

)
=

∞∫
0

e−x x0 x2 dx =

389



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 1 ?
1
?

 (
x0;x2

)
=

∞∫
0

e−x x0 x2 dx = 2

390



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 1 2
1
2

 (
x0;x2

)
=

∞∫
0

e−x x0 x2 dx = 2

391



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 1 2
1 ?
2



392



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 1 2
1 ?
2

 (
x;x
)

=

∞∫
0

e−x · x · x dx =

393



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 1 2
1 ?
2

 (
x;x
)

=

∞∫
0

e−x · x · x dx = 2

394



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 1 2
1 2
2

 (
x;x
)

=

∞∫
0

e−x · x · x dx = 2

395



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 1 2
1 2 ?
2 ?



396



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 1 2
1 2 ?
2 ?

 (
x;x2

)
=

∞∫
0

e−x · x · x2 dx =

397



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 1 2
1 2 ?
2 ?

 (
x;x2

)
=

∞∫
0

e−x · x · x2 dx = 6

398



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6

 (
x;x2

)
=

∞∫
0

e−x · x · x2 dx = 6

399



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 ?



400



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 ?

 (
x2;x2

)
=

∞∫
0

e−x · x2 · x2 dx =

401



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 ?

 (
x2;x2

)
=

∞∫
0

e−x · x2 · x2 dx = 24

402



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б = {x0, x, x2}.

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 (
x2;x2

)
=

∞∫
0

e−x · x2 · x2 dx = 24

403



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− (x; x0)

(x0; x0)
e′1

404



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− (x; x0)

(x0; x0)
e′1,

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x; x0)

(x0; x0)
=

[x]tБ ΓБ [x0]Б
[x0]tБ ΓБ [x0]Б

=

405



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− (x; x0)

(x0; x0)
e′1,

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x; x0)

(x0; x0)
=

[x]tБ ΓБ [x0]Б
[x0]tБ ΓБ [x0]Б

=

[x]tБ ΓБ [x0]Б =
(

0 1 0
) 1 1 2

1 2 6
2 6 24

 1
0
0

 =

406



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− (x; x0)

(x0; x0)
e′1,

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x; x0)

(x0; x0)
=

[x]tБ ΓБ [x0]Б
[x0]tБ ΓБ [x0]Б

=

[x]tБ ΓБ [x0]Б =
(

0 1 0
) 1 1 2

1 2 6
2 6 24

 1
0
0

 = 1

407



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− (x; x0)

(x0; x0)
e′1,

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x; x0)

(x0; x0)
=

1

[x0]tБ ΓБ [x0]Б
=

408



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− (x; x0)

(x0; x0)
e′1,

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x; x0)

(x0; x0)
=

1

[x0]tБ ΓБ [x0]Б
=

[x0]
t

Б ΓБ [x0]Б =
(

1 0 0
) 1 1 2

1 2 6
2 6 24

 1
0
0

 =

409



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− (x; x0)

(x0; x0)
e′1,

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x; x0)

(x0; x0)
=

1

[x0]tБ ΓБ [x0]Б
=

[x0]
t

Б ΓБ [x0]Б =
(

1 0 0
) 1 1 2

1 2 6
2 6 24

 1
0
0

 = 1

410



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− (x; x0)

(x0; x0)
e′1,

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x; x0)

(x0; x0)
=

1

1
=

[x0]
t

Б ΓБ [x0]Б =
(

1 0 0
) 1 1 2

1 2 6
2 6 24

 1
0
0

 =

411



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− (x; x0)

(x0; x0)
e′1,

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x; x0)

(x0; x0)
=

1

1
= 1.

412



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} = {x0, x− e′1,
Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x; x0)

(x0; x0)
=

1

1
= 1.

413



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} = {x0, x− 1,

414



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − (x2, x0)

(x0, x0)
e′1 −

(x2, e′2)

(e′2, e
′
2)
e′2

}

415



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − (x2, x0)

(x0, x0)
e′1 −

(x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}

416



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − (x2, x0)

(x0, x0)
e′1 −

(x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x2; x0)

(x0; x0)
=

[x2]
t

Б ΓБ [x0]Б
[x0]tБ ΓБ [x0]Б

417



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − (x2, x0)

(x0, x0)
e′1 −

(x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x2; x0)

(x0; x0)
=

[x2]
t

Б ΓБ [x0]Б
[x0]tБ ΓБ [x0]Б

[x2]
t

Б ΓБ [x0]Б =

418



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − (x2, x0)

(x0, x0)
e′1 −

(x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x2; x0)

(x0; x0)
=

[x2]
t

Б ΓБ [x0]Б
[x0]tБ ΓБ [x0]Б

[x2]
t

Б ΓБ [x0]Б =
(

0 0 1
) 1 1 2

1 2 6
2 6 24

 1
0
0

 =

419



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − (x2, x0)

(x0, x0)
e′1 −

(x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x2; x0)

(x0; x0)
=

[x2]
t

Б ΓБ [x0]Б
[x0]tБ ΓБ [x0]Б

[x2]
t

Б ΓБ [x0]Б =
(

0 0 1
) 1 1 2

1 2 6
2 6 24

 1
0
0

 = 2.

420



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − (x2, x0)

(x0, x0)
e′1 −

(x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x2; x0)

(x0; x0)
=

2

[x0]tБ ΓБ [x0]Б

[x2]
t

Б ΓБ [x0]Б =
(

0 0 1
) 1 1 2

1 2 6
2 6 24

 1
0
0

 = 2.

421



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − (x2, x0)

(x0, x0)
e′1 −

(x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x2; x0)

(x0; x0)
=

2

[x0]tБ ΓБ [x0]Б

[x0]
t

Б ΓБ [x0]Б =
(

1 0 0
) 1 1 2

1 2 6
2 6 24

 1
0
0

 =

422



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − (x2, x0)

(x0, x0)
e′1 −

(x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x2; x0)

(x0; x0)
=

2

[x0]tБ ΓБ [x0]Б

[x0]
t

Б ΓБ [x0]Б =
(

1 0 0
) 1 1 2

1 2 6
2 6 24

 1
0
0

 = 1.

423



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − (x2, x0)

(x0, x0)
e′1 −

(x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x2; x0)

(x0; x0)
=

2

1

[x0]
t

Б ΓБ [x0]Б =
(

1 0 0
) 1 1 2

1 2 6
2 6 24

 1
0
0

 = 1.

424



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − 2e′1 −

(x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x2; x0)

(x0; x0)
=

2

1

425



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − 2− (x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
(x2; x0)

(x0; x0)
=

2

1

426



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − 2− (x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем

(x2; x− 1)

(x− 1; x− 1)
=

427



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − 2− (x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем

(x2; x− 1)

(x− 1; x− 1)
=

[x2]
t

Б ΓБ [x− 1]Б =

428



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − 2− (x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем

(x2; x− 1)

(x− 1; x− 1)
=

[x2]
t

Б ΓБ [x− 1]Б =
(

0 0 1
) 1 1 2

1 2 6
2 6 24

 −1
1
0

 =

429



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − 2− (x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем

(x2; x− 1)

(x− 1; x− 1)
=

[x2]
t

Б ΓБ [x− 1]Б =
(

0 0 1
) 1 1 2

1 2 6
2 6 24

 −1
1
0

 = 4

430



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − 2− (x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем

4

(x− 1; x− 1)
=

[x2]
t

Б ΓБ [x− 1]Б =
(

0 0 1
) 1 1 2

1 2 6
2 6 24

 −1
1
0

 = 4

431



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − 2− (x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем

4

(x− 1; x− 1)
=

[x− 1]tБ ΓБ [x− 1]Б =

432



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − 2− (x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем

4

(x− 1; x− 1)
=

[x− 1]tБ ΓБ [x− 1]Б =
(
−1 1 0

) 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 −1
1
0

 =

433



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − 2− (x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем

4

(x− 1; x− 1)
=

[x− 1]tБ ΓБ [x− 1]Б =
(
−1 1 0

) 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 −1
1
0

 = 1

434



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x0, x− 1, x2 − 2− (x2, x− 1)

(x− 1, x− 1)
(x− 1)

}
.

Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
4

1
=

[x− 1]tБ ΓБ [x− 1]Б =
(
−1 1 0

) 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 −1
1
0

 = 1

435



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} = {x0, x− 1, x2 − 2− 4(x− 1)}.
Согласно формуле вычисления скалярного произведения с помощью матрицы Грама
получаем
4

1
= 4

[x− 1]tБ ΓБ [x− 1]Б =
(
−1 1 0

) 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 −1
1
0

 = 1

436



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} = {x0, x− 1, x2 − 4x+ 2}.

437



Задача 5. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Найдите ортонормирован-

ный базис.
Ответ. Матрица Грама в базисе Б = {x0, x, x2} имеет вид:

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 .

ОБ: {e′1, e′2; e′3} = {x0, x− 1, x2 − 4x+ 2}.

ОНБ: {e′′1, e′′2; e′′3} =

{
x0, x− 1,

x2

2
− 2x+ 1

}
.

438



Решение задачи 6.
Задача 6. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y ска-

лярное произведение задано формулой:
(
f(x, y); g(x, y)

)
=
∫∫
G

f(x, y) g(x, y) dx dy, где G — черт-

верть круга
{
x ≥ 0, y ≥ 0,
x2 + y2 ≤ 1.

Найдите ортонормированный базис.
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Задача 6. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y скаляр-
ное произведение задано формулой:

(
f(x, y); g(x, y)

)
=
∫∫
G

f(x, y) g(x, y) dx dy, где G — чертверть

круга
{
x ≥ 0, y ≥ 0,
x2 + y2 ≤ 1.

Найдите ортонормированный базис.

Ответ. Γ =


π

32

1

24

π

96
1

24

π

96

1

24
π

96

1

24

π

32

.
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Задача 6. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y ска-
лярное произведение задано формулой:

(
f(x, y); g(x, y)

)
=
∫∫
G

f(x, y) g(x, y) dx dy, где G — черт-

верть круга
{
x ≥ 0, y ≥ 0,
x2 + y2 ≤ 1.

Найдите ортонормированный базис.

Ответ. Γ =


π

32

1

24

π

96
1

24

π

96

1

24
π

96

1

24

π

32

.

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x2, xy − 4

3π
x2, y2 − 1

3
x2 − 8π

3π2 − 16

(
xy − 4

3π
x2
)}

=

=

{
x2, xy − 4

3π
x2,

16− π2

3π2 − 16
x2 − 8π

3π2 − 16
xy + y2

}
.
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Задача 6. Пусть в евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y ска-
лярное произведение задано формулой:

(
f(x, y); g(x, y)

)
=
∫∫
G

f(x, y) g(x, y) dx dy, где G — черт-

верть круга
{
x ≥ 0, y ≥ 0,
x2 + y2 ≤ 1.

Найдите ортонормированный базис.

Ответ. Γ =


π

32

1

24

π

96
1

24

π

96

1

24
π

96

1

24

π

32

.

ОБ: {e′1, e′2; e′3} =

{
x2, xy − 4

3π
x2,

16− π2

3π2 − 16
x2 − 8π

3π2 − 16
xy + y2

}
.

ОНБ: {e′′1, e′′2; e′′3} =

{
4
√

2√
π
x2,

12
√

2π√
3π2 − 16

(
xy − 4

3π
x2
)
,

2
√

3 (3π2 − 16)√
π (π2 − 8)

(
16− π2

3π2 − 16
x2 − 8π

3π2 − 16
xy + y2

)}
.
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Решение задачи 7.
Задача 7. Если X — подпространство евклидова пространства Y , то X⊥ = . . .
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Задача 7. Если X — подпространство евклидова пространства Y , то X⊥ = . . .

Ответ. X⊥ =

{
y

}
.
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Задача 7. Если X — подпространство евклидова пространства Y , то X⊥ = . . .

Ответ. X⊥ =

{
y x ∈ X ⇒ (x, y) = 0

}
.
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Решение задачи 8.
Задача 8. Если P = 〈u,v,w, z〉 — подпространство евклидова пространства S, то P⊥ = . . .
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Задача 8. Если P = 〈u,v,w, z〉 — подпространство евклидова пространства S, то P⊥ = . . .

Ответ. P⊥ =

447



Задача 8. Если P = 〈u,v,w, z〉 — подпространство евклидова пространства S, то P⊥ = . . .

Ответ. P⊥ =

{
s

}
=

448



Задача 8. Если P = 〈u,v,w, z〉 — подпространство евклидова пространства S, то P⊥ = . . .

Ответ. P⊥ =

{
s p ∈ P ⇒ (p, s) = 0

}
=

449



Задача 8. Если P = 〈u,v,w, z〉 — подпространство евклидова пространства S, то P⊥ = . . .

Ответ. P⊥ =

{
s p ∈ P ⇒ (p, s) = 0

}
=

=

{
s (p, αu + βv + γw + δz) = 0

}
=
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Задача 8. Если P = 〈u,v,w, z〉 — подпространство евклидова пространства S, то P⊥ = . . .

Ответ. P⊥ =

{
s p ∈ P ⇒ (p, s) = 0

}
=

=

{
s (p, αu + βv + γw + δz) = 0

}
=


s


(p,u) = 0,
(p,v) = 0,
(p,w) = 0,
(p, z) = 0


=
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Задача 8. Если P = 〈u,v,w, z〉 — подпространство евклидова пространства S, то P⊥ = . . .

Ответ. P⊥ =

{
s p ∈ P ⇒ (p, s) = 0

}
=

=

{
s (p, αu + βv + γw + δz) = 0

}
=


s


(p,u) = 0,
(p,v) = 0,
(p,w) = 0,
(p, z) = 0


= {u,v,w, z}⊥ .
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Решение задачи 9.
Задача 9. Если L — евклидово пространство и M ⊆ L, то M⊥ = . . .
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Задача 9. Если L — евклидово пространство и M ⊆ L, то M⊥ = . . .

Ответ. M⊥ =

454



Задача 9. Если L — евклидово пространство и M ⊆ L, то M⊥ = . . .

Ответ. M⊥ =

{
v

}
=

455



Задача 9. Если L — евклидово пространство и M ⊆ L, то M⊥ = . . .

Ответ. M⊥ =

{
v m ∈M ⇒ (v,m) = 0

}
=

456



Задача 9. Если L — евклидово пространство и M ⊆ L, то M⊥ = . . .

Ответ. M⊥ =

{
v m ∈M ⇒ (v,m) = 0

}
= 〈M〉⊥ .
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Решение задачи 10.
Задача 10. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X + Y )⊥ = . . .
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Задача 10. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X + Y )⊥ = . . .

Ответ. (X + Y )⊥ =

459



Задача 10. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X + Y )⊥ = . . .

Ответ. (X + Y )⊥ =

z
 =

460



Задача 10. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X + Y )⊥ = . . .

Ответ. (X + Y )⊥ =

z t ∈ X + Y ⇒ (z, t) = 0

 =

461



Задача 10. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X + Y )⊥ = . . .

Ответ. (X + Y )⊥ =

z t ∈ X + Y ⇒ (z, t) = 0

 =

z
{
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒ (z, x+ y) = 0

 =

462



Задача 10. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X + Y )⊥ = . . .

Ответ. (X + Y )⊥ =

z t ∈ X + Y ⇒ (z, t) = 0

 =

z
{
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒ (z, x+ y) = 0

 =

=

z
{
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒

{
(z;x) = 0,
(z; y) = 0

 =

463



Задача 10. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X + Y )⊥ = . . .

Ответ. (X + Y )⊥ =

z t ∈ X + Y ⇒ (z, t) = 0

 =

z
{
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒ (z, x+ y) = 0

 =

=

z
{
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒

{
(z;x) = 0,
(z; y) = 0

 =

Поскольку в формуле
{
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒ (z, x) = 0 в заключении не упоминается y, то

x ∈ X ⇒ (z;x) = 0.
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Задача 10. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X + Y )⊥ = . . .

Ответ. (X + Y )⊥ =

z t ∈ X + Y ⇒ (z, t) = 0

 =

z
{
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒ (z, x+ y) = 0

 =

=

z
{
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒

{
(z;x) = 0,
(z; y) = 0

 =

Поскольку в формуле
{
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒ (z, x) = 0 в заключении не упоминается y, то

x ∈ X ⇒ (z;x) = 0.

Аналогично
{
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒ (z, y) = 0 влечет, что y ∈ X ⇒ (z; y) = 0.
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Задача 10. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X + Y )⊥ = . . .

Ответ. (X + Y )⊥ =

z t ∈ X + Y ⇒ (z, t) = 0

 =

z
{
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒ (z, x+ y) = 0

 =

=

z
{
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒

{
(z;x) = 0,
(z; y) = 0

 =

z
{
x ∈ X ⇒ (z;x) = 0,
y ∈ Y ⇒ (z; y) = 0

 =

Поскольку в формуле
{
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒ (z, x) = 0 в заключении не упоминается y, то

x ∈ X ⇒ (z;x) = 0.

Аналогично
{
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒ (z, y) = 0 влечет, что y ∈ X ⇒ (z; y) = 0.
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Задача 10. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X + Y )⊥ = . . .

Ответ. (X + Y )⊥ =

z t ∈ X + Y ⇒ (z, t) = 0

 =

z
{
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒ (z, x+ y) = 0

 =

=

z
{
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒

{
(z;x) = 0,
(z; y) = 0

 =

z
{
x ∈ X ⇒ (z;x) = 0,
y ∈ Y ⇒ (z; y) = 0

 = X⊥ ∩ Y ⊥.
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Решение задачи 11.
Задача 11. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X ∩ Y )⊥ = . . .
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Задача 11. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X ∩ Y )⊥ = . . .

Ответ. (X ∩ Y )⊥ =
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Задача 11. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X ∩ Y )⊥ = . . .

Ответ. (X ∩ Y )⊥ =

z
 =

470



Задача 11. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X ∩ Y )⊥ = . . .

Ответ. (X ∩ Y )⊥ =

z t ∈ X ∩ Y ⇒ (z, t) = 0

 =

471



Задача 11. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X ∩ Y )⊥ = . . .

Ответ. (X ∩ Y )⊥ =

z t ∈ X ∩ Y ⇒ (z, t) = 0

 =

z
{
x ∈ X,
x ∈ Y ⇒ (z, x) = 0

 =

472



Задача 11. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X ∩ Y )⊥ = . . .

Ответ. (X ∩ Y )⊥ =

z t ∈ X ∩ Y ⇒ (z, t) = 0

 =

z
{
x ∈ X,
x ∈ Y ⇒ (z, x) = 0

 =

Можно показать, что если α, β, γ — высказывания, то формула{
α,
β
⇒ γ равносильна

[
α ⇒ γ,
β ⇒ γ.
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Задача 11. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X ∩ Y )⊥ = . . .

Ответ. (X ∩ Y )⊥ =

z t ∈ X ∩ Y ⇒ (z, t) = 0

 =

z
{
x ∈ X,
x ∈ Y ⇒ (z, x) = 0

 =

=

z
[
x ∈ X ⇒ (z;x) = 0,
x ∈ Y ⇒ (z;x) = 0

 =

Можно показать, что если α, β, γ — высказывания, то формула{
α,
β
⇒ γ равносильна

[
α ⇒ γ,
β ⇒ γ.
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Задача 11. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X ∩ Y )⊥ = . . .

Ответ. (X ∩ Y )⊥ =

z t ∈ X ∩ Y ⇒ (z, t) = 0

 =

z
{
x ∈ X,
x ∈ Y ⇒ (z, x) = 0

 =

=

z
[
x ∈ X ⇒ (z;x) = 0,
x ∈ Y ⇒ (z;x) = 0

 = X⊥ + Y ⊥.

Можно показать, что если α, β, γ — высказывания, то формула{
α,
β
⇒ γ равносильна

[
α ⇒ γ,
β ⇒ γ.
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Решение задачи 12.
Задача 12. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X ∪ Y )⊥ = . . .
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Задача 12. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X ∪ Y )⊥ = . . .

Ответ. (X ∪ Y )⊥ =
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Задача 12. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X ∪ Y )⊥ = . . .

Ответ. (X ∪ Y )⊥ =

z
 =

478



Задача 12. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X ∪ Y )⊥ = . . .

Ответ. (X ∪ Y )⊥ =

z t ∈ X ∪ Y ⇒ (z, t) = 0

 =

479



Задача 12. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X ∪ Y )⊥ = . . .

Ответ. (X ∪ Y )⊥ =

z t ∈ X ∪ Y ⇒ (z, t) = 0

 =

z
[
x ∈ X,
x ∈ Y ⇒ (z, x) = 0

 =

480



Задача 12. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X ∪ Y )⊥ = . . .

Ответ. (X ∪ Y )⊥ =

z t ∈ X ∪ Y ⇒ (z, t) = 0

 =

z
[
x ∈ X,
x ∈ Y ⇒ (z, x) = 0

 =

=

z
[
x ∈ X ⇒ (z;x) = 0,
x ∈ Y ⇒ (z;x) = 0

 =

481



Задача 12. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X ∪ Y )⊥ = . . .

Ответ. (X ∪ Y )⊥ =

z t ∈ X ∪ Y ⇒ (z, t) = 0

 =

z
[
x ∈ X,
x ∈ Y ⇒ (z, x) = 0

 =

=

z
[
x ∈ X ⇒ (z;x) = 0,
x ∈ Y ⇒ (z;x) = 0

 =

z
[
x ∈ X ⇒ (z;x) = 0,
y ∈ Y ⇒ (z; y) = 0

 =

482



Задача 12. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X ∪ Y )⊥ = . . .

Ответ. (X ∪ Y )⊥ =

z t ∈ X ∪ Y ⇒ (z, t) = 0

 =

z
[
x ∈ X,
x ∈ Y ⇒ (z, x) = 0

 =

=

z
[
x ∈ X ⇒ (z;x) = 0,
x ∈ Y ⇒ (z;x) = 0

 =

z
[
x ∈ X ⇒ (z;x) = 0,
y ∈ Y ⇒ (z; y) = 0

 =

=

z
[
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒ (z;x+ y) = 0

 =

483



Задача 12. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X ∪ Y )⊥ = . . .

Ответ. (X ∪ Y )⊥ =

z t ∈ X ∪ Y ⇒ (z, t) = 0

 =

z
[
x ∈ X,
x ∈ Y ⇒ (z, x) = 0

 =

=

z
[
x ∈ X ⇒ (z;x) = 0,
x ∈ Y ⇒ (z;x) = 0

 =

z
[
x ∈ X ⇒ (z;x) = 0,
y ∈ Y ⇒ (z; y) = 0

 =

=

z
[
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒ (z;x+ y) = 0

 = (X + Y )⊥ =
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Задача 12. Пусть X ≤ U , Y ≤ U , где U —евклидово пространство. Тогда (X ∪ Y )⊥ = . . .

Ответ. (X ∪ Y )⊥ =

z t ∈ X ∪ Y ⇒ (z, t) = 0

 =

z
[
x ∈ X,
x ∈ Y ⇒ (z, x) = 0

 =

=

z
[
x ∈ X ⇒ (z;x) = 0,
x ∈ Y ⇒ (z;x) = 0

 =

z
[
x ∈ X ⇒ (z;x) = 0,
y ∈ Y ⇒ (z; y) = 0

 =

=

z
[
x ∈ X,
y ∈ Y ⇒ (z;x+ y) = 0

 = (X + Y )⊥ = X⊥ ∩ Y ⊥.
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Решение задачи 13.
Задача 13. Если L — евклидово пространство и M ⊆ L, то

(
M⊥)⊥ = . . .
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Задача 13. Если L — евклидово пространство и M ⊆ L, то
(
M⊥)⊥ = . . .

Ответ.
(
M⊥)⊥ =

487



Задача 13. Если L — евклидово пространство и M ⊆ L, то
(
M⊥)⊥ = . . .

Ответ.
(
M⊥)⊥ =

{
u

}
=

488



Задача 13. Если L — евклидово пространство и M ⊆ L, то
(
M⊥)⊥ = . . .

Ответ.
(
M⊥)⊥ =

{
u x ∈M⊥ ⇒ (u, x) = 0

}
=

489



Задача 13. Если L — евклидово пространство и M ⊆ L, то
(
M⊥)⊥ = . . .

Ответ.
(
M⊥)⊥ =

{
u x ∈M⊥ ⇒ (u, x) = 0

}
=

=

{
u (v ∈M ⇒ (x, v) = 0) ⇒ (u, x) = 0

}
=

490



Задача 13. Если L — евклидово пространство и M ⊆ L, то
(
M⊥)⊥ = . . .

Ответ.
(
M⊥)⊥ =

{
u x ∈M⊥ ⇒ (u, x) = 0

}
=

=

{
u (v ∈M ⇒ (x, v) = 0) ⇒ (u, x) = 0

}
=

=

{
u ∃v1 ∈M . . . ∃vk ∈M ∃λ1 ∈ R . . . ∃λk ∈ R u = λ1v1 + . . .+ λkvk

}
=

491



Задача 13. Если L — евклидово пространство и M ⊆ L, то
(
M⊥)⊥ = . . .

Ответ.
(
M⊥)⊥ =

{
u x ∈M⊥ ⇒ (u, x) = 0

}
=

=

{
u (v ∈M ⇒ (x, v) = 0) ⇒ (u, x) = 0

}
=

=

{
u ∃v1 ∈M . . . ∃vk ∈M ∃λ1 ∈ R . . . ∃λk ∈ R u = λ1v1 + . . .+ λkvk

}
= 〈M〉 .
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Решение задачи 14.
Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм

ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Применим стратегию составления уравнений.
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Применим стратегию составления уравнений.
Что надо найти?
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Применим стратегию составления уравнений.
Что надо найти? Ортогональное дополнение.
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Применим стратегию составления уравнений.
Что надо найти? Ортогональное дополнение.
В каком виде представим ответ?
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Применим стратегию составления уравнений.
Что надо найти? Ортогональное дополнение.
В каком виде представим ответ? По теореме об ортогональном дополнении мы ищем
подпространство.
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Применим стратегию составления уравнений.
Что надо найти? Ортогональное дополнение.
В каком виде представим ответ? По теореме об ортогональном дополнении мы ищем
подпространство.
Стандартными способами задания подпространства являются:
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Применим стратегию составления уравнений.
Что надо найти? Ортогональное дополнение.
В каком виде представим ответ? По теореме об ортогональном дополнении мы ищем
подпространство.
Стандартными способами задания подпространства являются:
1) системой уравнений (утверждение о координатах вектора из подпространства);
2) в виде линейной оболочки базиса.
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Применим стратегию составления уравнений.
Что надо найти? Ортогональное дополнение.
В каком виде представим ответ? По теореме об ортогональном дополнении мы ищем
подпространство.
Стандартными способами задания подпространства являются:
1) системой уравнений (утверждение о координатах вектора из подпространства);
2) в виде линейной оболочки базиса.
Введем переменные.
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Применим стратегию составления уравнений.
Что надо найти? Ортогональное дополнение.
В каком виде представим ответ? По теореме об ортогональном дополнении мы ищем
подпространство.
Стандартными способами задания подпространства являются:
1) системой уравнений (утверждение о координатах вектора из подпространства);
2) в виде линейной оболочки базиса.
Введем переменные. Обозначим буквами координаты вектора из Q⊥ ∩ P :
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Применим стратегию составления уравнений.
Что надо найти? Ортогональное дополнение.
В каком виде представим ответ? По теореме об ортогональном дополнении мы ищем
подпространство.
Стандартными способами задания подпространства являются:
1) системой уравнений (утверждение о координатах вектора из подпространства);
2) в виде линейной оболочки базиса.
Введем переменные. Обозначим буквами координаты вектора из Q⊥ ∩ P :
v = αx2 + βxy + γyx+ δy2.
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.
Составим уравнение. Значения какой величины вычислим двумя способами?
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.
Составим уравнение. Значения какой величины вычислим двумя способами?
Координаты вектора v удовлетворяют системе уравнений, определяющих P , и системе уравне-
ний, определяющих Q⊥.
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.
Составим уравнение. Значения какой величины вычислим двумя способами?
Координаты вектора v удовлетворяют системе уравнений, определяющих P , и системе уравне-
ний, определяющих Q⊥.
v ∈ Q⊥, значит, по теореме о вычислении скалярного произведения, с использованием
умножения матриц на макроуровне получаем систему уравнений
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.
Составим уравнение. Значения какой величины вычислим двумя способами?
Координаты вектора v удовлетворяют системе уравнений, определяющих P , и системе уравне-
ний, определяющих Q⊥.
v ∈ Q⊥, значит, по теореме о вычислении скалярного произведения, с использованием
умножения матриц на макроуровне получаем систему уравнений

(
[p1]A [p2]A

)t
ΓA


α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.
v ∈ Q⊥, значит,

(
[p1]A [p2]A

)t
ΓA


α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,

(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2




α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.
v ∈ Q⊥, значит,(

2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2




α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,

(
2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.
v ∈ Q⊥, значит,

2 −1 1 −1
1 0 1 −1
2 3 1 2
4 −1 3 −3
3 3 2 1




1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2




α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,

(
2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


• •
2 0
0 2
• •

( C
D

)
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.
v ∈ Q⊥, значит,

2 −1 1 −1
1 0 1 −1
2 3 1 2
4 −1 3 −3
3 3 2 1




1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2




α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,

(
2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


• •
2 0
0 2
• •

( C
D

)
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.
v ∈ Q⊥, значит,

2 −1 1 −1
1 0 1 −1
2 3 1 2
4 −1 3 −3
3 3 2 1




1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2




α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,

(
2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 •
2 0
0 2
−1 •

( C
D

)
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.
v ∈ Q⊥, значит,

2 −1 1 −1
1 0 1 −1
2 3 1 2
4 −1 3 −3
3 3 2 1




1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2




α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,

(
2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =
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2 0
0 2
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)
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.
v ∈ Q⊥, значит,

2 −1 1 −1
1 0 1 −1
2 3 1 2
4 −1 3 −3
3 3 2 1




1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2




α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,

(
2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P :
(мы ввели переменные x, y, z, t — коэффициенты искомого уравнения)
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P :

2 −1 1 −1
1 0 1 −1
2 3 1 2
4 −1 3 −3
3 3 2 1




x
y
z
t

 =


0
0
0
0
0
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P :

2 −1 1 −1
1 0 1 −1
2 3 1 2
4 −1 3 −3
3 3 2 1




x
y
z
t

 =


0
0
0
0
0

 →
 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P : 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0

 →


x
y
z
t

 = E


•
•
•
−4

 .
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ. Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P : 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0

 →


x
y
z
t

 = E


3
3
−7
−4

 .
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Задача 14.
Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P : 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0

 →


x
y
z
t

 = E


3
3
−7
−4

 .

Q⊥ ∩ P =


 =
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Задача 14.
Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P : 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0

 →


x
y
z
t

 = E


3
3
−7
−4

 .

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 =
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Задача 14.
Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P : 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0

 →


x
y
z
t

 = E


3
3
−7
−4

 .

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2


 =

522



Задача 14.
Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P : 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0

 →


x
y
z
t

 = E


3
3
−7
−4

 .

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,

 =
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Задача 14.
Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P : 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0

 →


x
y
z
t

 = E


3
3
−7
−4

 .

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,

 =
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Задача 14.
Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P : 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0

 →


x
y
z
t

 = E


3
3
−7
−4

 .

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,

 =
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Задача 14.
Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P : 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0

 →


x
y
z
t

 = E


3
3
−7
−4

 .

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,

 =

526



Задача 14.
Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P : 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0

 →


x
y
z
t

 = E


3
3
−7
−4

 .

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

527



Задача 14.
Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P : 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0

 →


x
y
z
t

 = E


3
3
−7
−4

 .

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

 2 −4 6 0
0 1 −3 2
3 3 −7 −4

 ∼

528



Задача 14.
Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P : 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0

 →


x
y
z
t

 = E


3
3
−7
−4

 .

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

 2 −4 6 0
0 1 −3 2
3 3 −7 −4

 ∼
 2 −4 6 0

0 1 −3 2
0 18 −32 −8

 ∼
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Задача 14.
Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P : 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0

 →


x
y
z
t

 = E


3
3
−7
−4

 .

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

 2 −4 6 0
0 1 −3 2
3 3 −7 −4

 ∼
 2 −4 6 0

0 1 −3 2
0 18 −32 −8

 ∼
 2 −4 6 0

0 1 −3 2
0 0 22 −44

 ∼

530



Задача 14.
Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов
из P : 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0

 →


x
y
z
t

 = E


3
3
−7
−4

 .

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

 2 −4 6 0
0 1 −3 2
3 3 −7 −4

 ∼
 2 −4 6 0

0 1 −3 2
0 18 −32 −8

 ∼
 2 −4 6 0

0 1 −3 2
0 0 22 −44

 ∼
 1 −2 0 6

0 1 0 −4
0 0 1 −2

 ∼

531



Задача 14.
Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P : 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0

 →


x
y
z
t

 = E


3
3
−7
−4

 .

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

 2 −4 6 0
0 1 −3 2
3 3 −7 1

 ∼ . . . ∼

 1 −2 0 6
0 1 0 −4
0 0 1 −2

 ∼
 1 0 0 −2

0 1 0 −4
0 0 1 −2
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Задача 14.
Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P : 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0

 →


x
y
z
t

 = E


3
3
−7
−4

 .

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

 1 0 0 −2
0 1 0 −4
0 0 1 −2

 →


α
β
γ
δ

 = F


•
•
•
1

 =
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Задача 14.
Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P : 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0

 →


x
y
z
t

 = E


3
3
−7
−4

 .

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

 1 0 0 −2
0 1 0 −4
0 0 1 −2

 →


α
β
γ
δ

 = F


2
4
2
1

 .
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Задача 14.
Пусть v = αx2 + βxy + γyx+ δy2 ∈ Q⊥ ∩ P.

v ∈ Q⊥, значит,
(

2 −4 6 0
0 1 −3 2

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
→


α
β
γ
δ

 =


4 −6
2 0
0 2
−1 3

( C
D

)
v ∈ Q, значит, уравнению xα + yβ + zγ + tδ = 0 удовлетворяют координаты всех векторов из P : 4 0 0 3

0 4 0 3
0 0 4 −7




x
y
z
t

 =

 0
0
0

 →


x
y
z
t

 = E


3
3
−7
−4

 .

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
 1 0 0 −2

0 1 0 −4
0 0 1 −2

 →


α
β
γ
δ

 = F


2
4
2
1

 .
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ.

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
.

Проверим, верно ли, что 2x2 + 4xy + 2yx+ y2 ∈ Q⊥:
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ.

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
.

Проверим, верно ли, что 2x2 + 4xy + 2yx+ y2 ∈ Q⊥:(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2




2
4
2
1

 =

537



Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ.

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
.

Проверим, верно ли, что 2x2 + 4xy + 2yx+ y2 ∈ Q⊥:(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2




2
4
2
1


︸ ︷︷ ︸

=

538



Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ.

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
.

Проверим, верно ли, что 2x2 + 4xy + 2yx+ y2 ∈ Q⊥:(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2




2
4
2
1


︸ ︷︷ ︸

=

(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
 =

539



Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ.

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
.

Проверим, верно ли, что 2x2 + 4xy + 2yx+ y2 ∈ Q⊥:(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2




2
4
2
1


︸ ︷︷ ︸

=

(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1
 =

540



Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ.

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
.

Проверим, верно ли, что 2x2 + 4xy + 2yx+ y2 ∈ Q⊥:(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2




2
4
2
1


︸ ︷︷ ︸

=

(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1
1

 =

541



Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ.

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
.

Проверим, верно ли, что 2x2 + 4xy + 2yx+ y2 ∈ Q⊥:(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2




2
4
2
1


︸ ︷︷ ︸

=

(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1
1
1

 =

542



Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ.

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
.

Проверим, верно ли, что 2x2 + 4xy + 2yx+ y2 ∈ Q⊥:(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2




2
4
2
1


︸ ︷︷ ︸

=

(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1
1
1
2

 =

543



Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ.

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
.

Проверим, верно ли, что 2x2 + 4xy + 2yx+ y2 ∈ Q⊥:(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2




2
4
2
1


︸ ︷︷ ︸

=

(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1
1
1
2

 =

( )
.
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ.

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
.

Проверим, верно ли, что 2x2 + 4xy + 2yx+ y2 ∈ Q⊥:(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2




2
4
2
1

 =

(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1
1
1
2

 =

(
0
)
.

545



Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ.

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
.

Проверим, верно ли, что 2x2 + 4xy + 2yx+ y2 ∈ Q⊥:(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2




2
4
2
1

 =

(
2 −1 1 −1
1 0 1 −1

)
1
1
1
2

 =

(
0
0

)
.
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ.

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
.

Проверим, верно ли, что 2x2 + 4xy + 2yx+ y2 ∈ P :
2 1 2 4 3 2
−1 0 3 −1 3 4

1 1 1 3 2 2
−1 −1 2 −3 1 1

 ∼
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ.

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
.

Проверим, верно ли, что 2x2 + 4xy + 2yx+ y2 ∈ P :
2 1 2 4 3 2
−1 0 3 −1 3 4

1 1 1 3 2 2
−1 −1 2 −3 1 1

 ∼


1 1 1 3 2 2
0 −1 −2 −1 −1 −2
0 1 4 2 5 6
0 0 3 0 3 3

 ∼

548



Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ.

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
.

Проверим, верно ли, что 2x2 + 4xy + 2yx+ y2 ∈ P :
2 1 2 4 3 2
−1 0 3 −1 3 4

1 1 1 3 2 2
−1 −1 2 −3 1 1

 ∼


1 1 1 3 2 2
0 −1 −2 −1 −1 −2
0 1 4 2 5 6
0 0 3 0 3 3

 ∼


1 1 1 3 2 2
0 1 0 2 1 2
0 0 4 0 4 4
0 0 3 0 3 3
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ.

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
.

Проверим, верно ли, что 2x2 + 4xy + 2yx+ y2 ∈ P :
2 1 2 4 3 2
−1 0 3 −1 3 4

1 1 1 3 2 2
−1 −1 2 −3 1 1

 ∼ . . . ∼


1 1 1 3 2 2
0 1 0 2 1 2
0 0 4 0 4 4
0 0 3 0 3 3

 ∼
 1 1 1 3 2 2

0 1 0 2 1 2
0 0 1 0 1 1

 .
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ.

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
.

Проверим, верно ли, что 2x2 + 4xy + 2yx+ y2 ∈ P :
2 1 2 4 3 2
−1 0 3 −1 3 4

1 1 1 3 2 2
−1 −1 2 −3 1 1

 ∼ . . . ∼

 1 1 1 3 2 2
0 1 0 2 1 2
0 0 1 0 1 1

 .
Пятый столбец является линей-
ной комбинацией первых трех.
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ.

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
.

Проверим, верно ли, что 2x2 + 4xy + 2yx+ y2 ∈ P :
2 1 2 4 3 2
−1 0 3 −1 3 4

1 1 1 3 2 2
−1 −1 2 −3 1 1

 ∼ . . . ∼

 1 1 1 3 2 2
0 1 0 2 1 2
0 0 1 0 1 1

 .
Значит, рассматриваемый вектор
является линейной комбинацией
векторов p1, p2, p3.
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Задача 14. В базисе A = {x2; xy; yx; y2} евклидова пространства квадратичных форм
ax2 + bxy + cyx+ dy2 от некоммутирующих переменных x, y матрица Грама равна

ΓA =


1 −1 1 1
−1 2 −2 −1

1 −2 3 1
1 −1 1 2

 .

Найдите в подпространстве
P = 〈2x2 − xy + yx− y2; x2 + yx− y2; 2x2 + 3xy + yx+ 2y2;
4x2 − xy + 3yx− 3y2; 3x2 + 3xy + 2yx+ y2〉 = 〈p1; p2; p3; p4; p5〉 ортогональное дополнение
к линейной оболочке Q = 〈p1; p2〉.

Ответ.

Q⊥ ∩ P =

αx2 + βxy + γyx+ δy2

 2α− 4β + 6γ = 0,
β − 3γ + 2δ = 0,
3α + 3β − 7γ − 4δ = 0

 =

〈
2x2 + 4xy + 2yx+ y2

〉
.

Проверим, верно ли, что 2x2 + 4xy + 2yx+ y2 ∈ P :
2 1 2 4 3 2
−1 0 3 −1 3 4

1 1 1 3 2 2
−1 −1 2 −3 1 1

 ∼ . . . ∼

 1 1 1 3 2 2
0 1 0 2 1 2
0 0 1 0 1 1

 .

Поэтому из теоремы о внут-
ренней характеризации ли-
нейной оболочки следует тре-
буемое включение.
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Решение задачи 15.
Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Сначала надо определиться, в каком базисе будем проводить вычисления: а) в
базисе B или б) в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B. Найдем координаты векторов изM в базисе B.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B. Найдем координаты векторов изM в базисе B.
Воспользуемся теоремой о координатах вектора в разных базисах.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B. Найдем координаты векторов изM в базисе B.
Воспользуемся теоремой о координатах вектора в разных базисах.

Найдем матрицу перехода: TБ→ B =


 .
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B. Найдем координаты векторов изM в базисе B.
Воспользуемся теоремой о координатах вектора в разных базисах.

Найдем матрицу перехода: TБ→ B =


−1

1
0
0

 .
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B. Найдем координаты векторов изM в базисе B.
Воспользуемся теоремой о координатах вектора в разных базисах.

Найдем матрицу перехода: TБ→ B =


−1 1

1 1
0 0
0 0

 .
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B. Найдем координаты векторов изM в базисе B.
Воспользуемся теоремой о координатах вектора в разных базисах.

Найдем матрицу перехода: TБ→ B =


−1 1 −1

1 1 0
0 0 1
0 0 0

 .
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B. Найдем координаты векторов изM в базисе B.
Воспользуемся теоремой о координатах вектора в разных базисах.

Найдем матрицу перехода: TБ→ B =


−1 1 −1 −1

1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

Найдем матрицу перехода: TБ→ B =


−1 1 −1 −1

1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

TB→Б =

563



Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

Найдем матрицу перехода: TБ→ B =


−1 1 −1 −1

1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

TB→Б =
1

2


−1 1 −1 −1

1 1 1 1
0 0 2 0
0 0 0 2

 .
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

Найдем матрицу перехода: TБ→ B =


−1 1 −1 −1

1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

TB→Б =
1

2


−1 1 −1 −1

1 1 1 1
0 0 2 0
0 0 0 2

 .

Используя теорему о координатах вектора в разных базисах и умножение матриц на
макроуровне имеем
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

Найдем матрицу перехода: TБ→ B =


−1 1 −1 −1

1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

TB→Б =
1

2


−1 1 −1 −1

1 1 1 1
0 0 2 0
0 0 0 2

 .

Используя теорему о координатах вектора в разных базисах и умножение матриц на
макроуровне имеем
TB→Б ·

(
[m1]Б [m2]Б [m3]Б [m4]Б [m5]Б

)
=
(

[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B
)
,
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

Найдем матрицу перехода: TБ→ B =


−1 1 −1 −1

1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

TB→Б =
1

2


−1 1 −1 −1

1 1 1 1
0 0 2 0
0 0 0 2

 .

Используя теорему о координатах вектора в разных базисах и умножение матриц на
макроуровне имеем
TB→Б ·

(
[m1]Б [m2]Б [m3]Б [m4]Б [m5]Б

)
=
(

[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B
)
,

1

2


−1 1 −1 −1

1 1 1 1
0 0 2 0
0 0 0 2



−6 −2 −14 2 6

1 2 4 3 4
1 −1 1 −3 −5
2 3 7 4 5

 =
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

Найдем матрицу перехода: TБ→ B =


−1 1 −1 −1

1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

TB→Б =
1

2


−1 1 −1 −1

1 1 1 1
0 0 2 0
0 0 0 2

 .

Используя теорему о координатах вектора в разных базисах и умножение матриц на
макроуровне имеем
TB→Б ·

(
[m1]Б [m2]Б [m3]Б [m4]Б [m5]Б

)
=
(

[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B
)
,

1

2


−1 1 −1 −1

1 1 1 1
0 0 2 0
0 0 0 2



−6 −2 −14 2 6

1 2 4 3 4
1 −1 1 −3 −5
2 3 7 4 5

 =


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Выберем максимальную линейно независимую подсистему векторов:
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Выберем максимальную линейно независимую подсистему векторов:
2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 ∼
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Выберем максимальную линейно независимую подсистему векторов:
2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 ∼


1 −1 1 −3 5
0 3 3 6 −9
0 0 0 0 0
0 5 5 10 −15

 ∼
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Выберем максимальную линейно независимую подсистему векторов:
2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 ∼


1 −1 1 −3 5
0 3 3 6 −9
0 0 0 0 0
0 5 5 10 −15

 ∼ ( 1 0 2 −1 2
0 1 1 2 −3

)
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Выберем максимальную линейно независимую подсистему векторов:
2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 ∼


1 −1 1 −3 5
0 3 3 6 −9
0 0 0 0 0
0 5 5 10 −15

 ∼ ( 1 0 2 −1 2
0 1 1 2 −3

)
Значит, векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему систе-
мы M .
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .
Для нахождения M⊥ применим стратегию составления уравнений.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .
Для нахождения M⊥ применим стратегию составления уравнений.
Что надо найти?
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .
Для нахождения M⊥ применим стратегию составления уравнений.
Что надо найти? Ортогональное дополнение.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .
Для нахождения M⊥ применим стратегию составления уравнений.
Что надо найти? Ортогональное дополнение.
В каком виде представим ответ?
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .
Для нахождения M⊥ применим стратегию составления уравнений.
Что надо найти? Ортогональное дополнение.
В каком виде представим ответ? Согласно теореме об ортогональном дополнении мы
ищем подпространство.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .
Для нахождения M⊥ применим стратегию составления уравнений.
Что надо найти? Ортогональное дополнение.
В каком виде представим ответ? Согласно теореме об ортогональном дополнении мы
ищем подпространство.
Стандартными способами задания подпространства являются:
1) системой уравнений (утверждение о координатах вектора из подпространства);
2) в виде линейной оболочки базиса.

579



Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .
Для нахождения M⊥ применим стратегию составления уравнений.
Что надо найти? Ортогональное дополнение.
В каком виде представим ответ?Системой уравнений (утверждением о координатах вектора
из подпространства).
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .
Для нахождения M⊥ применим стратегию составления уравнений.
Что надо найти? Ортогональное дополнение.
В каком виде представим ответ?Системой уравнений (утверждением о координатах вектора
из подпространства).
Введем переменные.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .
Для нахождения M⊥ применим стратегию составления уравнений.
Что надо найти? Ортогональное дополнение.
В каком виде представим ответ?Системой уравнений (утверждением о координатах вектора
из подпространства).
Введем переменные. Возьмем произвольный вектор из M⊥, обозначим его координаты в B
через a; b; c; d.

582



Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .
Возьмем произвольный вектор из M⊥, a; b; c; d — его координаты в B.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .
Возьмем произвольный вектор из M⊥, a; b; c; d — его координаты в B.

p(x) = a(x− 1) + b(x+ 1) + c
(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

)
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .
Возьмем произвольный вектор из M⊥, a; b; c; d — его координаты в B.
Значит, в силу теоремы о дополнении к линейной оболочке

p(x) = a(x− 1) + b(x+ 1) + c
(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

)
∈M⊥ ⇔
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .
Возьмем произвольный вектор из M⊥, a; b; c; d — его координаты в B.
Значит, в силу теоремы о дополнении к линейной оболочке

p(x) = a(x− 1) + b(x+ 1) + c
(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

)
∈M⊥ ⇔

{
(m1; p(x)) = 0,
(m2; p(x)) = 0,
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .

p(x) = a(x− 1) + b(x+ 1) + c
(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

)
∈M⊥ ⇔

{
(m1; p(x)) = 0,
(m2; p(x)) = 0,

В силу теоремы о вычислении
скалярного произведения
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .

p(x) = a(x− 1) + b(x+ 1) + c
(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

)
∈M⊥ ⇔

{
(m1; p(x)) = 0,
(m2; p(x)) = 0,

В силу теоремы о вычислении
скалярного произведения

( )
2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10




a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .

p(x) = a(x− 1) + b(x+ 1) + c
(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

)
∈M⊥ ⇔

{
(m1; p(x)) = 0,
(m2; p(x)) = 0,

В силу теоремы о вычислении
скалярного произведения

(
2 −1 1 2

)
2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10




a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .

p(x) = a(x− 1) + b(x+ 1) + c
(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

)
∈M⊥ ⇔

{
(m1; p(x)) = 0,
(m2; p(x)) = 0,

В силу теоремы о вычислении
скалярного произведения

(
2 −1 1 2

)
2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10




a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .

p(x) = a(x− 1) + b(x+ 1) + c
(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

)
∈M⊥ ⇔

{
(m1; p(x)) = 0,
(m2; p(x)) = 0,

В силу теоремы о вычислении
скалярного произведения

(
2 −1 1 2
1 1 −1 3

)
2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10




a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

Векторы m1 и m2 образуют максимальную линейно независимую подсистему системы M .

p(x) = a(x− 1) + b(x+ 1) + c
(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

)
∈M⊥ ⇔

{
(m1; p(x)) = 0,
(m2; p(x)) = 0,

В силу теоремы о вычислении
скалярного произведения

(
2 −1 1 2
1 1 −1 3

)
2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10




a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

(
2 −1 1 2
1 1 −1 3

)
2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10




a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.

(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.

(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
∼
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.

(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
∼
(

26 6 −4 64
8 0 4 27

)
∼
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.

(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
∼
(

26 6 −4 64
8 0 4 27

)
∼
(

34 6 0 91
8 0 4 27

)
∼
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.

(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
∼
(

26 6 −4 64
8 0 4 27

)
∼
(

34 6 0 91
8 0 4 27

)
∼
(

68 12 0 182
24 0 12 81

)
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.

(
68 12 0 182
24 0 12 81

)
→
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.

(
68 12 0 182
24 0 12 81

)
→


12 0
• •
• •
0 12
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.

(
68 12 0 182
24 0 12 81

)
→


12 0
• •
• •
0 12
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.

(
68 12 0 182
24 0 12 81

)
→


12 0
• •
• •
0 12
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.

(
68 12 0 182
24 0 12 81

)
→


12 0
−68 •
−24 •

0 12
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.

(
68 12 0 182
24 0 12 81

)
→


12 0
−68 •
−24 •

0 12
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.

(
68 12 0 182
24 0 12 81

)
→


12 0
−68 •
−24 •

0 12
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.

(
68 12 0 182
24 0 12 81

)
→


12 0
−68 −182
−24 −81

0 12
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

(
[m1]B [m2]B [m3]B [m4]B [m5]B

)
=


2 1 5 0 1
−1 1 −1 3 −5

1 −1 1 −3 5
2 3 7 4 −5

 .

(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
.

(
68 12 0 182
24 0 12 81

)
→


12 0
−68 −182
−24 −81

0 12
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
⇒

⇒


a
b
c
d

 =


12 0
−68 −182
−24 −81

0 12

( P
Q

)
=

607



Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
⇒

⇒


a
b
c
d

 =


12 0
−68 −182
−24 −81

0 12

( P
Q

)
=


3 0

−17 −182
−6 −81

0 12

( 4P
Q

)

608



Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
⇒

⇒


a
b
c
d

 =


12 0
−68 −182
−24 −81

0 12

( P
Q

)
=


3 0

−17 −182
−6 −81

0 12

( 4P
Q

)

M⊥ =


 =

609



Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
⇒

⇒


a
b
c
d

 =


12 0
−68 −182
−24 −81

0 12

( P
Q

)
=


3 0

−17 −182
−6 −81

0 12

( 4P
Q

)

M⊥ =


{

8a+ 4c+ 27d = 0,
13a+ 3b− 2c+ 32d = 0

 =

610



Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
⇒

⇒


a
b
c
d

 =


12 0
−68 −182
−24 −81

0 12

( P
Q

)
=


3 0

−17 −182
−6 −81

0 12

( 4P
Q

)

M⊥ =

a(x− 1) + b(x+ 1) + c (x2 − 1) + d (x3 − 1)

{
8a+ 4c+ 27d = 0,
13a+ 3b− 2c+ 32d = 0

 =

611



Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
⇒

⇒


a
b
c
d

 =


12 0
−68 −182
−24 −81

0 12

( P
Q

)
=


3 0

−17 −182
−6 −81
0 12

( 4P
Q

)

M⊥ =

a(x− 1) + b(x+ 1) + c (x2 − 1) + d (x3 − 1)

{
8a+ 4c+ 27d = 0,
13a+ 3b− 2c+ 32d = 0

 =

=
〈
3(x− 1) + (−17)(x+ 1) + (−6) (x2 − 1) ;

612



Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.(
8 0 4 27

13 3 −2 32

)
a
b
c
d

 =

(
0
0

)
⇒

⇒


a
b
c
d

 =


12 0
−68 −182
−24 −81

0 12

( P
Q

)
=


3 0

−17 −182
−6 −81

0 12

( 4P
Q

)

M⊥ =

a(x− 1) + b(x+ 1) + c (x2 − 1) + d (x3 − 1)

{
8a+ 4c+ 27d = 0,
13a+ 3b− 2c+ 32d = 0

 =

=
〈

3(x− 1)− 17(x+ 1)− 6 (x2 − 1) ; (−182)(x+ 1) + (−81) (x2 − 1) + 12 (x3 − 1)
〉
.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в базисе B.

M⊥ =

a(x− 1) + b(x+ 1) + c (x2 − 1) + d (x3 − 1)

{
8a+ 4c+ 27d = 0,
13a+ 3b− 2c+ 32d = 0

 =

=
〈

3(x− 1)− 17(x+ 1)− 6 (x2 − 1) ; − 182(x+ 1)− 81 (x2 − 1) + 12 (x3 − 1)
〉
.

614



Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}. Мы нашли

матрицы перехода: TБ→ B =


−1 1 −1 −1

1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , TB→Б =
1

2


−1 1 −1 −1

1 1 1 1
0 0 2 0
0 0 0 2

 .
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}. Мы нашли

матрицы перехода: TБ→ B =


−1 1 −1 −1

1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , TB→Б =
1

2


−1 1 −1 −1

1 1 1 1
0 0 2 0
0 0 0 2

 .

Согласно теореме о матрице Грама в разных базисах

616



Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}. Мы нашли

матрицы перехода: TБ→ B =


−1 1 −1 −1

1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , TB→Б =
1

2


−1 1 −1 −1

1 1 1 1
0 0 2 0
0 0 0 2

 .

Согласно теореме о матрице Грама в разных базисах

ΓБ =

617



Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}. Мы нашли

матрицы перехода: TБ→ B =


−1 1 −1 −1

1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , TB→Б =
1

2


−1 1 −1 −1

1 1 1 1
0 0 2 0
0 0 0 2

 .

Согласно теореме о матрице Грама в разных базисах

ΓБ =


−1 1 −1 −1

1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


t

2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10



−1 1 −1 −1

1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =

618



Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}. Мы нашли

матрицы перехода: TБ→ B =


−1 1 −1 −1

1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , TB→Б =
1

2


−1 1 −1 −1

1 1 1 1
0 0 2 0
0 0 0 2

 .

Согласно теореме о матрице Грама в разных базисах

ΓБ =


−1 1 −1 −1

1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


t

2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10



−1 1 −1 −1

1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =


1 −1 1 −2
−1 5 −5 0

1 −5 7 1
−2 0 1 6

 .
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}.

ΓБ =


1 −1 1 −2
−1 5 −5 0

1 −5 7 1
−2 0 1 6

 .

В силу теоремы о вычислении скалярного произведе-
ния, а также теоремы о дополнении к линейной обо-
лочке, учитывая, что, как мы уже выяснили, максимальную
линейно независимую подсистему образуют векторы m1 и m2,

включение q(x) = α + βx+ γx2 + δx3 ∈M⊥ равносильно
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}.

ΓБ =


1 −1 1 −2
−1 5 −5 0

1 −5 7 1
−2 0 1 6

 .

В силу теоремы о вычислении скалярного произведе-
ния, а также теоремы о дополнении к линейной обо-
лочке, учитывая, что, как мы уже выяснили, максимальную
линейно независимую подсистему образуют векторы m1 и m2,

включение q(x) = α + βx+ γx2 + δx3 ∈M⊥ равносильно
{

(m1; q(x)) = 0,
(m2; q(x)) = 0,

621



Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}.

ΓБ =


1 −1 1 −2
−1 5 −5 0

1 −5 7 1
−2 0 1 6

 .

В силу теоремы о вычислении скалярного произведе-
ния, а также теоремы о дополнении к линейной обо-
лочке, учитывая, что, как мы уже выяснили, максимальную
линейно независимую подсистему образуют векторы m1 и m2,

включение q(x) = α + βx+ γx2 + δx3 ∈M⊥ равносильно
{

(m1; q(x)) = 0,
(m2; q(x)) = 0,(

−6 1 1 2
−2 2 −1 3

)
1 −1 1 −2
−1 5 −5 0

1 −5 7 1
−2 0 1 6




α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,

622



Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}.

ΓБ =


1 −1 1 −2
−1 5 −5 0

1 −5 7 1
−2 0 1 6

 .

В силу теоремы о вычислении скалярного произведе-
ния, а также теоремы о дополнении к линейной обо-
лочке, учитывая, что, как мы уже выяснили, максимальную
линейно независимую подсистему образуют векторы m1 и m2,

включение q(x) = α + βx+ γx2 + δx3 ∈M⊥ равносильно
{

(m1; q(x)) = 0,
(m2; q(x)) = 0,(

−6 1 1 2
−2 2 −1 3

)
1 −1 1 −2
−1 5 −5 0

1 −5 7 1
−2 0 1 6




α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,

(
−10 6 −2 25
−11 17 −16 21

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}.

ΓБ =


1 −1 1 −2
−1 5 −5 0

1 −5 7 1
−2 0 1 6

 .

В силу теоремы о вычислении скалярного произведе-
ния, а также теоремы о дополнении к линейной обо-
лочке, учитывая, что, как мы уже выяснили, максимальную
линейно независимую подсистему образуют векторы m1 и m2,

включение q(x) = α + βx+ γx2 + δx3 ∈M⊥ равносильно
{

(m1; q(x)) = 0,
(m2; q(x)) = 0,(

−10 6 −2 25
−11 17 −16 21

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,

(
65 −299 358 0
0 −104 138 65

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}.

ΓБ =


1 −1 1 −2
−1 5 −5 0

1 −5 7 1
−2 0 1 6

 .

В силу теоремы о вычислении скалярного произведе-
ния, а также теоремы о дополнении к линейной обо-
лочке, учитывая, что, как мы уже выяснили, максимальную
линейно независимую подсистему образуют векторы m1 и m2,

включение q(x) = α + βx+ γx2 + δx3 ∈M⊥ равносильно
{

(m1; q(x)) = 0,
(m2; q(x)) = 0,(

65 −299 358 0
0 −104 138 65

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,


α
β
γ
δ

 =


• •

65 0
0 65
• •

( P
Q

)
.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}.

ΓБ =


1 −1 1 −2
−1 5 −5 0

1 −5 7 1
−2 0 1 6

 .

В силу теоремы о вычислении скалярного произведе-
ния, а также теоремы о дополнении к линейной обо-
лочке, учитывая, что, как мы уже выяснили, максимальную
линейно независимую подсистему образуют векторы m1 и m2,

включение q(x) = α + βx+ γx2 + δx3 ∈M⊥ равносильно
{

(m1; q(x)) = 0,
(m2; q(x)) = 0,(

65 −299 358 0
0 −104 138 65

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,


α
β
γ
δ

 =


299 •
65 0
0 65

104 •

( P
Q

)
.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}.

ΓБ =


1 −1 1 −2
−1 5 −5 0

1 −5 7 1
−2 0 1 6

 .

В силу теоремы о вычислении скалярного произведе-
ния, а также теоремы о дополнении к линейной обо-
лочке, учитывая, что, как мы уже выяснили, максимальную
линейно независимую подсистему образуют векторы m1 и m2,

включение q(x) = α + βx+ γx2 + δx3 ∈M⊥ равносильно
{

(m1; q(x)) = 0,
(m2; q(x)) = 0,(

65 −299 358 0
0 −104 138 65

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,


α
β
γ
δ

 =


299 −358
65 0
0 65

104 138

( P
Q

)
.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}.(
65 −299 358 0
0 −104 138 65

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,


α
β
γ
δ

 =


299 −358
65 0
0 65

104 138

( P
Q

)
=

628



Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}.(
65 −299 358 0
0 −104 138 65

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,


α
β
γ
δ

 =


299 −358
65 0
0 65

104 138

( P
Q

)
=


23 −358
5 0
0 65
8 138

( 13P
Q

)
.
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Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}.(
65 −299 358 0
0 −104 138 65

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,


α
β
γ
δ

 =


299 −358
65 0
0 65

104 138

( P
Q

)
=


23 −358
5 0
0 65
8 138

( 13P
Q

)
.

M⊥ =

630



Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}.(
65 −299 358 0
0 −104 138 65

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,


α
β
γ
δ

 =


299 −358
65 0
0 65

104 138

( P
Q

)
=


23 −358
5 0
0 65
8 138

( 13P
Q

)
.

M⊥ =

α + βx+ γx2 + δx3
{

65α− 299β + 358γ = 0,
−104β + 138γ + 65δ = 0

 =

631



Задача 15. Пусть в базисе B = {x− 1; x+ 1; x2 − 1; x3 − 1} линейного пространства

многочленов степени не выше 3 матрица Грама равна ΓB =


2 1 −1 3
1 1 −1 0
−1 −1 3 1

3 0 1 10

 .

Найдите ортогональное дополнение к системе векторов
M = {−6 + x+ x2 + 2x3; −2 + 2x− x2 + 3x3; −14 + 4x+ x2 + 7x3;
2 + 3x− 3x2 + 4x3; 6 + 4x− 5x2 + 5x3} = {m1; m2; m3; m4; m5}.

Ответ. Вариант вычислений в естественном базисе Б = {x0; x; x2; x3}.(
65 −299 358 0
0 −104 138 65

)
α
β
γ
δ

 =

(
0
0

)
,


α
β
γ
δ

 =


299 −358
65 0
0 65

104 138

( P
Q

)
=


23 −358
5 0
0 65
8 138

( 13P
Q

)
.

M⊥ =

α + βx+ γx2 + δx3
{

65α− 299β + 358γ = 0,
−104β + 138γ + 65δ = 0

 =

=

〈
26 + 5x+ 8x3; − 358 + 65x2 + 138x3

〉
.

632



Решение задачи 16.
Задача 16. В евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.

многочленов вида a x2 + b xy + c y2 со скалярным произведением(
f(x, y); g(x, y)

)
=

1∫
0

(
1∫

1−x
f(x, y) g(x, y) dy

)
dx найдите ортогональное дополнение к множе-

ству M = {(x− y)2, (x+ y)2, xy}.
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Задача 16. В евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида a x2 + b xy + c y2 со скалярным произведением(
f(x, y); g(x, y)

)
=

1∫
0

(
1∫

1−x
f(x, y) g(x, y) dy

)
dx найдите ортогональное дополнение к множе-

ству M = {(x− y)2, (x+ y)2, xy}.
Ответ. В базисе Б =

634



Задача 16. В евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида a x2 + b xy + c y2 со скалярным произведением(
f(x, y); g(x, y)

)
=

1∫
0

(
1∫

1−x
f(x, y) g(x, y) dy

)
dx найдите ортогональное дополнение к множе-

ству M = {(x− y)2, (x+ y)2, xy}.
Ответ. В базисе Б = {x2, xy, y2} матрица Грама имеет вид

ΓБ =

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

.
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Задача 16. В евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида a x2 + b xy + c y2 со скалярным произведением(
f(x, y); g(x, y)

)
=

1∫
0

(
1∫

1−x
f(x, y) g(x, y) dy

)
dx найдите ортогональное дополнение к мно-

жеству M = {(x− y)2, (x+ y)2, xy}.
Ответ. В базисе Б = {x2, xy, y2} матрица Грама имеет вид

ΓБ =

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

.

Следовательно, для вектора p x2 + q xy + r y2 из M⊥ имеем
(x2 − 2xy + y2, p x2 + q xy + r y2) = 0
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Задача 16. В евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида a x2 + b xy + c y2 со скалярным произведением(
f(x, y); g(x, y)

)
=

1∫
0

(
1∫

1−x
f(x, y) g(x, y) dy

)
dx найдите ортогональное дополнение к мно-

жеству M = {(x− y)2, (x+ y)2, xy}.
Ответ. В базисе Б = {x2, xy, y2} матрица Грама имеет вид

ΓБ =

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

.

Следовательно, для вектора p x2 + q xy + r y2 из M⊥ имеем
(x2 − 2xy + y2, p x2 + q xy + r y2) = 0 1 −2 1

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

 p
q
r

 =

 0
.

637



Задача 16. В евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида a x2 + b xy + c y2 со скалярным произведением(
f(x, y); g(x, y)

)
=

1∫
0

(
1∫

1−x
f(x, y) g(x, y) dy

)
dx найдите ортогональное дополнение к мно-

жеству M = {(x− y)2, (x+ y)2, xy}.
Ответ. В базисе Б = {x2, xy, y2} матрица Грама имеет вид

ΓБ =

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

.

Следовательно, для вектора p x2 + q xy + r y2 из M⊥ имеем
(x2 + 2xy + y2, p x2 + q xy + r y2) = 0 1 −2 1

1 2 1

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

 p
q
r

 =

 0
0

.
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Задача 16. В евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида a x2 + b xy + c y2 со скалярным произведением(
f(x, y); g(x, y)

)
=

1∫
0

(
1∫

1−x
f(x, y) g(x, y) dy

)
dx найдите ортогональное дополнение к множе-

ству M = {(x− y)2, (x+ y)2, xy}.
Ответ. В базисе Б = {x2, xy, y2} матрица Грама имеет вид

ΓБ =

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

.

Следовательно, для вектора p x2 + q xy + r y2 из M⊥ имеем (xy, p x2 + q xy + r y2) = 0 1 −2 1
1 2 1
0 1 0

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

 p
q
r

 =

 0
0
0

.

639



Задача 16. В евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида a x2 + b xy + c y2 со скалярным произведением(
f(x, y); g(x, y)

)
=

1∫
0

(
1∫

1−x
f(x, y) g(x, y) dy

)
dx найдите ортогональное дополнение к множе-

ству M = {(x− y)2, (x+ y)2, xy}.
Ответ. В базисе Б = {x2, xy, y2} матрица Грама имеет вид

ΓБ =

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

.

Следовательно, для вектора p x2 + q xy + r y2 из M⊥ имеем 1 −2 1
1 2 1
0 1 0

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

 p
q
r

 =

 0
0
0

.

640



Задача 16. В евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида a x2 + b xy + c y2 со скалярным произведением(
f(x, y); g(x, y)

)
=

1∫
0

(
1∫

1−x
f(x, y) g(x, y) dy

)
dx найдите ортогональное дополнение к множе-

ству M = {(x− y)2, (x+ y)2, xy}.
Ответ. В базисе Б = {x2, xy, y2} матрица Грама имеет вид

ΓБ =

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

.

Следовательно, для вектора p x2 + q xy + r y2 из M⊥ имеем 1 −2 1
1 2 1
0 1 0

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

 p
q
r

 =

 0
0
0

, что равносильно 7p+ 4q + 7r = 0,
91p+ 80q + 91r = 0,
21p+ 19q + 21r = 0.
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Задача 16. В евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида a x2 + b xy + c y2 со скалярным произведением(
f(x, y); g(x, y)

)
=

1∫
0

(
1∫

1−x
f(x, y) g(x, y) dy

)
dx найдите ортогональное дополнение к мно-

жеству M = {(x− y)2, (x+ y)2, xy}.
Ответ. В базисе Б = {x2, xy, y2} матрица Грама имеет вид

ΓБ =

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

.

Следовательно, для вектора p x2 + q xy + r y2 из M⊥ имеем 1 −2 1
1 2 1
0 1 0

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

 p
q
r

 =

 0
0
0

, что равносильно 7p+ 4q + 7r = 0,
91p+ 80q + 91r = 0,
21p+ 19q + 21r = 0.

M⊥ =

642



Задача 16. В евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида a x2 + b xy + c y2 со скалярным произведением(
f(x, y); g(x, y)

)
=

1∫
0

(
1∫

1−x
f(x, y) g(x, y) dy

)
dx найдите ортогональное дополнение к мно-

жеству M = {(x− y)2, (x+ y)2, xy}.
Ответ. В базисе Б = {x2, xy, y2} матрица Грама имеет вид

ΓБ =

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

.

Следовательно, для вектора p x2 + q xy + r y2 из M⊥ имеем 1 −2 1
1 2 1
0 1 0

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

 p
q
r

 =

 0
0
0

, что равносильно 7p+ 4q + 7r = 0,
91p+ 80q + 91r = 0,
21p+ 19q + 21r = 0.

M⊥ =

p x2 + q xy + r y2

 7p+ 4q + 7r = 0,
91p+ 80q + 91r = 0,
21p+ 19q + 21r = 0.

 =

643



Задача 16. В евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида a x2 + b xy + c y2 со скалярным произведением(
f(x, y); g(x, y)

)
=

1∫
0

(
1∫

1−x
f(x, y) g(x, y) dy

)
dx найдите ортогональное дополнение к мно-

жеству M = {(x− y)2, (x+ y)2, xy}.
Ответ. В базисе Б = {x2, xy, y2} матрица Грама имеет вид

ΓБ =

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

.

Следовательно, для вектора p x2 + q xy + r y2 из M⊥ имеем 1 −2 1
1 2 1
0 1 0

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

 p
q
r

 =

 0
0
0

, что равносильно 7p+ 4q + 7r = 0,
91p+ 80q + 91r = 0,
21p+ 19q + 21r = 0.

M⊥ =

p x2 + q xy + r y2

 7p+ 4q + 7r = 0,
91p+ 80q + 91r = 0,
21p+ 19q + 21r = 0.

 =

{
p x2 + q xy + r y2

{
p+ r = 0,
q = 0.

}
=

644



Задача 16. В евклидовом пространстве квадратичных форм от переменных x, y, т.е.
многочленов вида a x2 + b xy + c y2 со скалярным произведением(
f(x, y); g(x, y)

)
=

1∫
0

(
1∫

1−x
f(x, y) g(x, y) dy

)
dx найдите ортогональное дополнение к мно-

жеству M = {(x− y)2, (x+ y)2, xy}.
Ответ. В базисе Б = {x2, xy, y2} матрица Грама имеет вид

ΓБ =

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

.

Следовательно, для вектора p x2 + q xy + r y2 из M⊥ имеем 1 −2 1
1 2 1
0 1 0

 1/6 7/60 19/180
7/60 19/180 7/60

19/180 7/60 1/6

 p
q
r

 =

 0
0
0

, что равносильно 7p+ 4q + 7r = 0,
91p+ 80q + 91r = 0,
21p+ 19q + 21r = 0.

M⊥ =

p x2 + q xy + r y2

 7p+ 4q + 7r = 0,
91p+ 80q + 91r = 0,
21p+ 19q + 21r = 0.

 =

{
p x2 + q xy + r y2

{
p+ r = 0,
q = 0.

}
=

=
〈
−x2 + y2

〉
.
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Решение задачи 17.
Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных

матриц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением,
заданным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).
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Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ. В базисе
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Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ. В базисе Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
матрица Грама равна
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Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ. В базисе Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
матрица Грама равна

ΓБ =


3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9

.
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Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ. В базисе Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
матрица Грама равна

ΓБ =


3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9

. Базис подпространства симметричных матриц:
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Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ. В базисе Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
матрица Грама равна

ΓБ =


3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9

. Базис подпространства симметричных матриц:

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.
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Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ. В базисе Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
матрица Грама равна

ΓБ =


3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9

. Базис подпространства симметричных матриц:

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Значит, для вектора

(
a b
c d

)
∈ S имеем

652



Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ. В базисе Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
матрица Грама равна

ΓБ =


3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9

. Базис подпространства симметричных матриц:

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Значит, для вектора

(
a b
c d

)
∈ S имеем 


3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9




a
b
c
d

 =

  ((
1 0
0 0

)
,

(
a b
c d

))
= 0.
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Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ. В базисе Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
матрица Грама равна

ΓБ =


3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9

. Базис подпространства симметричных матриц:

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Значит, для вектора

(
a b
c d

)
∈ S имеем 1 0 0 0




3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9




a
b
c
d

 =

 0
 ((

1 0
0 0

)
,

(
a b
c d

))
= 0.
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Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ. В базисе Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
матрица Грама равна

ΓБ =


3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9

. Базис подпространства симметричных матриц:

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Значит, для вектора

(
a b
c d

)
∈ S имеем 1 0 0 0




3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9




a
b
c
d

 =

 0
 ((

0 1
1 0

)
,

(
a b
c d

))
= 0.

655



Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ. В базисе Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
матрица Грама равна

ΓБ =


3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9

. Базис подпространства симметричных матриц:

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Значит, для вектора

(
a b
c d

)
∈ S имеем 1 0 0 0

0 1 1 0




3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9




a
b
c
d

 =

 0
0

 ((
0 1
1 0

)
,

(
a b
c d

))
= 0.
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Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ. В базисе Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
матрица Грама равна

ΓБ =


3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9

. Базис подпространства симметричных матриц:

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Значит, для вектора

(
a b
c d

)
∈ S имеем 1 0 0 0

0 1 1 0




3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9




a
b
c
d

 =

 0
0

 ((
0 0
0 1

)
,

(
a b
c d

))
= 0.
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Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ. В базисе Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
матрица Грама равна

ΓБ =


3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9

. Базис подпространства симметричных матриц:

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Значит, для вектора

(
a b
c d

)
∈ S имеем 1 0 0 0

0 1 1 0
0 0 0 1




3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9




a
b
c
d

 =

 0
0
0

 ((
0 0
0 1

)
,

(
a b
c d

))
= 0.
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Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ. В базисе Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
матрица Грама равна

ΓБ =


3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9

. Базис подпространства симметричных матриц:

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Значит, для вектора

(
a b
c d

)
∈ S имеем 1 0 0 0

0 1 1 0
0 0 0 1




3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9




a
b
c
d

 =

 0
0
0

 ((
1 0
0 0

)
,

(
a b
c d

))
= 0.
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Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ. В базисе Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
матрица Грама равна

ΓБ =


3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9

. Базис подпространства симметричных матриц:

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Значит, для вектора

(
a b
c d

)
∈ S имеем 1 0 0 0

0 1 1 0
0 0 0 1




3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9




a
b
c
d

 =

 0
0
0

,

 3a− 2b− 2c = 0,
−4a+ 6b+ 6c− 4d = 0,
−2b+ 2c+ 9d = 0

⇒
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Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ. В базисе Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
матрица Грама равна

ΓБ =


3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9

. Базис подпространства симметричных матриц:

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Значит, для вектора

(
a b
c d

)
∈ S имеем 1 0 0 0

0 1 1 0
0 0 0 1




3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9




a
b
c
d

 =

 0
0
0

,

 3a− 2b− 2c = 0,
−4a+ 6b+ 6c− 4d = 0,
−2b+ 2c+ 9d = 0

⇒

⇒

 5a− 4d = 0,
20a− 57d = 0,
20c+ 33d = 0

⇒
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Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ. В базисе Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
матрица Грама равна

ΓБ =


3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9

. Базис подпространства симметричных матриц:

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Значит, для вектора

(
a b
c d

)
∈ S имеем 1 0 0 0

0 1 1 0
0 0 0 1




3 −2 −2 0
−2 6 0 −2
−2 0 6 −2

0 −2 2 9




a
b
c
d

 =

 0
0
0

,

 3a− 2b− 2c = 0,
−4a+ 6b+ 6c− 4d = 0,
−2b+ 2c+ 9d = 0

⇒

⇒

 5a− 4d = 0,
20a− 57d = 0,
20c+ 33d = 0

⇒


a
b
c
d

 = C


16
57
−33

20

.
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Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ.

 3a− 2b− 2c = 0,
−4a+ 6b+ 6c− 4d = 0,
−2b+ 2c+ 9d = 0,

⇒


a
b
c
d

 = C


16
57
−33

20

.

V ⊥ =

663



Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ.

 3a− 2b− 2c = 0,
−4a+ 6b+ 6c− 4d = 0,
−2b+ 2c+ 9d = 0,

⇒


a
b
c
d

 = C


16
57
−33

20

.

V ⊥ =


(
a b
c d

)  3a− 2b− 2c = 0,
−4a+ 6b+ 6c− 4d = 0,
−2b+ 2c+ 9d = 0,

 =

664



Задача 17. Найдите ортогональное дополнение к подпространству S симметричных мат-
риц евклидова пространства U матриц размерности 2× 2 со скалярным произведением, задан-
ным формулой (здесь tr — след матрицы, M t — матрица, транспонированная к M)

(X, Y ) =
(

1 −2
)

(X t +X)(Y t + Y )

(
1
−2

)
+ tr(X tY ).

Ответ.

 3a− 2b− 2c = 0,
−4a+ 6b+ 6c− 4d = 0,
−2b+ 2c+ 9d = 0,

⇒


a
b
c
d

 = C


16
57
−33

20

.

V ⊥ =


(
a b
c d

)  3a− 2b− 2c = 0,
−4a+ 6b+ 6c− 4d = 0,
−2b+ 2c+ 9d = 0,

 =

〈(
16 57
−33 20

)〉
.
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Спасибо
за

внимание!
e-mail: melnikov@k66.ru, melnikov@r66.ru
сайты: http://melnikov.k66.ru, http://melnikov.web.ur.ru

Вернуться к списку презентаций?
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