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I. Традиционные аксиоматики теорий множеств
Наиболее распространенными являются системы аксиом Цермело,

Цермело-Френкеля, Бернайса и Бернайса-Морса.

3



I.1. Аксиомы Цермело-Френкеля (теория ZF)
Это теория первого порядка с равенством и символом двуместного

отношения ∈.
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I.1. Аксиомы Цермело-Френкеля (теория ZF)
Аксиома объемности: ∀x∀y (∀z (z ∈ x⇔ z ∈ y)⇔ x = y);
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I.1. Аксиомы Цермело-Френкеля (теория ZF)
Аксиома объемности: ∀x∀y (∀z (z ∈ x⇔ z ∈ y)⇔ x = y);

Аксиома пустого множества: ∃x ∀y (y /∈ x);

6



I.1. Аксиомы Цермело-Френкеля (теория ZF)
Аксиома объемности: ∀x∀y (∀z (z ∈ x⇔ z ∈ y)⇔ x = y);

Аксиома пустого множества: ∃x ∀y (y /∈ x);

Аксиома пар: ∀x ∀y ∃z ∀u (u ∈ z ⇔ u = x ∨ u = y) (если x и y —
множества, то {x, y} — тоже множество;
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I.1. Аксиомы Цермело-Френкеля (теория ZF)
Аксиома объемности: ∀x∀y (∀z (z ∈ x⇔ z ∈ y)⇔ x = y);

Аксиома пустого множества: ∃x ∀y (y /∈ x);

Аксиома пар: ∀x ∀y ∃z ∀u (u ∈ z ⇔ u = x ∨ u = y);

Аксиома объединения: ∀x ∃y ∀z (z ∈ y ⇔ ∃w z ∈ w & w ∈ x) —
объединение всех множеств, являющихся элементами множества
x, является множеством;
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I.1. Аксиомы Цермело-Френкеля (теория ZF)
Аксиома объемности: ∀x∀y (∀z (z ∈ x⇔ z ∈ y)⇔ x = y);

Аксиома пустого множества: ∃x ∀y (y /∈ x);

Аксиома пар: ∀x ∀y ∃z ∀u (u ∈ z ⇔ u = x ∨ u = y);

Аксиома объединения: ∀x ∃y ∀z (z ∈ y ⇔ ∃w z ∈ w & w ∈ x);

Аксиома степени: ∀x ∃y ∀z (z ∈ y ⇔ ∀w (w ∈ z ⇒ w ∈ x)) —
множество всех подмножеств множества — это множество;
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I.1. Аксиомы Цермело-Френкеля (теория ZF)
Аксиома объемности: ∀x∀y (∀z (z ∈ x⇔ z ∈ y)⇔ x = y);

Аксиома пустого множества: ∃x ∀y (y /∈ x);

Аксиома пар: ∀x ∀y ∃z ∀u (u ∈ z ⇔ u = x ∨ u = y);

Аксиома объединения: ∀x ∃y ∀z (z ∈ y ⇔ ∃w z ∈ w & w ∈ x);

Аксиома степени: ∀x ∃y ∀z (z ∈ y ⇔ ∀w (w ∈ z ⇒ w ∈ x));

Аксиома бесконечности:

∃x ((∃y (y ∈ x)) & (∀y (y ∈ x ⇒ ∃z (y ∈ z & z ∈ x));
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I.1. Аксиомы Цермело-Френкеля (теория ZF)
Аксиома объемности: ∀x∀y (∀z (z ∈ x⇔ z ∈ y)⇔ x = y);

Аксиома пустого множества: ∃x ∀y (y /∈ x);

Аксиома пар: ∀x ∀y ∃z ∀u (u ∈ z ⇔ u = x ∨ u = y);

Аксиома объединения: ∀x ∃y ∀z (z ∈ y ⇔ ∃w z ∈ w & w ∈ x);

Аксиома степени: ∀x ∃y ∀z (z ∈ y ⇔ ∀w (w ∈ z ⇒ w ∈ x));

Аксиома бесконечности:

∃x ((∃y (y ∈ x)) & (∀y (y ∈ x ⇒ ∃z (y ∈ z & z ∈ x));

Аксиома регулярности:

∀x
(
(∃y y ∈ x)⇒ (∃y (y ∈ x & ∃z (z ∈ x & z ∈ y)))

)
— множество не пересекается хотя бы с одним из своих элементов;
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I.1. Аксиомы Цермело-Френкеля (теория ZF)
Аксиома объемности: ∀x∀y (∀z (z ∈ x⇔ z ∈ y)⇔ x = y);

Аксиома пустого множества: ∃x ∀y (y /∈ x);

Аксиома пар: ∀x ∀y ∃z ∀u (u ∈ z ⇔ u = x ∨ u = y);

Аксиома объединения: ∀x ∃y ∀z (z ∈ y ⇔ ∃w z ∈ w & w ∈ x);

Аксиома степени: ∀x ∃y ∀z (z ∈ y ⇔ ∀w (w ∈ z ⇒ w ∈ x));

Аксиома бесконечности:

∃x ((∃y (y ∈ x)) & (∀y (y ∈ x ⇒ ∃z (y ∈ z & z ∈ x));

Аксиома регулярности:

∀x
(
(∃y y ∈ x)⇒ (∃y (y ∈ x & ∃z (z ∈ x & z ∈ y)))

)
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Аксиома подмножеств:

∀x ∃y ∀z (z ∈ y ⇔ (z ∈ x & ϕ(z, u1, u2, . . . , un))),

здесь ϕ — некоторая формула, в которую не входит y;
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I.1. Аксиомы Цермело-Френкеля (теория ZF)
Аксиома объемности: ∀x∀y (∀z (z ∈ x⇔ z ∈ y)⇔ x = y);

Аксиома пустого множества: ∃x ∀y (y /∈ x);

Аксиома пар: ∀x ∀y ∃z ∀u (u ∈ z ⇔ u = x ∨ u = y);

Аксиома объединения: ∀x ∃y ∀z (z ∈ y ⇔ ∃w z ∈ w & w ∈ x);

Аксиома степени: ∀x ∃y ∀z (z ∈ y ⇔ ∀w (w ∈ z ⇒ w ∈ x));

Аксиома бесконечности:

∃x ((∃y (y ∈ x)) & (∀y (y ∈ x ⇒ ∃z (y ∈ z & z ∈ x));

Аксиома регулярности:

∀x
(
(∃y y ∈ x)⇒ (∃y (y ∈ x & ∃z (z ∈ x & z ∈ y)))

)
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Аксиома подмножеств:

∀x ∃y ∀z (z ∈ y ⇔ (z ∈ x & ϕ(z, u1, u2, . . . , un))),

здесь ϕ — некоторая формула, в которую не входит y;

Аксиома семейств:

(∀x (x ∈ u⇒ ∃z ϕ(x, z, u, v1, . . . , vn)))⇒

⇒ (∃y ∀x (x ∈ u⇒ ∃z (z ∈ y & ϕ(x, z, u, v1, . . . , vn)));

При добавлении аксиомы выбора получаем ZFC.
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I.2. Аксиомы теории NBG
Это теория того же типа, что и предложенная фон Нейманом, впо-

следствии пересмотренная и упрощенная Робинсоном, Бернайсом и
Геделем.
Отождествление 〈x, y〉 = {{x}, {x, y}} предложено Куратовским

для пар множеств.
При этом введено отождествление 〈x, y, z〉 = 〈〈x, y〉, z〉 (во всяком

случае, у Мендельсона).
Преимущество перед ZF — конечное число аксиом (для ZF аксиома

подмножеств и аксиома семейств на самом деле представляют собой
бесконечные семейства аксиом).
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I.2. Аксиомы теории NBGX, Y, . . . — классы, x, y, . . . — мно-
жества.

Аксиома объемности: ∀z(z ∈ x⇔ z ∈ y)⇒ x = y;

Аксиома пары: ∀x ∀y ∃z ∀u(u ∈ z ⇔ (u ∈ x ∨ u ∈ y));

Аксиома пустого множества: ∃x ∀y (y /∈ x);

Аксиомы существования классов:

1. ∃X ∀u ∀v (〈u, v〉 ∈ X ⇔ u ∈ v) (∈-отношение);
2. ∀X ∀Y ∃Z ∀u (u ∈ Z ⇔ (u ∈ X&u ∈ Y )) (пересечение);
3. ∀X ∃Z ∀u (u ∈ Z ⇔ u /∈ X) (дополнение);
4. ∀X ∃Z ∀u (u ∈ Z ⇔ ∃v (〈u, v〉 ∈ X) (область определения);
5. ∀X ∃Z ∀u∀v (〈u, v〉 ∈ Z ⇔ u ∈ X);
6. ∀X ∃Z ∀u∀v∀w (〈u, v, w〉 ∈ Z ⇔ 〈v, w, u〉 ∈ X);
7. ∀X ∃Z ∀u∀v∀w (〈u, v, w〉 ∈ Z ⇔ 〈u,w, v〉 ∈ X);
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Аксиома объединения:

∀x∃y∀u (u ∈ y ⇔ ∃v u ∈ v&v ∈ x)

(объединение всех множеств, являющихся элементами множества
x, является множеством);

Аксиома множества всех подмножеств:

∀x∃y∀u (u ∈ y ⇔ u ⊆ x);

Аксиома выделения:

∀x∀Y ∃z∀u (u ∈ z ⇔ (u ∈ x & u ∈ Y )) ;

Аксиома замещения:

∀x (Un(X)⇔ ∃y∀u (u ∈ y ⇔ ∃v(〈v, u〉 ∈ X&v ∈ x))) ,

где Un(X) означает, что отображение X однозначно (образ мно-
жества относительно функции является множеством).
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II. Нечеткие множества
Понятие нечеткого множество было введено Л.Заде:
Zadeh L. Fussy Sets.— Inf.Control., v.8., 1965.— p. 338-353.
Заде Л. Понятие лингвистической переменной и его применение к

принятию приближенных решений.— М.: Мир.— 1976.
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II.1. Определение нечеткого множества
Определение 1. Нечетким подмножеством множества M на-
зывается функция µ : M → [0, 1].
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II.1. Определение нечеткого множества
Определение 1. Нечетким подмножеством множества M на-
зывается функция µ : M → [0, 1].

Про функцию µ обычно говорят, что она характеризует степень
принадлежности элемента к данному нечеткому подмножеству.
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II.1. Определение нечеткого множества
Определение 1. Нечетким подмножеством множества M на-
зывается функция µ : M → [0, 1].

Обычное, «четкое» подмножество A можно рассматривать, как
нечеткое, если этому подмножеству A поставить в соответствие

функцию µA(x) =

{
1, если x ∈ A,
0, если x ∈M\A.
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II.1. Определение нечеткого множества
Определение 1. Нечетким подмножеством множества M на-
зывается функция µ : M → [0, 1].

Отождествляя «обычное» подмножество A с функцией µA, мож-
но считать понятие нечеткого подмножества обобщением теоретико-
множественного понятия подмножества. Часто в литературе пишут
µA, считая при этом A либо, при A ⊆M , вышеупомянутой функцией
µA, с помощью которой осуществляется отождествление «четкого» и
соответствующего нечеткого множества, либо, в противном случае,
индексом, служащим для идентификации различных нечетких мно-
жеств. При этом µA называют функцией принадлежности нечет-
кого подмножества A.
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II.2. Операции алгебры нечетких множеств
Определение 2. На множестве всех нечетких подмножеств мно-
жества M для нечетких подмножеств A и B с функциями принад-
лежности µA и µB соответственно вводятся следующие операции:

Пересечение: µA∩B(x) = min{µA(x), µB(x)};

Произведение: µAB(x) = µA(x) · µB(x);

Объединение: µA∪B(x) = max{µA(x), µB(x)};

Сумма: µA+B(x) = µA(x) + µB(x)− µA(x) · µB(x);

Дополнение: µA(x) = 1− µA(x).
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II.2. Операции алгебры нечетких множеств
Определение 2. На множестве всех нечетких подмножеств мно-
жества M для нечетких подмножеств A и B с функциями принад-
лежности µA и µB соответственно вводятся следующие операции:

Пересечение: µA∩B(x) = min{µA(x), µB(x)};

Произведение: µAB(x) = µA(x) · µB(x);

Объединение: µA∪B(x) = max{µA(x), µB(x)};

Сумма: µA+B(x) = µA(x) + µB(x)− µA(x) · µB(x);

Дополнение: µA(x) = 1− µA(x).

Рассмотреть примеры?
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II.2. Операции алгебры нечетких множеств
В рассмотренных примерах для множеств A и B все результаты

операций являются «истинно нечеткими» множествами.
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II.2. Операции алгебры нечетких множеств
В рассмотренных примерах для множеств A и B все результаты

операций являются «истинно нечеткими» множествами.
Для нечетких множеств C и D («истинно нечетких»!) результат

операций «пересечение» и «умножение» совпадает и является «чет-
ким» множеством — пустым!
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II.2. Операции алгебры нечетких множеств
Нечетким множествам E и G соответствуют «четкие», «обыч-

ные» множества: E = {a, d}, G = {b, d}, при этом результатам всех
операций соответствуют также «четкие» множества, причем резуль-
таты этих операций совпадают с соответствующимим результатами
операций для «обычных» множеств (кроме, естественно, суммы и
произведения, которые для «обычных» множеств не определяются).
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II.2. Операции алгебры нечетких множеств
Нечетким множествам E и G соответствуют «четкие», «обыч-

ные» множества: E = {a, d}, G = {b, d}, при этом результатам всех
операций соответствуют также «четкие» множества, причем резуль-
таты этих операций совпадают с соответствующимим результатами
операций для «обычных» множеств (кроме, естественно, суммы и
произведения, которые для «обычных» множеств не определяются).
При этом не все теоремы теории множеств справедливы для обоб-

щенных множеств. Следует, однако, отметить, что алгебра, носите-
лем которой является множество всех нечетких подмножеств множе-
ства M , c сигнатурой F = {∪,∩, } является, очевидно, булевой
алгеброй. Если же заменить ∪ на + и (или) пересечение на произ-
ведение, то получившаяся алгебра уже не является булевой алгеб-
рой.
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Вернуться к списку презентаций?
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