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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение.
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Надо проверить выполнение аксиом линейного про-
странства.
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 1 (коммутативность):

f (x, y)�g(x, y) = = g(x, y)�f (x, y).
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 1 (коммутативность):

f (x, y)� g(x, y) = f (x, y) · g(x, y) = = g(x, y)� f (x, y).
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 1 (коммутативность):

f (x, y)� g(x, y) = f (x, y) · g(x, y) = g(x, y) · f (x, y) = g(x, y)� f (x, y).
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 2 (ассоциативность):

f (x, y)� (g(x, y)� h(x, y)) =

= (f (x, y)� g(x, y))� h(x, y).
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 2 (ассоциативность):

f (x, y)� (g(x, y)� h(x, y)) = f (x, y) · (g(x, y) · h(x, y)) =

= (f (x, y)� g(x, y))� h(x, y).
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 2 (ассоциативность):

f (x, y)� (g(x, y)� h(x, y)) = f (x, y) · (g(x, y) · h(x, y)) =

= (f (x, y) · g(x, y)) · h(x, y) = (f (x, y)� g(x, y))� h(x, y).
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 3 (существование нулевого вектора):
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 3 (существование нулевого вектора):

x0y0 � f (x, y) =
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 3 (существование нулевого вектора):

x0y0 � f (x, y) = x0y0 · f (x, y) =
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 3 (существование нулевого вектора):

x0y0 � f (x, y) = x0y0 · f (x, y) = 1 · f (x, y) =
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 3 (существование нулевого вектора):

x0y0 � f (x, y) = x0y0 · f (x, y) = 1 · f (x, y) = f (x, y).
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 3 (существование нулевого вектора):

x0y0 � f (x, y) = x0y0 · f (x, y) = 1 · f (x, y) = f (x, y).

Значит, функция O(x, y) = x0y0 удовлетворяет требованию, предъ-
являемому к нулевому вектору линейного пространства.
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 4 (существование противоположного векто-
ра): если f (x, y) = xaya ∈ U , то
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 4 (существование противоположного векто-
ра): если f (x, y) = xayb ∈ U , то

x−ay−b�f (x, y) =
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 4 (существование противоположного векто-
ра): если f (x, y) = xayb ∈ U , то

x−ay−b�f (x, y) = x−ay−b·xayb =

27



Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 4 (существование противоположного векто-
ра): если f (x, y) = xayb ∈ U , то

x−ay−b�f (x, y) = x−ay−b ·xayb = x−a ·xa ·y−b ·yb =

28



Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 4 (существование противоположного векто-
ра): если f (x, y) = xayb ∈ U , то

x−ay−b�f (x, y) = x−ay−b ·xayb = x−a ·xa ·y−b ·yb = 1 ·1 =

29



Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 4 (существование противоположного векто-
ра): если f (x, y) = xayb ∈ U , то

x−ay−b�f (x, y) = x−ay−b ·xayb = x−a ·xa ·y−b ·yb = 1 ·1 = 1 =
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 4 (существование противоположного векто-
ра): если f (x, y) = xayb ∈ U , то

x−ay−b�f (x, y) = x−ay−b ·xayb = x−a ·xa ·y−b ·yb = 1 ·1 = 1 = O(x, y).
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 4 (существование противоположного векто-
ра): если f (x, y) = xayb ∈ U , то

x−ay−b�f (x, y) = x−ay−b ·xayb = x−a ·xa ·y−b ·yb = 1 ·1 = 1 = O(x, y).

Значит, функция g(x, y) = x−ay−b удовлетворяет требованию, предъ-
являемому к противоположному вектору.
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 5:

λ� (f (x, y)� g(x, y)) =

= (λ� f (x, y))� (λ� g(x, y)) .
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 5:

λ� (f (x, y)� g(x, y)) = (f (x, y) · g(x, y))λ =

= (λ� f (x, y))� (λ� g(x, y)) .
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 5:

λ� (f (x, y)� g(x, y)) = (f (x, y) · g(x, y))λ =

= fλ(x, y) · gλ(x, y) = (λ� f (x, y))� (λ� g(x, y)) .

35



Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 6:

(λ + µ)� f (x) =

= (λ� f (x, y))� (µ� f (x, y)) .
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 6:

(λ + µ)� f (x) = f (λ+µ)(x, y) =

= (λ� f (x, y))� (µ� f (x, y)) .
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 6:

(λ + µ)� f (x) = f (λ+µ)(x, y) =

= fλ(x, y) · fµ(x, y) = (λ� f (x, y))� (µ� f (x, y)) .
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 7:

(λ · µ)� f (x, y) = = µ� (λ� f (x, y)) .
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 7:

(λ · µ)� f (x, y) = f (λ·µ)(x, y) = = µ� (λ� f (x, y)) .
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 7:

(λ · µ)� f (x, y) = f (λ·µ)(x, y) =
(
fλ(x, y)

)µ
= µ� (λ� f (x, y)) .
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 8:

1� f (x, y) = = f (x, y).
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 8:

1� f (x, y) = f 1(x, y) = f (x, y).
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Пример 1. Рассмотрим множество U функций м f (x, y) = xayb,
определенных для x > 0, y > 0, с операциями «сложение» � и
«умножение на скаляр λ» λ�, введенных формулами:

f (x, y)�g(x, y) = f (x, y) ·g(x, y), λ�f (x, y) = fλ(x, y) = (f (x, y))λ .

(1)
Докажите, что U с этими операциями является линейным
пространством.

Решение. Аксиома 8:

1� f (x, y) = f 1(x, y) = f (x, y).

Значит, U — линейное пространство.
Вернёмся к лекции?
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Пример 2. Проверьте, является ли линейно зависимой систе-
ма многочленов

{
(x− 1)2, (x + 1)2, x2 − 1, x2 + 1, x2 + x + 1

}
.

Решение.
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Пример 2. Проверьте, является ли линейно зависимой систе-
ма многочленов

{
(x− 1)2, (x + 1)2, x2 − 1, x2 + 1, x2 + x + 1

}
.

Решение. По определению линейной зависимости системы век-
торов
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Пример 2. Проверьте, является ли линейно зависимой систе-
ма многочленов

{
(x− 1)2, (x + 1)2, x2 − 1, x2 + 1, x2 + x + 1

}
.

Решение. По определению линейной зависимости системы век-
торов

α(x− 1)2 + β(x + 1)2 + γ
(
x2 − 1

)
+ δ
(
x2 + 1

)
+ ε
(
x2 + x + 1

)
≡ 0.
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Пример 2. Проверьте, является ли линейно зависимой систе-
ма многочленов

{
(x− 1)2, (x + 1)2, x2 − 1, x2 + 1, x2 + x + 1

}
.

Решение. По определению линейной зависимости системы век-
торов

α(x− 1)2 + β(x + 1)2 + γ
(
x2 − 1

)
+ δ
(
x2 + 1

)
+ ε
(
x2 + x + 1

)
≡ 0.

По определению равенства многочленов в левой и правой частях
этого равенства должны совпадать коэффициенты при одинаковых
степенях переменной: учитывая, что 0 = 0x2 + 0x + 0x0,
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Пример 2. Проверьте, является ли линейно зависимой систе-
ма многочленов

{
(x− 1)2, (x + 1)2, x2 − 1, x2 + 1, x2 + x + 1

}
.

Решение. По определению линейной зависимости системы век-
торов

α(x− 1)2 + β(x + 1)2 + γ
(
x2 − 1

)
+ δ
(
x2 + 1

)
+ ε
(
x2 + x + 1

)
≡ 0.

По определению равенства многочленов в левой и правой частях
этого равенства должны совпадать коэффициенты при одинаковых
степенях переменной: учитывая, что 0 = 0x2 + 0x + 0x0,

(α + β + γ + δ + ε)x2 + (−2α + 2β + ε)x + (α + β − γ + δ + ε) ≡ 0.
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Пример 2. Проверьте, является ли линейно зависимой систе-
ма многочленов

{
(x− 1)2, (x + 1)2, x2 − 1, x2 + 1, x2 + x + 1

}
.

Решение. По определению линейной зависимости системы век-
торов

α(x− 1)2 + β(x + 1)2 + γ
(
x2 − 1

)
+ δ
(
x2 + 1

)
+ ε
(
x2 + x + 1

)
≡ 0.

По определению равенства многочленов в левой и правой частях
этого равенства должны совпадать коэффициенты при одинаковых
степенях переменной:

(α + β + γ + δ + ε)x2 + (−2α + 2β + ε)x + (α + β − γ + δ + ε) ≡ 0.
коэффициент при x2
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Пример 2. Проверьте, является ли линейно зависимой систе-
ма многочленов

{
(x− 1)2, (x + 1)2, x2 − 1, x2 + 1, x2 + x + 1

}
.

Решение. По определению линейной зависимости системы век-
торов

α(x− 1)2 + β(x + 1)2 + γ
(
x2 − 1

)
+ δ
(
x2 + 1

)
+ ε
(
x2 + x + 1

)
≡ 0.

По определению равенства многочленов в левой и правой частях
этого равенства должны совпадать коэффициенты при одинаковых
степенях переменной:

(α + β + γ + δ + ε)x2 + (−2α + 2β + ε)x + (α + β − γ + δ + ε) ≡ 0.
α + β + γ + δ + ε = коэффициент при x2
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Пример 2. Проверьте, является ли линейно зависимой систе-
ма многочленов

{
(x− 1)2, (x + 1)2, x2 − 1, x2 + 1, x2 + x + 1

}
.

Решение. По определению линейной зависимости системы век-
торов

α(x− 1)2 + β(x + 1)2 + γ
(
x2 − 1

)
+ δ
(
x2 + 1

)
+ ε
(
x2 + x + 1

)
≡ 0.

По определению равенства многочленов в левой и правой частях
этого равенства должны совпадать коэффициенты при одинаковых
степенях переменной: учитывая, что 0 = 0x2 + 0x + 0x0,

(α + β + γ + δ + ε)x2 + (−2α + 2β + ε)x + (α + β − γ + δ + ε) ≡ 0.
α + β + γ + δ + ε = 0, коэффициент при x2
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Пример 2. Проверьте, является ли линейно зависимой систе-
ма многочленов

{
(x− 1)2, (x + 1)2, x2 − 1, x2 + 1, x2 + x + 1

}
.

Решение. По определению линейной зависимости системы век-
торов

α(x− 1)2 + β(x + 1)2 + γ
(
x2 − 1

)
+ δ
(
x2 + 1

)
+ ε
(
x2 + x + 1

)
≡ 0.

По определению равенства многочленов в левой и правой частях
этого равенства должны совпадать коэффициенты при одинаковых
степенях переменной: учитывая, что 0 = 0x2 + 0x + 0x0,

(α + β + γ + δ + ε)x2 + (−2α + 2β + ε)x + (α + β − γ + δ + ε) ≡ 0.
α + β + γ + δ + ε = 0, коэффициент при x2

коэффициент при x
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Пример 2. Проверьте, является ли линейно зависимой систе-
ма многочленов

{
(x− 1)2, (x + 1)2, x2 − 1, x2 + 1, x2 + x + 1

}
.

Решение. По определению линейной зависимости системы век-
торов

α(x− 1)2 + β(x + 1)2 + γ
(
x2 − 1

)
+ δ
(
x2 + 1

)
+ ε
(
x2 + x + 1

)
≡ 0.

По определению равенства многочленов в левой и правой частях
этого равенства должны совпадать коэффициенты при одинаковых
степенях переменной: учитывая, что 0 = 0x2 + 0x + 0x0,

(α + β + γ + δ + ε)x2 + (−2α + 2β + ε)x + (α + β − γ + δ + ε) ≡ 0.
α + β + γ + δ + ε = 0, коэффициент при x2

−2α + 2β + ε = 0, коэффициент при x

54



Пример 2. Проверьте, является ли линейно зависимой систе-
ма многочленов

{
(x− 1)2, (x + 1)2, x2 − 1, x2 + 1, x2 + x + 1

}
.

Решение. По определению линейной зависимости системы век-
торов

α(x− 1)2 + β(x + 1)2 + γ
(
x2 − 1

)
+ δ
(
x2 + 1

)
+ ε
(
x2 + x + 1

)
≡ 0.

По определению равенства многочленов в левой и правой частях
этого равенства должны совпадать коэффициенты при одинаковых
степенях переменной: учитывая, что 0 = 0x2 + 0x + 0x0,

(α + β + γ + δ + ε)x2 + (−2α + 2β + ε)x + (α + β − γ + δ + ε) ≡ 0.
α + β + γ + δ + ε = 0, коэффициент при x2

−2α + 2β + ε = 0, коэффициент при x
коэффициент при x0
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Пример 2. Проверьте, является ли линейно зависимой систе-
ма многочленов

{
(x− 1)2, (x + 1)2, x2 − 1, x2 + 1, x2 + x + 1

}
.

Решение. По определению линейной зависимости системы век-
торов

α(x− 1)2 + β(x + 1)2 + γ
(
x2 − 1

)
+ δ
(
x2 + 1

)
+ ε
(
x2 + x + 1

)
≡ 0.

По определению равенства многочленов в левой и правой частях
этого равенства должны совпадать коэффициенты при одинаковых
степенях переменной: учитывая, что 0 = 0x2 + 0x + 0x0,

(α + β + γ + δ + ε)x2 + (−2α + 2β + ε)x + (α + β − γ + δ + ε) ≡ 0.
α + β + γ + δ + ε = 0, коэффициент при x2

−2α + 2β + ε = 0, коэффициент при x
α + β − γ + δ + ε = 0. коэффициент при x0
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Пример 2. Проверьте, является ли линейно зависимой систе-
ма многочленов

{
(x− 1)2, (x + 1)2, x2 − 1, x2 + 1, x2 + x + 1

}
.

Решение. Система уравнений
α + β + γ + δ + ε = 0, коэффициент при x2

−2α + 2β + ε = 0, коэффициент при x
α + β − γ + δ + ε = 0. коэффициент при x0

имеет ненулевое решение (которое можно получить, например, ме-
тодом Гаусса).
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Пример 2. Проверьте, является ли линейно зависимой систе-
ма многочленов

{
(x− 1)2, (x + 1)2, x2 − 1, x2 + 1, x2 + x + 1

}
.

Решение. Итак, равенство

α(x− 1)2 + β(x + 1)2 + γ
(
x2 − 1

)
+ δ
(
x2 + 1

)
+ ε
(
x2 + x + 1

)
≡ 0.

может выполняться при значениях коэффициентов, не все из кото-
рых равны 0.
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Пример 2. Проверьте, является ли линейно зависимой систе-
ма многочленов

{
(x− 1)2, (x + 1)2, x2 − 1, x2 + 1, x2 + x + 1

}
.

Решение. Итак, равенство

α(x− 1)2 + β(x + 1)2 + γ
(
x2 − 1

)
+ δ
(
x2 + 1

)
+ ε
(
x2 + x + 1

)
≡ 0.

может выполняться при значениях коэффициентов, не все из кото-
рых равны 0.
Значит, система векторов линейной зависима по определению.
Вернёмся к лекции?
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Пример 3. Выяснить, является ли множество{
x2 + y2, x2 − y2, (x + y)2 , (x− y)2

}
системой порожда-

ющих линейного пространства U квадратичных форм.

Решение.
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Пример 3. Выяснить, является ли множество{
x2 + y2, x2 − y2, (x + y)2 , (x− y)2

}
системой порожда-

ющих линейного пространства U квадратичных форм.

Решение. По определению системы порождающих линей-
ного пространства любой многочлен из линейного пространства
квадратичных форм должен раскладываться в линейную комбина-
цию векторов данной системы.
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Пример 3. Выяснить, является ли множество{
x2 + y2, x2 − y2, (x + y)2 , (x− y)2

}
системой порожда-

ющих линейного пространства U квадратичных форм.

Решение. Возьмем произвольный многочлен из U . Обозначим его
коэффициенты буквами, например, a, b, c.

62



Пример 3. Выяснить, является ли множество{
x2 + y2, x2 − y2, (x + y)2 , (x− y)2

}
системой порожда-

ющих линейного пространства U квадратичных форм.

Решение. Итак, возьмем произвольный многочлен
ax2 + bxy + cy2. Обозначим коэффициенты разложения буквами,
например, α, β, γ, δ:
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Пример 3. Выяснить, является ли множество{
x2 + y2, x2 − y2, (x + y)2 , (x− y)2

}
системой порожда-

ющих линейного пространства U квадратичных форм.

Решение. Итак, возьмем произвольный многочлен
ax2 + bxy + cy2. Обозначим коэффициенты разложения буквами,
например, α, β, γ, δ:

ax2 + bxy + cy2 = α
(
x2 + y2

)
+ β

(
x2 − y2

)
+ γ (x + y)2 + δ (x− y)2 .
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Пример 3. Выяснить, является ли множество{
x2 + y2, x2 − y2, (x + y)2 , (x− y)2

}
системой порожда-

ющих линейного пространства U квадратичных форм.

Решение.

ax2 + bxy + cy2 = α
(
x2 + y2

)
+ β

(
x2 − y2

)
+ γ (x + y)2︸ ︷︷ ︸

x2+2xy+y2

+δ (x− y)2︸ ︷︷ ︸
x2−2xy+y2

.
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Пример 3. Выяснить, является ли множество{
x2 + y2, x2 − y2, (x + y)2 , (x− y)2

}
системой порожда-

ющих линейного пространства U квадратичных форм.

Решение.

ax2 + bxy + cy2 = α
(
x2 + y2

)
+ β

(
x2 − y2

)
+ γ (x + y)2︸ ︷︷ ︸

x2+2xy+y2

+δ (x− y)2︸ ︷︷ ︸
x2−2xy+y2

.

x2

xy

y2

⇒
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Пример 3. Выяснить, является ли множество{
x2 + y2, x2 − y2, (x + y)2 , (x− y)2

}
системой порожда-

ющих линейного пространства U квадратичных форм.

Решение.

ax2 + bxy + cy2 = α
(
x2 + y2

)
+ β

(
x2 − y2

)
+ γ (x + y)2︸ ︷︷ ︸

x2+2xy+y2

+δ (x− y)2︸ ︷︷ ︸
x2−2xy+y2

.

x2 = a,

xy

y2

⇒
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Пример 3. Выяснить, является ли множество{
x2 + y2, x2 − y2, (x + y)2 , (x− y)2

}
системой порожда-

ющих линейного пространства U квадратичных форм.

Решение.

ax2 + bxy + cy2 = α
(
x2 + y2

)
+ β

(
x2 − y2

)
+ γ (x + y)2︸ ︷︷ ︸

x2+2xy+y2

+δ (x− y)2︸ ︷︷ ︸
x2−2xy+y2

.

x2 α + β + γ + δ = a,

xy

y2

⇒
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Пример 3. Выяснить, является ли множество{
x2 + y2, x2 − y2, (x + y)2 , (x− y)2

}
системой порожда-

ющих линейного пространства U квадратичных форм.

Решение.

ax2 + bxy + cy2 = α
(
x2 + y2

)
+ β

(
x2 − y2

)
+ γ (x + y)2︸ ︷︷ ︸

x2+2xy+y2

+δ (x− y)2︸ ︷︷ ︸
x2−2xy+y2

.

x2 α + β + γ + δ = a,

xy = b,

y2

⇒
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Пример 3. Выяснить, является ли множество{
x2 + y2, x2 − y2, (x + y)2 , (x− y)2

}
системой порожда-

ющих линейного пространства U квадратичных форм.

Решение.

ax2 + bxy + cy2 = α
(
x2 + y2

)
+ β

(
x2 − y2

)
+ γ (x + y)2︸ ︷︷ ︸

x2+2xy+y2

+δ (x− y)2︸ ︷︷ ︸
x2−2xy+y2

.

x2 α + β + γ + δ = a,

xy 2γ − 2δ = b,

y2

⇒
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Пример 3. Выяснить, является ли множество{
x2 + y2, x2 − y2, (x + y)2 , (x− y)2

}
системой порожда-

ющих линейного пространства U квадратичных форм.

Решение.

ax2 + bxy + cy2 = α
(
x2 + y2

)
+ β

(
x2 − y2

)
+ γ (x + y)2︸ ︷︷ ︸

x2+2xy+y2

+δ (x− y)2︸ ︷︷ ︸
x2−2xy+y2

.

x2 α + β + γ + δ = a,

xy 2γ − 2δ = b,

y2 = c

⇒
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Пример 3. Выяснить, является ли множество{
x2 + y2, x2 − y2, (x + y)2 , (x− y)2

}
системой порожда-

ющих линейного пространства U квадратичных форм.

Решение.

ax2 + bxy + cy2 = α
(
x2 + y2

)
+ β

(
x2 − y2

)
+ γ (x + y)2︸ ︷︷ ︸

x2+2xy+y2

+δ (x− y)2︸ ︷︷ ︸
x2−2xy+y2

.

x2 α + β + γ + δ = a,

xy 2γ − 2δ = b,

y2 α− β + γ + δ = c

⇒
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Пример 3. Выяснить, является ли множество{
x2 + y2, x2 − y2, (x + y)2 , (x− y)2

}
системой порожда-

ющих линейного пространства U квадратичных форм.

Решение.

ax2 + bxy + cy2 = α
(
x2 + y2

)
+ β

(
x2 − y2

)
+ γ (x + y)2︸ ︷︷ ︸

x2+2xy+y2

+δ (x− y)2︸ ︷︷ ︸
x2−2xy+y2

.

x2 α + β + γ + δ = a,

xy 2γ − 2δ = b,

y2 α− β + γ + δ = c

⇒


α =

a + c

2
− 2δ,

γ = δ,

β =
a− c
2

73



Пример 3. Выяснить, является ли множество{
x2 + y2, x2 − y2, (x + y)2 , (x− y)2

}
системой порожда-

ющих линейного пространства U квадратичных форм.

Решение.

ax2 + bxy + cy2 = α
(
x2 + y2

)
+ β

(
x2 − y2

)
+ γ (x + y)2︸ ︷︷ ︸

x2+2xy+y2

+δ (x− y)2︸ ︷︷ ︸
x2−2xy+y2

.

x2 α + β + γ + δ = a,

xy 2γ − 2δ = b,

y2 α− β + γ + δ = c

⇒


α =

a + c

2
− 2δ,

γ = δ,

β =
a− c
2

Значит, нужные значения α, β, γ можно найти при любых значени-
ях a, b, c, например, при δ = 0. Вернёмся к лекции?
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти?
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Базис линейного пространства U .
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Базис линейного пространства U .
В каком виде представим ответ?
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Базис линейного пространства U .
В каком виде представим ответ? Перечислим базисные вектора

в фигурных скобках.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Базис линейного пространства U .
В каком виде представим ответ? Перечислим базисные вектора

в фигурных скобках.
Введем переменные.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Базис линейного пространства U .
В каком виде представим ответ? Перечислим базисные вектора

в фигурных скобках.
Введем переменные. Нам надо найти матрицы. Матрица опреде-

ляется
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Базис линейного пространства U .
В каком виде представим ответ? Перечислим базисные вектора

в фигурных скобках.
Введем переменные. Нам надо найти матрицы. Матрица опреде-

ляется своими коэффициентами.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Базис линейного пространства U .
В каком виде представим ответ? Перечислим базисные вектора

в фигурных скобках.
Введем переменные. Нам надо найти матрицы. Матрица опреде-

ляется своими коэффициентами. Поэтому обозначим буквами

коэффициенты матрицы из базиса:
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Базис линейного пространства U .
В каком виде представим ответ? Перечислим базисные вектора

в фигурных скобках.
Введем переменные. Нам надо найти матрицы. Матрица опреде-

ляется своими коэффициентами. Поэтому обозначим буквами

коэффициенты матрицы из базиса:
(
a b

c d

)
.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Базис линейного пространства U .
В каком виде представим ответ? Перечислим базисные вектора

в фигурных скобках.
Введем переменные. Нам надо найти матрицы. Матрица опреде-

ляется своими коэффициентами. Поэтому обозначим буквами

коэффициенты матрицы из базиса:
(
a b

c d

)
. По условию эта матрица

должна быть симметричной, т.е.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Базис линейного пространства U .
В каком виде представим ответ? Перечислим базисные вектора

в фигурных скобках.
Введем переменные. Нам надо найти матрицы. Матрица опреде-

ляется своими коэффициентами. Поэтому обозначим буквами

коэффициенты матрицы из базиса:
(
a b

c d

)
. По условию эта матри-

ца должна быть симметричной, т.е.(
a b

c d

)t
=

(
a b

c d

)
.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Базис линейного пространства U .
В каком виде представим ответ? Перечислим базисные вектора

в фигурных скобках.
Введем переменные. Нам надо найти матрицы. Матрица опреде-

ляется своими коэффициентами. Поэтому обозначим буквами

коэффициенты матрицы из базиса:
(
a b

c d

)
. По условию эта матри-

ца должна быть симметричной, т.е.(
a c

b d

)
=

(
a b

c d

)t
=

(
a b

c d

)
.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Базис линейного пространства U .
В каком виде представим ответ? Перечислим базисные вектора

в фигурных скобках.
Введем переменные. Нам надо найти матрицы. Матрица опреде-

ляется своими коэффициентами. Поэтому обозначим буквами

коэффициенты матрицы из базиса:
(
a b

c d

)
. По условию эта матри-

ца должна быть симметричной, т.е.(
a c

b d

)
=

(
a b

c d

)t
=

(
a b

c d

)
. Следовательно, b = c.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Базис линейного пространства U .
В каком виде представим ответ? Перечислим базисные вектора

в фигурных скобках.
Введем переменные. Получили, что произвольная матрица из U

имеет вид
(
a b

b d

)
.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Базис линейного пространства U .
В каком виде представим ответ? Перечислим базисные вектора

в фигурных скобках.
Введем переменные. Получили, что произвольная матрица из U

имеет вид
(
a b

b d

)
.

Теперь мы доказались в непривычной ситуации «почти абсолют-
ной свободы», так как требуемых базисов бесконечно много. Свобода
приносит пользу только в том случае, если мы можем ей с толком
распорядиться.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Базис линейного пространства U .
В каком виде представим ответ? Перечислим базисные вектора

в фигурных скобках.
Введем переменные. Получили, что произвольная матрица из U

имеет вид
(
a b

b d

)
.

Произвольный вектор линейного пространства U определяется тре-
мя независимыми параметрами a, b, d.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Базис линейного пространства U .
В каком виде представим ответ? Перечислим базисные вектора

в фигурных скобках.
Введем переменные. Получили, что произвольная матрица из U

имеет вид
(
a b

b d

)
.

Произвольный вектор линейного пространства U определяется тре-
мя независимыми параметрами a, b, d. «Протащим единичку через
параметры», то есть положим равными нулю все параметры, кроме
одного «исключительного», равного 1,
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Базис линейного пространства U .
В каком виде представим ответ? Перечислим базисные вектора

в фигурных скобках.
Введем переменные. Получили, что произвольная матрица из U

имеет вид
(
a b

b d

)
.

Произвольный вектор линейного пространства U определяется тре-
мя независимыми параметрами a, b, d. Положим равными нулю все
параметры, кроме одного «исключительного», равного 1, и в качестве
такого «исключительного параметра» по очереди будем назначать
каждый из трех параметров.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение.(
a b

b d

)
Б =

{(
1

)
;

}
.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение.(
a b

b d

)
Б =

{(
1 0

0 0

)
;

}
.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение.(
a b

b d

)
Б =

{(
1 0

0 0

)
;

(
1

1

)
;

}
.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение.(
a b

b d

)
Б =

{(
1 0

0 0

)
;

(
0 1

1 0

)
;

}
.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение.(
a b

b d

)
Б =

{(
1 0

0 0

)
;

(
0 1

1 0

)
;

(
1

)}
.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение.(
a b

b d

)
Б =

{(
1 0

0 0

)
;

(
0 1

1 0

)
;

(
0 0

0 1

)}
.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение.(
a b

b d

)
Б =

{(
1 0

0 0

)
;

(
0 1

1 0

)
;

(
0 0

0 1

)}
.

101



Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Итак, получили базу (или базис, если считать, что век-

тора упорядочены) Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Итак, получили базу (или базис, если считать, что век-

тора упорядочены) Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Базис (или базу), полученную таким «протаскиванием единички
через параметры» мы будем в дальнейшем называть естественным
базисом (термин нестандартный).
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Итак, получили базу (или базис, если считать, что век-

тора упорядочены) Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Проверим, что система Б (будем считать ее упорядоченной) — дей-
ствительно базис.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Итак, получили базу (или базис, если считать, что век-

тора упорядочены) Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Проверим, что система Б (будем считать ее упорядоченной) — дей-
ствительно базис.

Во-первых , надо убедиться, что система Б линейно независи-
ма.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Итак, получили базу (или базис, если считать, что век-

тора упорядочены) Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Проверим, что система Б (будем считать ее упорядоченной) — дей-
ствительно базис.

Во-первых , надо убедиться, что система Б линейно независи-
ма.

Во-вторых, следует убедиться, что при добавлении в эту систе-
му хотя бы одного вектора она становится линейно зависимой.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Итак, получили базу (или базис, если считать, что век-

тора упорядочены) Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Проверим, что система Б (будем считать ее упорядоченной) — дей-
ствительно базис.
Докажем, что система Б линейно независима:
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Итак, получили базу (или базис, если считать, что век-

тора упорядочены) Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Проверим, что система Б (будем считать ее упорядоченной) — дей-
ствительно базис.
Докажем, что система Б линейно независима:

x

(
1 0

0 0

)
+y

(
0 1

1 0

)
+z

(
0 0

0 1

)
=

(
0 0

0 0

)
⇒
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Итак, получили базу (или базис, если считать, что век-

тора упорядочены) Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Проверим, что система Б (будем считать ее упорядоченной) — дей-
ствительно базис.
Докажем, что система Б линейно независима:

x

(
1 0

0 0

)
+y

(
0 1

1 0

)
+z

(
0 0

0 1

)
=

(
0 0

0 0

)
⇒
(
x y

y z

)
=

(
0 0

0 0

)
,
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Итак, получили базу (или базис, если считать, что век-

тора упорядочены) Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Проверим, что система Б (будем считать ее упорядоченной) — дей-
ствительно базис.
Докажем, что система Б линейно независима:

x

(
1 0

0 0

)
+y

(
0 1

1 0

)
+z

(
0 0

0 1

)
=

(
0 0

0 0

)
⇒
(
x y

y z

)
=

(
0 0

0 0

)
,

откуда x = y = z = 0, что и требовалось доказать.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Итак, получили базу (или базис, если считать, что век-

тора упорядочены) Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Теперь докажем утверждение «во-вторых»:

111



Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Итак, получили базу (или базис, если считать, что век-

тора упорядочены) Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Теперь докажем утверждение «во-вторых»: при добавлении в
систему Б хотя бы одного вектора она становится линейно зави-
симой.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Итак, получили базу (или базис, если считать, что век-

тора упорядочены) Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Добавим в систему Б вектор
(
a b

b c

)
.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Итак, получили базу (или базис, если считать, что век-

тора упорядочены) Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Получим систему Б’ =
{(

1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

(
a b

b c

)}
.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Итак, получили базу (или базис, если считать, что век-

тора упорядочены) Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Получим систему Б’ =
{(

1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

(
a b

b c

)}
.

a ·
(

1 0

0 0

)
+ b ·

(
0 1

1 0

)
+ c ·

(
0 0

0 1

)
+ (−1) ·

(
a b

b c

)
=

(
0 0

0 0

)
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Итак, получили базу (или базис, если считать, что век-

тора упорядочены) Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Получим систему Б’ =
{(

1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

(
a b

b c

)}
.

a ·
(

1 0

0 0

)
+ b ·

(
0 1

1 0

)
+ c ·

(
0 0

0 1

)
+ (−1) ·

(
a b

b c

)
=

(
0 0

0 0

)
— нетривиальная линейная комбинация, равная нулевому вектору.

116



Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Итак, получили базу (или базис, если считать, что век-

тора упорядочены) Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Получим систему Б’ =
{(

1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

(
a b

b c

)}
.

a ·
(

1 0

0 0

)
+ b ·

(
0 1

1 0

)
+ c ·

(
0 0

0 1

)
+ (−1) ·

(
a b

b c

)
=

(
0 0

0 0

)
— нетривиальная линейная комбинация, равная нулевому вектору.
Значит, при добавлении в систему Б произвольного вектора из U ,

она становится линейно зависимой.
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Пример 4. Найти какой-либо базис линейного простран-
ства U симметричных матриц размерности 2× 2.

Решение. Мы доказали, что система векторов

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
является базой (или базисом, если считать, что вектора упорядоче-

ны) линейного пространства U , состоящего из матриц вида
(
x y

y z

)
.

Вернёмся к лекции или рассмотреть другой пример?
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Пример 5. Найти какой-нибудь базис линейного пространства U
многочленов степени не выше 3 с вещественными коэффициентами.

Решение.
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Пример 5. Найти какой-нибудь базис линейного пространства U
многочленов степени не выше 3 с вещественными коэффициентами.

Решение. Произвольный вектор из U : ax0 + bx + cx2 + dx3 одно-
значно определяют четыре параметра a, b, c, d. Эти параметра неза-
висимы в том смысле, что значение каждого из них никаким образом
не зависит от значения остальных параметров. Кроме того, вектор
является линейной функцией от этих параметров, то есть
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Пример 5. Найти какой-нибудь базис линейного пространства U
многочленов степени не выше 3 с вещественными коэффициентами.

Решение. Произвольный вектор из U : ax0 + bx + cx2 + dx3 одно-
значно определяют четыре параметра a, b, c, d. Эти параметра неза-
висимы в том смысле, что значение каждого из них никаким образом
не зависит от значения остальных параметров. Кроме того, вектор
является линейной функцией от этих параметров, то есть если, на-
пример, положить F (a, b, c, d) = ax0 + bx + cx2 + dx3, то F является
функцией, линейной по каждому из этих параметров.
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Пример 5. Найти какой-нибудь базис линейного пространства U
многочленов степени не выше 3 с вещественными коэффициентами.

Решение. Произвольный вектор из U : ax0 + bx + cx2 + dx3 одно-
значно определяют четыре параметра a, b, c, d. Эти параметра неза-
висимы в том смысле, что значение каждого из них никаким образом
не зависит от значения остальных параметров. Кроме того, вектор
является линейной функцией от этих параметров, то есть если, на-
пример, положить F (a, b, c, d) = ax0 + bx + cx2 + dx3, то F является
функцией, линейной по каждому из этих параметров.
Напомним, что, например, линейность по параметру определяется

равенством F (λ1a1 + λ2a2, b, c, d) = λ1F (a1, b, c, d) + λ2F (a2, b, c, d).
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Пример 5. Найти какой-нибудь базис линейного пространства U
многочленов степени не выше 3 с вещественными коэффициентами.

Решение. «Протаскиванием единички через параметры» получа-
ем систему векторов:

Б =
{ }

a︸︷︷︸
=1

·x0 + b︸︷︷︸
=0

·x + c︸︷︷︸
=0

·x2 + d︸︷︷︸
=0

·x3
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Пример 5. Найти какой-нибудь базис линейного пространства U
многочленов степени не выше 3 с вещественными коэффициентами.

Решение. «Протаскиванием единички через параметры» получа-
ем систему векторов:

Б =
{ }

1 · x0 +0 · x +0 · x2 +0 · x3
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Пример 5. Найти какой-нибудь базис линейного пространства U
многочленов степени не выше 3 с вещественными коэффициентами.

Решение. «Протаскиванием единички через параметры» получа-
ем систему векторов:

Б =
{
x0,

}
1 · x0 +0 · x +0 · x2 +0 · x3 = x0
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Пример 5. Найти какой-нибудь базис линейного пространства U
многочленов степени не выше 3 с вещественными коэффициентами.

Решение. «Протаскиванием единички через параметры» получа-
ем систему векторов:

Б =
{
x0,

}
1 · x0 +0 · x +0 · x2 +0 · x3 = x0

0 · x0 +1 · x +0 · x2 +0 · x3
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Пример 5. Найти какой-нибудь базис линейного пространства U
многочленов степени не выше 3 с вещественными коэффициентами.

Решение. «Протаскиванием единички через параметры» получа-
ем систему векторов:

Б =
{
x0,x,

}
1 · x0 +0 · x +0 · x2 +0 · x3 = x0

0 · x0 +1 · x +0 · x2 +0 · x3 = x
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Пример 5. Найти какой-нибудь базис линейного пространства U
многочленов степени не выше 3 с вещественными коэффициентами.

Решение. «Протаскиванием единички через параметры» получа-
ем систему векторов:

Б =
{
x0,x,

}
1 · x0 +0 · x +0 · x2 +0 · x3 = x0

0 · x0 +1 · x +0 · x2 +0 · x3 = x

0 · x0 +0 · x +1 · x2 +0 · x3
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Пример 5. Найти какой-нибудь базис линейного пространства U
многочленов степени не выше 3 с вещественными коэффициентами.

Решение. «Протаскиванием единички через параметры» получа-
ем систему векторов:

Б =
{
x0,x,x2,

}
1 · x0 +0 · x +0 · x2 +0 · x3 = x0

0 · x0 +1 · x +0 · x2 +0 · x3 = x

0 · x0 +0 · x +1 · x2 +0 · x3 = x2
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Пример 5. Найти какой-нибудь базис линейного пространства U
многочленов степени не выше 3 с вещественными коэффициентами.

Решение. «Протаскиванием единички через параметры» получа-
ем систему векторов:

Б =
{
x0,x,x2,

}
1 · x0 +0 · x +0 · x2 +0 · x3 = x0

0 · x0 +1 · x +0 · x2 +0 · x3 = x

0 · x0 +0 · x +1 · x2 +0 · x3 = x2

0 · x0 +0 · x +0 · x2 +1 · x3
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Пример 5. Найти какой-нибудь базис линейного пространства U
многочленов степени не выше 3 с вещественными коэффициентами.

Решение. «Протаскиванием единички через параметры» получа-
ем систему векторов:

Б =
{
x0,x,x2,x3

}
1 · x0 +0 · x +0 · x2 +0 · x3 = x0

0 · x0 +1 · x +0 · x2 +0 · x3 = x

0 · x0 +0 · x +1 · x2 +0 · x3 = x2

0 · x0 +0 · x +0 · x2 +1 · x3 = x3
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Пример 5. Найти какой-нибудь базис линейного пространства U
многочленов степени не выше 3 с вещественными коэффициентами.

Решение. «Протаскиванием единички через параметры» получа-
ем систему векторов:

Б =
{
x0,x,x2,x3

}
1 · x0 +0 · x +0 · x2 +0 · x3 = x0

0 · x0 +1 · x +0 · x2 +0 · x3 = x

0 · x0 +0 · x +1 · x2 +0 · x3 = x2

0 · x0 +0 · x +0 · x2 +1 · x3 = x3
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Пример 5. Найти какой-нибудь базис линейного пространства U
многочленов степени не выше 3 с вещественными коэффициентами.

Решение. «Протаскиванием единички через параметры» получи-
ли систему векторов:

Б =
{
x0,x,x2,x3

}
.
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Пример 5. Найти какой-нибудь базис линейного пространства U
многочленов степени не выше 3 с вещественными коэффициентами.

Решение. «Протаскиванием единички через параметры» получи-
ли систему векторов:

Б =
{
x0,x,x2,x3

}
.

Линейная независимость этой системы векторов следует из
свойств многочленов. Максимальность этой системы среди всех ли-
нейно независимых систем векторов очевидна.
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Пример 5. Найти какой-нибудь базис линейного пространства U
многочленов степени не выше 3 с вещественными коэффициентами.

Решение. «Протаскиванием единички через параметры» получи-
ли систему векторов:

Б =
{
x0,x,x2,x3

}
.

Линейная независимость этой системы векторов следует из свойств
многочленов. Максимальность этой системы среди всех линейно неза-
висимых систем векторов очевидна.
Мы доказали, что система векторов Б является базисом.
Вернёмся к лекции?

135



Пример 6. Найдите координаты вектора
(

0 2

2 −1

)
линейного

пространства симметричных матриц в его естествен-

ном базисе Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Решение.
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Пример 6. Найдите координаты вектора
(

0 2

2 −1

)
линейного

пространства симметричных матриц в его естествен-

ном базисе Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Решение.(
0 2

2 −1

)
=
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Пример 6. Найдите координаты вектора
(

0 2

2 −1

)
линейного

пространства симметричных матриц в его естествен-

ном базисе Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Решение.(
0 2

2 −1

)
= 0 ·

(
1 0

0 0

)
+
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Пример 6. Найдите координаты вектора
(

0 2

2 −1

)
линейного

пространства симметричных матриц в его естествен-

ном базисе Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Решение.(
0 2

2 −1

)
= 0 ·

(
1 0

0 0

)
+ 2 ·

(
0 1

1 0

)
+
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Пример 6. Найдите координаты вектора
(

0 2

2 −1

)
линейного

пространства симметричных матриц в его естествен-

ном базисе Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Решение.(
0 2

2 −1

)
= 0 ·

(
1 0

0 0

)
+ 2 ·

(
0 1

1 0

)
+ (−1) ·

(
0 0

0 1

)
.
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Пример 6. Найдите координаты вектора
(

0 2

2 −1

)
линейного

пространства симметричных матриц в его естествен-

ном базисе Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Решение.(
0 2

2 −1

)
= 0 ·

(
1 0

0 0

)
+ 2 ·

(
0 1

1 0

)
+ (−1) ·

(
0 0

0 1

)
.

Поэтому столбец координат матрицы
(

0 2

2 −1

)
в базисе Б имеет вид[(

0 2

2 −1

)]
Б

=

 0
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Пример 6. Найдите координаты вектора
(

0 2

2 −1

)
линейного

пространства симметричных матриц в его естествен-

ном базисе Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Решение.(
0 2

2 −1

)
= 0 ·

(
1 0

0 0

)
+ 2 ·

(
0 1

1 0

)
+ (−1) ·

(
0 0

0 1

)
.

Поэтому столбец координат матрицы
(

0 2

2 −1

)
в базисе Б имеет вид[(

0 2

2 −1

)]
Б

=

 0

2
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Пример 6. Найдите координаты вектора
(

0 2

2 −1

)
линейного

пространства симметричных матриц в его естествен-

ном базисе Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Решение.(
0 2

2 −1

)
= 0 ·

(
1 0

0 0

)
+ 2 ·

(
0 1

1 0

)
+ (−1) ·

(
0 0

0 1

)
.

Поэтому столбец координат матрицы
(

0 2

2 −1

)
в базисе Б имеет вид[(

0 2

2 −1

)]
Б

=

 0

2

−1
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Пример 6. Найдите координаты вектора
(

0 2

2 −1

)
линейного

пространства симметричных матриц в его естествен-

ном базисе Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Решение.(
0 2

2 −1

)
= 0 ·

(
1 0

0 0

)
+ 2 ·

(
0 1

1 0

)
+ (−1) ·

(
0 0

0 1

)
.

Поэтому столбец координат матрицы
(

0 2

2 −1

)
в базисе Б имеет вид[(

0 2

2 −1

)]
Б

=

 0

2

−1

.

Вернёмся к лекции или рассмотреть следующий пример?
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Пример 7. Найдите координаты многочлена 3− 2x + x3 в
естественном базисе Б =

{
x0,x,x2,x3

}
линейного простран-

ства многочленов степени не выше 3.

Решение.
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Пример 7. Найдите координаты многочлена 3− 2x + x3 в
естественном базисе Б =

{
x0,x,x2,x3

}
линейного простран-

ства многочленов степени не выше 3.

Решение.

3− 2x + x3 =
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Пример 7. Найдите координаты многочлена 3− 2x + x3 в
естественном базисе Б =

{
x0,x,x2,x3

}
линейного простран-

ства многочленов степени не выше 3.

Решение.

3− 2x + x3 = 3 · x0 + (−2) · x1 + 0 · x2 + 1 · x3,
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Пример 7. Найдите координаты многочлена 3− 2x + x3 в
естественном базисе Б =

{
x0,x,x2,x3

}
линейного простран-

ства многочленов степени не выше 3.

Решение.

3− 2x + x3 = 3 · x0 + (−2) · x1 + 0 · x2 + 1 · x3,

поэтому согласно формуле из определения координат вектора,
столбец координат многочлена 3− 2x + x3 в базисе =

{
x0, x, x2, x3

}
имеет вид

[
3− 2x + x3

]
Б =
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Пример 7. Найдите координаты многочлена 3− 2x + x3 в
естественном базисе Б =

{
x0,x,x2,x3

}
линейного простран-

ства многочленов степени не выше 3.

Решение.

3− 2x + x3 = 3 · x0 + (−2) · x1 + 0 · x2 + 1 · x3,

поэтому согласно формуле из определения координат вектора,
столбец координат многочлена 3− 2x + x3 в базисе =

{
x0, x, x2, x3

}
имеет вид

[
3− 2x + x3

]
Б =


3

−2
0

1

.

Вернёмся к лекции или рассмотреть следующий пример?
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение.
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Типовой план решения задачи по линейной алгебре состоит из сле-
дующих пунктов:
1) ввести базис;
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Типовой план решения задачи по линейной алгебре состоит из сле-
дующих пунктов:
1) ввести базис;
2) переформулировать задачи в терминах арифметического про-

странства Rn («пространства координат»), обычно это сведение к
анализу системы линейных уравнений или матричного уравнения;
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Типовой план решения задачи по линейной алгебре состоит из сле-
дующих пунктов:
1) ввести базис;
2) переформулировать задачи в терминах арифметического про-

странства Rn («пространства координат»), обычно это сведение к
анализу системы линейных уравнений или матричного уравнения;
3) решить полученную задачу для Rn (например, решить уравне-

ния);
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Типовой план решения задачи по линейной алгебре состоит из сле-
дующих пунктов:
1) ввести базис;
2) переформулировать задачи в терминах арифметического про-

странства Rn («пространства координат»), обычно это сведение к
анализу системы линейных уравнений или матричного уравнения;
3) решить полученную задачу для Rn (например, решить уравне-

ния);
4) интерпретировать результаты для исходного линейного про-

странства.
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение. Выполним пункт 1) типового плана: введем базис.
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение. Естественный базис линейного пространства U мы
уже находили при решении примера 4:

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение. Выполним пункт 2) типового плана: переформулиру-
ем задачу для R3.
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение. Выполним пункт 2) типового плана: переформулиру-
ем задачу для R3. Надо найти максимальную линейно независимую
подсистему столбцов координат исходной системы векторов в есте-

ственном базисе:
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение. Выполним пункт 2) типового плана: переформулиру-
ем задачу для R3. Надо найти максимальную линейно независимую
подсистему столбцов координат исходной системы векторов в есте-

ственном базисе:

 1

2

−1

 ,
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение. Выполним пункт 2) типового плана: переформулиру-
ем задачу для R3. Надо найти максимальную линейно независимую
подсистему столбцов координат исходной системы векторов в есте-

ственном базисе:

 1

2

−1

 ,

 −2−3
2

 ,
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение. Выполним пункт 2) типового плана: переформулиру-
ем задачу для R3. Надо найти максимальную линейно независимую
подсистему столбцов координат исходной системы векторов в есте-

ственном базисе:

 1

2

−1

 ,

 −2−3
2

 ,

 1

−1
−2

 ,
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение. Выполним пункт 2) типового плана: переформулиру-
ем задачу для R3. Надо найти максимальную линейно независимую
подсистему столбцов координат исходной системы векторов в есте-

ственном базисе:

 1

2

−1

 ,

 −2−3
2

 ,

 1

−1
−2

 ,

 4

9

−3

.
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение. Выполним пункт 2) типового плана: переформулиру-
ем задачу для R3. Надо найти максимальную линейно независимую
подсистему столбцов координат исходной системы векторов в есте-

ственном базисе:

 1

2

−1

 ,

 −2−3
2

 ,

 1

−1
−2

 ,

 4

9

−3

.
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .
Решение. Результат выполнения пункт 2) типового плана: для

R3 исходную задачу можно переформулировать как требование най-
ти максимальную линейно независимую систему столбцов матрицы 1 −2 1 4

2 −3 −1 9

−1 2 −2 −3

 .
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение. Выполним пункт 3) типового плана: решим задачу
в R3: найдем максимальную линейно независимую систему столбцов

матрицы

 1 −2 1 4

2 −3 −1 9

−1 2 −2 −3

 . Элементарные преобразования строк

не меняют зависимостей между столбцами.
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение. 1 −2 1 4

2 −3 −1 9

−1 2 −2 −3

 ∼
 1 −2 1 4

0 1 −3 1

0 0 −1 1

 ∼
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение. 1 −2 1 4

2 −3 −1 9

−1 2 −2 −3

 ∼
 1 −2 1 4

0 1 −3 1

0 0 −1 1

 ∼
 1 −2 1 4

0 1 −3 1

0 0 1 −1
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение. 1 −2 1 4

2 −3 −1 9

−1 2 −2 −3

 ∼
 1 −2 1 4

0 1 −3 1

0 0 −1 1

 ∼
 1 −2 1 4

0 1 −3 1

0 0 1 −1


Прямой ход метода Гаусса закончен. Ясно, что первые три столбца
линейно независимы.
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение. 1 −2 1 4

2 −3 −1 9

−1 2 −2 −3

 ∼
 1 −2 1 4

0 1 −3 1

0 0 −1 1

 ∼
 1 −2 1 4

0 1 −3 1

0 0 1 −1


Значит, первые три матрицы исходной системы образуют максималь-
ную линейно независимую систему.
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение. 1 −2 1 4

0 1 −3 1

0 0 1 −1

 ∼
Найдем разложение четвертого столбца в виде комбинации первых
трех.
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение. 1 −2 1 4

0 1 −3 1

0 0 1 −1

 ∼
 1 −2 0 5

0 1 0 −2
0 0 1 −1

 ∼
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение. 1 −2 1 4

0 1 −3 1

0 0 1 −1

 ∼
 1 −2 0 5

0 1 0 −2
0 0 1 −1

 ∼
 1 0 0 1

0 1 0 −2
0 0 1 −1

 .
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Решение. 1 0 0 1

0 1 0 −2
0 0 1 −1

 ⇒
 1

−2
−1

 = 1 ·

 1

0

0

− 2 ·

 0

1

0

− 1 ·

 0

0

1

 .
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В поиске максимальной линейно независимой подсистемы системы{(
1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
получили 1 0 0 1

0 1 0 −2
0 0 1 −1

 ∼ . . . ∼

 1 −2 1 4

2 −3 −1 9

−1 2 −2 −3

 ,

⇒

 1

−2
−1

 = 1 ·

 1

0

0

− 2 ·

 0

1

0

− 1 ·

 0

0

1

 .

Теперь выполним пункт 4) типового плана:
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В поиске максимальной линейно независимой подсистемы системы{(
1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
получили 1 0 0 1

0 1 0 −2
0 0 1 −1

 ∼ . . . ∼

 1 −2 1 4

2 −3 −1 9

−1 2 −2 −3

 ,

⇒

 1

−2
−1

 = 1 ·

 1

0

0

− 2 ·

 0

1

0

− 1 ·

 0

0

1

 .

Теперь выполним пункт 4) типового плана:(
4 9

9 −3

)
= 1 ·

(
1 2

2 −1

)
− 2 ·

(
−2 −3
−3 2

)
− 1 ·

(
1 −1
−1 −2

)
.
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Пример 8. U — линейное пространство симметрич-
ных матриц размерности 2× 2. В системе векторов{(

1 2

2 −1

)
,

(
−2 −3
−3 2

)
,

(
1 −1
−1 −2

)
,

(
4 9

9 −3

)}
найти какую-

либо максимальную линейно независимую подсистему A
и выразить остальные вектора этой системы, как линейную
комбинацию векторов системы A. Проверить, является ли A
базой линейного пространства U .

Ответ. СистемаA является линейно зависимой, поэтому она не яв-
ляется базисом. Линейно независима система из первых трех матриц,
причем(

4 9

9 −3

)
= 1 ·

(
1 2

2 −1

)
− 2 ·

(
−2 −3
−3 2

)
− 1 ·

(
1 −1
−1 −2

)
.

Вернёмся к лекции?
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение.
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a B?
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a B?{
x + 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1),

x− 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1)
⇒
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a B?{
x + 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1),

x− 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1)
⇒
{
x− 1 = 1(x− 1) + 0(x2 − 1).
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a B?{
x + 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1),

x− 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1)
⇒
{
x + 1 = α(x− 1) + β(x2 − 1),

x− 1 = 1(x− 1) + 0(x2 − 1).
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a B?{
x + 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1),

x− 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1)
⇒
{
x + 1 = α(x− 1) + β(x2 − 1),

x− 1 = 1(x− 1) + 0(x2 − 1).
x2

x

x0
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a B?{
x + 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1),

x− 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1)
⇒
{
x + 1 = α(x− 1) + β(x2 − 1),

x− 1 = 1(x− 1) + 0(x2 − 1).
x2

x

−α− β = 1 x0
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a B?{
x + 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1),

x− 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1)
⇒
{
x + 1 = α(x− 1) + β(x2 − 1),

x− 1 = 1(x− 1) + 0(x2 − 1).
x2

α = 1 x

−α− β = 1 x0
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a B?{
x + 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1),

x− 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1)
⇒
{
x + 1 = α(x− 1) + β(x2 − 1),

x− 1 = 1(x− 1) + 0(x2 − 1).
β = 0 x2

α = 1 x

−α− β = 1 x0

⇒
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a B?{
x + 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1),

x− 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1)
⇒
{
x + 1 = α(x− 1) + β(x2 − 1),

x− 1 = 1(x− 1) + 0(x2 − 1).
β = 0 x2

α = 1 x

−α− β = 1 x0

⇒


α = 1,

β = 0,
?
= 1
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a B?{
x + 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1),

x− 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1)
⇒
{
x + 1 = α(x− 1) + β(x2 − 1),

x− 1 = 1(x− 1) + 0(x2 − 1).
β = 0 x2

α = 1 x

−α− β = 1 x0

⇒


α = 1,

β = 0,

−1− 0
?
= 1

187



Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a B?{
x + 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1),

x− 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1)
⇒
{
x + 1 = α(x− 1) + β(x2 − 1),

x− 1 = 1(x− 1) + 0(x2 − 1).
β = 0 x2

α = 1 x

−α− β = 1 x0

⇒


α = 1,

β = 0,

−1− 0
?
= 1

Значит, требуемых α и β не существует. Поэтому A
?

a B.
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a B?{
x + 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1),

x− 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1)
⇒
{
x + 1 = α(x− 1) + β(x2 − 1),

x− 1 = 1(x− 1) + 0(x2 − 1).
β = 0 x2

α = 1 x

−α− β = 1 x0

⇒


α = 1,

β = 0,

−1− 0
?
= 1

Значит, требуемых α и β не существует. Поэтому A 6a B.
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a C?
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a C?{
x + 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1)+?(x2 + x),

x− 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1)+?(x2 + x)
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a C?{
x + 1 =?(x− 1)+?(x2 − 1)+?(x2 + x),

x− 1 = 1(x− 1) + 0(x2 − 1) + 0(x2 + x).
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a C?{
x + 1 = α(x− 1) + β(x2 − 1) + γ(x2 + x),

x− 1 = 1(x− 1) + 0(x2 − 1) + 0(x2 + x).
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a C?{
x + 1 = α(x− 1) + β(x2 − 1) + γ(x2 + x),

x− 1 = 1(x− 1) + 0(x2 − 1) + 0(x2 + x).
β + γ = 0 x2

α + γ = 1 x

−α− β = 1 x0

⇒
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a C?{
x + 1 = α(x− 1) + β(x2 − 1) + γ(x2 + x),

x− 1 = 1(x− 1) + 0(x2 − 1) + 0(x2 + x).
β + γ = 0 x2

α + γ = 1 x

−α− β = 1 x0

⇒

 0 1 1 0

1 0 1 1

−1 −1 0 1

 ∼
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a C?{
x + 1 = α(x− 1) + β(x2 − 1) + γ(x2 + x),

x− 1 = 1(x− 1) + 0(x2 − 1) + 0(x2 + x).
β + γ = 0 x2

α + γ = 1 x

−α− β = 1 x0

⇒

 0 1 1 0

1 0 1 1

−1 −1 0 1

 ∼
 1 0 0 0

0 1 0 −1
0 0 1 1
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a C?{
x + 1 = α(x− 1) + β(x2 − 1) + γ(x2 + x),

x− 1 = 1(x− 1) + 0(x2 − 1) + 0(x2 + x).
β + γ = 0 x2

α + γ = 1 x

−α− β = 1 x0

⇒


α = 1,

β = −1,
γ = 1. 0 1 1 0

1 0 1 1

−1 −1 0 1

 ∼
 1 0 0 0

0 1 0 −1
0 0 1 1
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a C?{
x + 1 = 0(x− 1)− (x2 − 1) + (x2 + x),

x− 1 = 1(x− 1) + 0(x2 − 1) + 0(x2 + x).
β + γ = 0 x2

α + γ = 1 x

−α− β = 1 x0

⇒


α = 1,

β = −1,
γ = 1.
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Пример 9. Верно ли, что A a B или что A a C, если
A = {x + 1, x− 1}, B =

{
x− 1, x2 − 1

}
,

C =
{
x− 1, x2 − 1, x2 + x

}
.

Решение. Верно ли, что A a C?{
x + 1 = 0(x− 1)− (x2 − 1) + (x2 + x),

x− 1 = 1(x− 1) + 0(x2 − 1) + 0(x2 + x).

Значит, A a C.
Вернёмся к лекции?
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение.
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение. V =

=

{ {
2a+ b− c− d = 0,
3a+ 2b+ 3c+ d = 0

}
=
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение. V =

=

{
a (x− 1) + b (x+ 1) + c

(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

) {
2a+ b− c− d = 0,
3a+ 2b+ 3c+ d = 0

}
=
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение. V =

=

{
a (x− 1) + b (x+ 1) + c

(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

) {
2a+ b− c− d = 0,
3a+ 2b+ 3c+ d = 0

}
=

{
2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение. V =

=

{
a (x− 1) + b (x+ 1) + c

(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

) {
2a+ b− c− d = 0,
3a+ 2b+ 3c+ d = 0

}
=

{
2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0

(
2 1 −1 −1
3 2 3 1

)
∼
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение. V =

=

{
a (x− 1) + b (x+ 1) + c

(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

) {
2a+ b− c− d = 0,
3a+ 2b+ 3c+ d = 0

}
=

{
2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0

(
2 1 −1 −1
3 2 3 1

)
∼
(

1 1 4 2

2 1 −1 −1

)
∼
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение. V =

=

{
a (x− 1) + b (x+ 1) + c

(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

) {
2a+ b− c− d = 0,
3a+ 2b+ 3c+ d = 0

}
=

{
2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0

(
1 1 4 2

2 1 −1 −1

)
∼
(

1 1 4 2

0 −1 −9 −5

)
∼
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение. V =

=

{
a (x− 1) + b (x+ 1) + c

(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

) {
2a+ b− c− d = 0,
3a+ 2b+ 3c+ d = 0

}
=

{
2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0

(
1 1 4 2

0 −1 −9 −5

)
∼
(

1 0 −5 −3
0 1 9 5

)
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение. V =

=

{
a (x− 1) + b (x+ 1) + c

(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

) {
2a+ b− c− d = 0,
3a+ 2b+ 3c+ d = 0

}
=

{
2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0

(
1 0 −5 −3
0 1 9 5

)
•
•
1

0

 ,


•
•
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение. V =

=

{
a (x− 1) + b (x+ 1) + c

(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

) {
2a+ b− c− d = 0,
3a+ 2b+ 3c+ d = 0

}
=

{
2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0

(
1 0 −5 −3
0 1 9 5

)
•
•
1

0

 ,


•
•
0

1
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение. V =

=

{
a (x− 1) + b (x+ 1) + c

(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

) {
2a+ b− c− d = 0,
3a+ 2b+ 3c+ d = 0

}
=

{
2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0

(
1 0 −5 −3
0 1 9 5

)
•
•
1

0

 ,


•
•
0

1
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение. V =

=

{
a (x− 1) + b (x+ 1) + c

(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

) {
2a+ b− c− d = 0,
3a+ 2b+ 3c+ d = 0

}
=

{
2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0

(
1 0 −5 −3
0 1 9 5

)
•
•
1

0

 ,


•
•
0

1
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение. V =

=

{
a (x− 1) + b (x+ 1) + c

(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

) {
2a+ b− c− d = 0,
3a+ 2b+ 3c+ d = 0

}
=

{
2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0

(
1 0 −5 −3
0 1 9 5

)
5

−9
1

0

 ,


•
•
0

1
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение. V =

=

{
a (x− 1) + b (x+ 1) + c

(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

) {
2a+ b− c− d = 0,
3a+ 2b+ 3c+ d = 0

}
=

{
2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0

(
1 0 −5 −3
0 1 9 5

)
5

−9
1

0

 ,


•
•
0

1
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение. V =

=

{
a (x− 1) + b (x+ 1) + c

(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

) {
2a+ b− c− d = 0,
3a+ 2b+ 3c+ d = 0

}
=

{
2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0

(
1 0 −5 −3
0 1 9 5

)
5

−9
1

0

 ,


•
•
0

1
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение. V =

=

{
a (x− 1) + b (x+ 1) + c

(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

) {
2a+ b− c− d = 0,
3a+ 2b+ 3c+ d = 0

}
=

{
2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0

(
1 0 −5 −3
0 1 9 5

)
5

−9
1

0

 ,


3

−5
0

1
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение. V =

=

{
a (x− 1) + b (x+ 1) + c

(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

) {
2a+ b− c− d = 0,
3a+ 2b+ 3c+ d = 0

}
=

{
2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0

(
1 0 −5 −3
0 1 9 5

)
5

−9
1

0

 ,


3

−5
0

1
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение. V =

=

{
a (x− 1) + b (x+ 1) + c

(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

) {
2a+ b− c− d = 0,
3a+ 2b+ 3c+ d = 0

}
=

=

{
C
(
5 (x− 1)− 9 (x + 1) +

(
x2 − 1

))
+

+D
(
3 (x− 1)− 5 (x + 1) +

(
x3 − 1

)) {C, D} ⊆ R

}
=

{
2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0

(
1 0 −5 −3
0 1 9 5

)
5

−9
1

0

 ,


3

−5
0

1
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Пример 10. Пусть подпространство V линейного прост-
ранства многочленов степени не выше 3 задано в базисе
Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1, x3 − 1

}
системой уравнений{

2a + b− c− d = 0,

3a + 2b + 3c + d = 0.
Тогда V =

Решение. V =

=

{
a (x− 1) + b (x+ 1) + c

(
x2 − 1

)
+ d

(
x3 − 1

) {
2a+ b− c− d = 0,
3a+ 2b+ 3c+ d = 0

}
=

=

{
C
(
5 (x− 1)− 9 (x + 1) +

(
x2 − 1

))
+

+D
(
3 (x− 1)− 5 (x + 1) +

(
x3 − 1

)) {C, D} ⊆ R

}
=

=

〈
5 (x− 1)− 9 (x + 1) +

(
x2 − 1

)
, 3 (x− 1)− 5 (x + 1) +

(
x3 − 1

)〉
.

Вернёмся к лекции или рассмотреть следующий пример?
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение.Для доказательства, что V — подпространство, восполь-
зуемся критерием подпространства.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение.Для доказательства, что V — подпространство, восполь-
зуемся критерием подпространства.
Нам надо доказать, что{
f (x, y) ∈ V,
g(x, y) ∈ V ⇒

{
f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y),
g(x + 2y, x− 2y) = g(2x + y, 2x− y) ⇒
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение.Для доказательства, что V — подпространство, восполь-
зуемся критерием подпространства.
Нам надо доказать, что{
f (x, y) ∈ V,
g(x, y) ∈ V ⇒

{
f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y),
g(x + 2y, x− 2y) = g(2x + y, 2x− y) ⇒

⇒ αf (x, y) + βg(x, y) ∈ V.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение.Для доказательства, что V — подпространство, восполь-
зуемся критерием подпространства.{

f (x, y) ∈ V,
g(x, y) ∈ V ⇒
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение.Для доказательства, что V — подпространство, восполь-
зуемся критерием подпространства.{

f (x, y) ∈ V,
g(x, y) ∈ V ⇒

{
f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y),
g(x + 2y, x− 2y) = g(2x + y, 2x− y) ⇒
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение.Для доказательства, что V — подпространство, восполь-
зуемся критерием подпространства.{

f (x, y) ∈ V,
g(x, y) ∈ V ⇒

{
f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y),
g(x + 2y, x− 2y) = g(2x + y, 2x− y) ⇒

⇒ αf (x + 2y, x− 2y) + βg(x + 2y, x− 2y) =

= αf (2x + y, 2x− y) + βg(2x + y, 2x− y) ⇒
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение.Для доказательства, что V — подпространство, восполь-
зуемся критерием подпространства.{

f (x, y) ∈ V,
g(x, y) ∈ V ⇒

{
f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y),
g(x + 2y, x− 2y) = g(2x + y, 2x− y) ⇒

⇒ αf (x + 2y, x− 2y) + βg(x + 2y, x− 2y) =

= αf (2x + y, 2x− y) + βg(2x + y, 2x− y) ⇒
⇒ αf (x, y) + βg(x, y) ∈ V.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. Типичный план решения задачи по линейной алгебре
состоит из следующих пунктов:
1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
2. Решить полученную задачу в Rn.
3. Интерпретировать результат в исходном пространстве.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. Типичный план решения задачи по линейной алгебре
состоит из следующих пунктов:
1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
2. Свести решение полученной задачи к системе линейных уравнений
или матричному уравнению.
3. Интерпретировать результат в исходном пространстве.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение.

1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Какова стандартная процедура перехода в пространство Rn?
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Какова стандартная процедура перехода в пространство Rn?
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе. На-

пример, для вектора — это столбец координат.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Какова стандартная процедура перехода в пространство Rn?
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе. На-

пример, для вектора — это столбец координат. Для подпространства
— система линейных уравнений или задание с помощью базиса.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.

1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓
1·
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓
1· x2

239



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓
1· x2

240



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓
1· x2 +0·

241



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓
1· x2 +0· xy

242



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓ ↓
1· x2 +0· xy

243



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓ ↓
1· x2 +0· xy +0·

244



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓ ↓
1· x2 +0· xy +0· y2

245



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓ ↓
1· x2 +0· xy +0· y2

Б =
{
x2,

246



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ Б =
{
x2,
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓
0·

Б =
{
x2,
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓
0· x2

Б =
{
x2,
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓
0· x2

Б =
{
x2,
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓
0· x2 +1·

Б =
{
x2,
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓
0· x2 +1· xy

Б =
{
x2,

252



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓ ↓
0· x2 +1· xy

Б =
{
x2,

253



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓ ↓
0· x2 +1· xy +0·

Б =
{
x2,

254



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓ ↓
0· x2 +1· xy +0· y2

Б =
{
x2,

255



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓ ↓
0· x2 +1· xy +0· y2

Б =
{
x2, xy,
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ Б =
{
x2, xy,
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓
0·

Б =
{
x2, xy,
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓
0· x2

Б =
{
x2, xy,
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓
0· x2

Б =
{
x2, xy,

260



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓
0· x2 +0·

Б =
{
x2, xy,

261



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓
0· x2 +0· xy

Б =
{
x2, xy,

262



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓ ↓
0· x2 +0· xy

Б =
{
x2, xy,

263



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓ ↓
0· x2 +0· xy +1·

Б =
{
x2, xy,

264



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓ ↓
0· x2 +0· xy +1· y2

Б =
{
x2, xy,

265



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

a· x2 +b· xy +c· y2

↓ ↓ ↓
0· x2 +0· xy +1· y2

Б =
{
x2, xy, y2

}
.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис исходного линейного простран-

ства: Б =
{
x2, xy, y2

}
.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис исходного линейного простран-

ства: Б =
{
x2, xy, y2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Надо задать подпространство V системой уравнений.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис исходного линейного простран-

ства: Б =
{
x2, xy, y2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Надо задать подпространство V системой уравнений.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис исходного линейного простран-

ства: Б =
{
x2, xy, y2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Что надо найти?
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис исходного линейного простран-

ства: Б =
{
x2, xy, y2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Что надо найти? Подпространство.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис исходного линейного простран-

ства: Б =
{
x2, xy, y2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Что надо найти? Подпространство. В каком виде представим от-

вет?
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис исходного линейного простран-

ства: Б =
{
x2, xy, y2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Что надо найти? Подпространство. В каком виде представим от-

вет? Уравнениями.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис исходного линейного простран-

ства: Б =
{
x2, xy, y2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Сведем задачу к числовым параметрам и введем переменные.

274



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис исходного линейного простран-

ства: Б =
{
x2, xy, y2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Сведем задачу к числовым параметрам и введем переменные.
Система уравнений, задающая подпространство — это
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис исходного линейного простран-

ства: Б =
{
x2, xy, y2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Сведем задачу к числовым параметрам и введем переменные.
Система уравнений, задающая подпространство — это утвер-

ждение о

276



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис исходного линейного простран-

ства: Б =
{
x2, xy, y2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Сведем задачу к числовым параметрам и введем переменные.
Система уравнений, задающая подпространство — это утвер-

ждение о координатах произвольного вектора из V .
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис исходного линейного простран-

ства: Б =
{
x2, xy, y2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Сведем задачу к числовым параметрам и введем переменные.
Система уравнений, задающая подпространство — это утвер-

ждение о координатах произвольного вектора из V .
Обозначим буквами
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис исходного линейного простран-

ства: Б =
{
x2, xy, y2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Сведем задачу к числовым параметрам и введем переменные.
Система уравнений, задающая подпространство — это утвер-

ждение о координатах произвольного вектора из V .
Обозначим буквами координаты вектора из V : ax2 + bxy + cy2.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис исходного линейного простран-

ства: Б =
{
x2, xy, y2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Сведем задачу к числовым параметрам и введем переменные. Обо-

значим буквами координаты вектора из V :[
ax2 + bxy + cy2

]
{x2, xy, y2} =

 a

b

c

.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис исходного линейного простран-

ства: Б =
{
x2, xy, y2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
ax2 + bxy + cy2 ∈ V .

Составим уравнение.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y) . За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис исходного линейного простран-

ства: Б =
{
x2, xy, y2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
ax2 + bxy + cy2 ∈ V .

Составим уравнение. Значение какой величины вычислим дву-
мя способами? Воспользуемся характеристическим свойством

подпространства V :
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y) . За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис исходного линейного простран-

ства: Б =
{
x2, xy, y2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
ax2 + bxy + cy2 ∈ V .

Составим уравнение. Значение какой величины вычислим двумя
способами? a(x + 2y)2 + b(x + 2y)(x− 2y) + c(x− 2y)2 =

= a(2x + y)2 + b(2x + y)(2x− y) + c(2x− y)2.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
a(x + 2y)2 + b(x + 2y)(x− 2y) + c(x− 2y)2 =

= a(2x + y)2 + b(2x + y)(2x− y) + c(2x− y)2.
Значение какой величины вычислим двумя способами? Двумя спо-

собами вычислим коэффициенты перед x2 (первое уравнение):
a + b + c = 4a + 4b + 4c,
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
a(x + 2y)2 + b(x + 2y)(x− 2y) + c(x− 2y)2 =

= a(2x + y)2 + b(2x + y)(2x− y) + c(2x− y)2
Значение какой величины вычислим двумя способами? Двумя спо-

собами вычислим коэффициенты перед xy (второе уравнение):
a + b + c = 4a + 4b + 4c,

4a− 4c = 4a− 4c,
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
a(x + 2y)2 + b(x + 2y)(x− 2y) + c(x− 2y)2 =

= a(2x + y)2 + b(2x + y)(2x− y) + c(2x− y)2
Значение какой величины вычислим двумя способами? Двумя спо-

собами вычислим коэффициенты перед y2 (третье уравнение):
a + b + c = 4a + 4b + 4c,

4a− 4c = 4a− 4c,

4a− 4b + 4c = a− b + c.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn:

V =

ax2 + bxy + cy2


a + b + c = 4a + 4b + 4c,

4a− 4c = 4a− 4c,

4a− 4b + 4c = a− b + c.

 .
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn: на-
до найти фундаментальную систему решений системы уравнений

a + b + c = 4a + 4b + 4c,

4a− 4c = 4a− 4c,

4a− 4b + 4c = a− b + c.

288



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn: на-
до найти фундаментальную систему решений системы уравнений
2. Решить полученную задачу в Rn.

−3a− 3b− 3c = 0,

0 = 0,

3a− 3b + 3c = 0.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn: на-
до найти фундаментальную систему решений системы уравнений
2. Решить полученную задачу в Rn.(
−3 −3 −3
3 −3 3

)
∼
(

1 1 1

1 −1 1

)
∼
(

1 1 1

0 −2 0

)
∼
(

1 0 1

0 1 0

)
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn: на-
до найти фундаментальную систему решений системы уравнений
2. Решить полученную задачу в Rn.

(
1 0 1

0 1 0

)
→

 a

b

c

 = C

 ••
1
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn: на-
до найти фундаментальную систему решений системы уравнений
2. Решить полученную задачу в Rn.

(
1 0 1

0 1 0

)
→

 a

b

c

 = C

 −1•
1
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn: на-
до найти фундаментальную систему решений системы уравнений
2. Решить полученную задачу в Rn.

(
1 0 1

0 1 0

)
→

 a

b

c

 = C

 −10
1
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn: на-
до найти фундаментальную систему решений системы уравнений
2. Нашли фундаментальную систему решений полученной системы

уравнений. 
 −10

1



294



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn: на-
до найти фундаментальную систему решений системы уравнений
2. Нашли фундаментальную систему решений полученной системы

уравнений. 
 −10

1


3. Интерпретировать результат в исходном пространстве.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn: на-
до найти фундаментальную систему решений системы уравнений
2. Нашли фундаментальную систему решений полученной системы

уравнений. 
 −10

1


3. Интерпретировать результат в исходном пространстве. Используем
определение столбца координат вектора.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn: на-
до найти фундаментальную систему решений системы уравнений
2. Нашли ФСР полученной системы уравнений.
3. Интерпретировать результат в исходном пространстве. По опре-

делению столбца координат вектора в базисе Б =
{
x2, xy, y2

}
:

 −10
1

→
297



Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn: на-
до найти фундаментальную систему решений системы уравнений
2. Нашли ФСР полученной системы уравнений.
3. Интерпретировать результат в исходном пространстве. По опре-

делению столбца координат вектора в базисе Б =
{
x2, xy, y2

}
:

 −10
1

→ (−1) · x2 +
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn: на-
до найти фундаментальную систему решений системы уравнений
2. Нашли ФСР полученной системы уравнений.
3. Интерпретировать результат в исходном пространстве. По опре-

делению столбца координат вектора в базисе Б =
{
x2, xy, y2

}
:

 −10
1

→ (−1) · x2 + 0 · xy +
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную
оболочку базиса.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn: на-
до найти фундаментальную систему решений системы уравнений
2. Нашли ФСР полученной системы уравнений.
3. Интерпретировать результат в исходном пространстве. По опре-

делению столбца координат вектора в базисе Б =
{
x2, xy, y2

}
:

 −10
1

→ (−1) · x2 + 0 · xy + 1 · y2.
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Пример 11. Рассмотрим линейное пространство U квадратичных
форм f (x, y) = ax2 + bxy + cy2. Доказать, что подпространством
является подмножество V таких квадратичных форм f (x, y), что
выполняется тождество f (x + 2y, x− 2y) = f (2x + y, 2x− y). За-
дать подпространство V системой уравнений и как линейную

оболочку базиса .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn: на-
до найти фундаментальную систему решений системы уравнений
2. Нашли ФСР полученной системы уравнений.
3. Интерпретировать результат в исходном пространстве.

V =

{
ax2 + bxy + cy2

{
a + b + c = 4a + 4b + 4c,

4a− 4b + 4c = a− b + c

}
=
〈
−x2 + y2

〉
.

Вернёмся к лекции или рассмотрим следующий пример?
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение.
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. Типовой план решения задачи по линейной
алгебре:
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. Типовой план решения задачи по линейной
алгебре:
1) переформулировать задачу для пространства Rn;
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. Типовой план решения задачи по линейной
алгебре:
1) переформулировать задачу для пространства Rn;
2) решить задачу для пространства Rn;
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. Типовой план решения задачи по линейной ал-
гебре:
1) переформулировать задачу для пространства Rn;
2) решить задачу для пространства Rn;
3) интерпретировать полученный результат для исходного линейного
пространства.

306



Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 1) Переформулируем задачу для Rn:
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 1) Переформулируем задачу для Rn:
a) введём базис;

308



Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 1) Переформулируем задачу для Rn:
a) введём базис;
б) каждый объект заменим на его типовой образ в Rn;
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 1) Переформулируем задачу для Rn:
a) введём базис;
б) каждый объект заменим на его типовой образ в Rn;
в) отношения представим в форме, типовой для Rn.
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 1 a) введём базис:

Б =
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 1 a) введём базис:

Б =


 1 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 1 a) введём базис:

Б =


 1 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

1 б) объекты представим типовыми образами в Rn:
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 1 a) введём базис:

Б =


 1 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

1 б) объекты представим типовыми образами в Rn:
Искомая система — это утверждение о координатах произвольного
вектора из V .
Поэтому
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 1 a) введём базис:

Б =


 1 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

1 б) объекты представим типовыми образами в Rn:
Искомая система — это утверждение о координатах произвольного
вектора из V .
Поэтому возьмём произвольный вектор из V и обозначим буквами

его координаты и
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 1 a) введём базис:

Б =


 1 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

1 б) объекты представим типовыми образами в Rn:
Искомая система — это утверждение о координатах произвольного
вектора из V .
Поэтому возьмём произвольный вектор из V и обозначим буквами

его координаты и коэффициенты уравнения.
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 1 a) введём базис:

Б =


 1 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

1 б) объекты представили типовыми образами в Rn:(
a b c
b d e
c e f

)
∈ V , αa + βb + γc + δd + εe + ϕf = 0.
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 1 a) введём базис:

Б =


 1 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

1 б) объекты представили типовыми образами в Rn:(
a b c
b d e
c e f

)
∈ V , αa + βb + γc + δd + εe + ϕf = 0.

1 в) отношения представим в форме, типовой для Rn:

318



Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 1 a) введём базис:

Б =


 1 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

1 б) объекты представили типовыми образами в Rn:(
a b c
b d e
c e f

)
∈ V , αa + βb + γc + δd + εe + ϕf = 0.

1 в) отношения представим в форме, типовой для Rn:
уравнению удовлетворяют координаты векторов, порождающих V .
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 1 a) введём базис:

Б =


 1 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

1 б) объекты представили типовыми образами в Rn.
1 в) отношения представим в форме, типовой для Rn:{

α + β + 2γ − 4δ + 2ε+ 8ϕ = 0,

Уравнению удовлетворяют координаты векторов, порождающих V .
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 1 a) введём базис:

Б =


 1 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

1 б) объекты представили типовыми образами в Rn.
1 в) отношения представим в форме, типовой для Rn:{

α + β + 2γ − 4δ + 2ε+ 8ϕ = 0,
−5α− β − 2γ − 8δ + 4ε+ 4ϕ = 0,

Уравнению удовлетворяют координаты векторов, порождающих V .
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 1 a) введём базис:

Б =


 1 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

1 б) объекты представили типовыми образами в Rn.
1 в) отношения представим в форме, типовой для Rn:{

α + β + 2γ − 4δ + 2ε+ 8ϕ = 0,
−5α− β − 2γ − 8δ + 4ε+ 4ϕ = 0,
2α + β + 2γ + 6δ − 4ε− 5ϕ = 0,

Уравнению удовлетворяют координаты векторов, порождающих V .
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 1 a) введём базис:

Б =


 1 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

1 б) объекты представили типовыми образами в Rn.
1 в) отношения представим в форме, типовой для Rn:{

α + β + 2γ − 4δ + 2ε+ 8ϕ = 0,
−5α− β − 2γ − 8δ + 4ε+ 4ϕ = 0,
2α + β + 2γ + 6δ − 4ε− 5ϕ = 0,
3α + 2β + 4γ + 2δ − 3ε+ ϕ = 0.

Уравнению удовлетворяют координаты векторов, порождающих V .
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 1 a) введём базис:

Б =


 1 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

1 б) объекты представили типовыми образами в Rn.
1 в) отношения представили в форме, типовой для Rn:{

α + β + 2γ − 4δ + 2ε+ 8ϕ = 0,
−5α− β − 2γ − 8δ + 4ε+ 4ϕ = 0,
2α + β + 2γ + 6δ − 4ε− 5ϕ = 0,
3α + 2β + 4γ + 2δ − 3ε+ ϕ = 0,

где αa + βb + γc + δd + εe + ϕf = 0 — искомое уравнение.
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 2) Решим задачу для пространства Rn:{
α + β + 2γ − 4δ + 2ε+ 8ϕ = 0,
−5α− β − 2γ − 8δ + 4ε+ 4ϕ = 0,
2α + β + 2γ + 6δ − 4ε− 5ϕ = 0,
3α + 2β + 4γ + 2δ − 3ε+ ϕ = 0.
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 2) Решим задачу для пространства Rn:{
α + β + 2γ − 4δ + 2ε+ 8ϕ = 0,
−5α− β − 2γ − 8δ + 4ε+ 4ϕ = 0,
2α + β + 2γ + 6δ − 4ε− 5ϕ = 0,
3α + 2β + 4γ + 2δ − 3ε+ ϕ = 0.

(
1 1 2 −4 2 8
−5 −1 −2 −8 4 4

2 1 2 6 −4 −5
3 2 4 2 −3 1

)
∼
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 2) Решим задачу для пространства Rn:{
α + β + 2γ − 4δ + 2ε+ 8ϕ = 0,
−5α− β − 2γ − 8δ + 4ε+ 4ϕ = 0,
2α + β + 2γ + 6δ − 4ε− 5ϕ = 0,
3α + 2β + 4γ + 2δ − 3ε+ ϕ = 0.

(
1 1 2 −4 2 8
−5 −1 −2 −8 4 4

2 1 2 6 −4 −5
3 2 4 2 −3 1

)
∼

∼

(
1 0 0 3 0 0
0 1 2 21 0 0
0 0 0 14 1 0
0 0 0 −7 0 1

)
→
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 2) Решим задачу для пространства Rn:{
α + β + 2γ − 4δ + 2ε+ 8ϕ = 0,
−5α− β − 2γ − 8δ + 4ε+ 4ϕ = 0,
2α + β + 2γ + 6δ − 4ε− 5ϕ = 0,
3α + 2β + 4γ + 2δ − 3ε+ ϕ = 0.

(
1 1 2 −4 2 8
−5 −1 −2 −8 4 4

2 1 2 6 −4 −5
3 2 4 2 −3 1

)
∼

∼

(
1 0 0 3 0 0
0 1 2 21 0 0
0 0 0 14 1 0
0 0 0 −7 0 1

)
→


α
β
γ
δ
ε
ϕ

 =


0 −3
−2 −21

1 0
0 1
0 −14
0 7

( P
Q

)
.
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 2) Решили задачу для пространства Rn:
α
β
γ
δ
ε
ϕ

 =


0 −3
−2 −21

1 0
0 1
0 −14
0 7

( P
Q

)
.

3) Интерпретируем получен-
ный результат для исходно-
го линейного пространства:
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 2) Решили задачу для пространства Rn:
α
β
γ
δ
ε
ϕ

 =


0 −3
−2 −21

1 0
0 1
0 −14
0 7

( P
Q

)
.

3) Интерпретируем получен-
ный результат для исходно-
го линейного пространства:
αa + βb + γc + δd + εe + ϕf = 0

— искомое уравнение в Б.
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Первое решение. 2) Решили задачу для пространства Rn:
α
β
γ
δ
ε
ϕ

 =


0 −3
−2 −21

1 0
0 1
0 −14
0 7

( P
Q

)
.

3) Интерпретируем получен-
ный результат для исходно-
го линейного пространства:
αa + βb + γc + δd + εe + ϕf = 0

— искомое уравнение в Б.

V =

{(
a b c
b d e
c e f

) {
−2b+ c = 0,
−3a− 21b+ d− 14e+ 7f = 0

}
.
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. Типовой план, естественно, тот же:
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. Типовой план, естественно, тот же:
1) Переформулируем задачу для Rn.
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. Типовой план, естественно, тот же:
1) Переформулируем задачу для Rn.
2) Решим полученную задачу для пространства Rn.
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. Типовой план, естественно, тот же:
1) Переформулируем задачу для Rn.
2) Решим полученную задачу для пространства Rn.
3) Интерпретируем полученный результат для исходного линейного
пространства.

335



Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. 1) Переформулируем задачу для Rn:
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. 1) Переформулируем задачу для Rn:
a) введём базис;
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. 1) Переформулируем задачу для Rn:
a) введём базис;
б) каждый объект заменим на его типовой образ в Rn;
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. 1) Переформулируем задачу для Rn:
a) введём базис;
б) каждый объект заменим на его типовой образ в Rn;
в) отношения представим в форме, типовой для Rn.
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. 1) a) Мы ввели базис Б:

Б =


 1 0 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. 1) a) Мы ввели базис Б.
1 б) Объекты представим типовыми образами в Rn:
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. 1) a) Мы ввели базис Б.
1 б) Объекты представим типовыми образами в Rn:
Искомая система — это утверждение о координатах произвольного
вектора из V .
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. 1) a) Мы ввели базис Б.
1 б) Объекты представим типовыми образами в Rn:
Искомая система — это утверждение о координатах произвольного
вектора из V .
Поэтому возьмём произвольный вектор из V и обозначим буквами

его координаты:

a

(
1 0 0
0 0 0
0 0 0

)
+ b

(
0 1 0
1 0 0
0 0 0

)
+ c

(
0 0 1
0 0 0
1 0 0

)
+ . . . + f

(
0 0 0
0 0 0
0 0 1

)
∈ V
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. 1) a) Мы ввели базис Б.
1 б) X ∈ V представим типовым образом в Rn: [X ]Б =


a
b
c
d
e
f

.

1 в) Отношения представим в форме, типовой для Rn:
по теореме о внутренней характеризации линейной оболочки
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. 1) a) Мы ввели базис Б.
1 б) X ∈ V представим типовым образом в Rn: [X ]Б =


a
b
c
d
e
f

.

1 в) Отношения представим в форме, типовой для Rn:
по теореме о внутренней характеризации линейной оболочки

X = α

(
1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
+β

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
+γ

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
+δ

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)
.
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. 1) a) Мы ввели базис Б.
1 б) X ∈ V представим типовым образом в Rn: [X ]Б =


a
b
c
d
e
f

.

1 в) Отношения представим в форме, типовой для Rn:
по теореме о внутренней характеризации линейной оболочки

a
b
c
d
e
f

 = α


1
1
2
−4

2
8

 + β


−5
−1
−2
−8

4
4

 + γ


2
1
2
6
−4
−5

 + δ


3
2
4
2
−3

1

 .
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2) Решим полученную задачу для пространства Rn:
a
b
c
d
e
f

 = α


1
1
2
−4

2
8

 + β


−5
−1
−2
−8

4
4

 + γ


2
1
2
6
−4
−5

 + δ


3
2
4
2
−3

1

 .
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2) Решим полученную задачу для пространства Rn:
a
b
c
d
e
f

 = α


1
1
2
−4

2
8

 + β


−5
−1
−2
−8

4
4

 + γ


2
1
2
6
−4
−5

 + δ


3
2
4
2
−3

1

 .


1 −5 2 3 a
1 −1 1 2 b
2 −2 2 4 c
−4 −8 6 2 d

2 4 −4 −3 e
8 4 −5 1 f

 ∼

348



2) Решим полученную задачу для пространства Rn:
a
b
c
d
e
f

 = α


1
1
2
−4

2
8

 + β


−5
−1
−2
−8

4
4

 + γ


2
1
2
6
−4
−5

 + δ


3
2
4
2
−3

1

 .


1 −5 2 3 a
1 −1 1 2 b
2 −2 2 4 c
−4 −8 6 2 d

2 4 −4 −3 e
8 4 −5 1 f

 ∼


1 −5 2 3 a
0 4 −1 −1 −a+ b
0 8 −2 −2 −2a+ c
0 −28 14 14 4a+ d
0 14 −8 −9 −2a+ e
0 44 −21 −23 −8a+ f

 ∼
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2) Решим полученную задачу для пространства Rn:
a
b
c
d
e
f

 = α


1
1
2
−4

2
8

 + β


−5
−1
−2
−8

4
4

 + γ


2
1
2
6
−4
−5

 + δ


3
2
4
2
−3

1

 .


1 −5 2 3 a
1 −1 1 2 b
2 −2 2 4 c
−4 −8 6 2 d

2 4 −4 −3 e
8 4 −5 1 f

 ∼


1 −5 2 3 a
0 4 −1 −1 −a+ b
0 8 −2 −2 −2a+ c
0 −28 14 14 4a+ d
0 14 −8 −9 −2a+ e
0 44 −21 −23 −8a+ f

 ∼

∼


1 −5 2 3 a
0 4 −1 −1 −a+ b
0 0 0 0 −2b+ c
0 0 7 7 −3a+ 7b+ d
0 0 −9 −11 3a− 7b+ 2e
0 0 −10 −12 3a− 11b+ f

 ∼
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2) Решим полученную задачу для пространства Rn:
a
b
c
d
e
f

 = α


1
1
2
−4

2
8

 + β


−5
−1
−2
−8

4
4

 + γ


2
1
2
6
−4
−5

 + δ


3
2
4
2
−3

1

 .


1 −5 2 3 a
1 −1 1 2 b
2 −2 2 4 c
−4 −8 6 2 d

2 4 −4 −3 e
8 4 −5 1 f

 ∼


1 −5 2 3 a
0 4 −1 −1 −a+ b
0 8 −2 −2 −2a+ c
0 −28 14 14 4a+ d
0 14 −8 −9 −2a+ e
0 44 −21 −23 −8a+ f

 ∼

∼


1 −5 2 3 a
0 4 −1 −1 −a+ b
0 0 0 0 −2b+ c
0 0 7 7 −3a+ 7b+ d
0 0 −9 −11 3a− 7b+ 2e
0 0 −10 −12 3a− 11b+ f

 ∼


1 −5 2 3 a
0 4 −1 −1 −a+ b
0 0 0 0 −2b+ c
0 0 7 7 −3a+ 7b+ d
0 0 0 −14 −6a+ 14b+ 9d+ 14e
0 0 0 −14 −9a− 7b+ 10d+ 7f

 ∼
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2) Решим полученную задачу для пространства Rn:
a
b
c
d
e
f

 = α


1
1
2
−4

2
8

 + β


−5
−1
−2
−8

4
4

 + γ


2
1
2
6
−4
−5

 + δ


3
2
4
2
−3

1

 .

∼


1 −5 2 3 a
0 4 −1 −1 −a+ b
0 0 0 0 −2b+ c
0 0 7 7 −3a+ 7b+ d
0 0 −9 −11 3a− 7b+ 2e
0 0 −10 −12 3a− 11b+ f

 ∼


1 −5 2 3 a
0 4 −1 −1 −a+ b
0 0 0 0 −2b+ c
0 0 7 7 −3a+ 7b+ d
0 0 0 −14 −6a+ 14b+ 9d+ 14e
0 0 0 −14 −9a− 7b+ 10d+ 7f

 ∼

∼


1 −5 2 3 a
0 4 −1 −1 −a+ b
0 0 0 0 −2b+ c
0 0 7 7 −3a+ 7b+ d
0 0 0 −14 −6a+ 14b+ 9d+ 14e
0 0 0 0 −3a− 21b+ d− 14e+ 7f

 7→
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2) Решим полученную задачу для пространства Rn:
a
b
c
d
e
f

 = α


1
1
2
−4

2
8

 + β


−5
−1
−2
−8

4
4

 + γ


2
1
2
6
−4
−5

 + δ


3
2
4
2
−3

1

 .

∼


1 −5 2 3 a
0 4 −1 −1 −a+ b
0 0 0 0 −2b+ c
0 0 7 7 −3a+ 7b+ d
0 0 −9 −11 3a− 7b+ 2e
0 0 −10 −12 3a− 11b+ f

 ∼


1 −5 2 3 a
0 4 −1 −1 −a+ b
0 0 0 0 −2b+ c
0 0 7 7 −3a+ 7b+ d
0 0 0 −14 −6a+ 14b+ 9d+ 14e
0 0 0 −14 −9a− 7b+ 10d+ 7f

 ∼

∼


1 −5 2 3 a
0 4 −1 −1 −a+ b
0 0 0 0 −2b+ c
0 0 7 7 −3a+ 7b+ d
0 0 0 −14 −6a+ 14b+ 9d+ 14e
0 0 0 0 −3a− 21b+ d− 14e+ 7f

 7→ {
−2b+ c = 0,
−3a− 21b+ d− 14e+ 7f = 0.
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. 1) a) Мы ввели базис Б.
1 б) X ∈ V представим типовым образом в Rn: [X ]Б =


a
b
c
d
e
f

.

1 в) Отношения представим в форме, типовой для Rn.
2) Решим полученную задачу для пространства Rn:{
−2b + c = 0,

−3a− 21b + d− 14e + 7f = 0.
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. 1) a) Мы ввели базис Б.
1 б) X ∈ V представим типовым образом в Rn: [X ]Б =


a
b
c
d
e
f

.

1 в) Отношения представим в форме, типовой для Rn.
2) Решим полученную задачу для пространства Rn:{
−2b + c = 0,

−3a− 21b + d− 14e + 7f = 0.

3) Интерпретируем результат
для исходного пространства:

355



Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. 1) a) Мы ввели базис Б.
1 б) X ∈ V представим типовым образом в Rn: [X ]Б =


a
b
c
d
e
f

.

1 в) Отношения представим в форме, типовой для Rn.
2) Решим полученную задачу для пространства Rn:{
−2b + c = 0,

−3a− 21b + d− 14e + 7f = 0.

3) Интерпретируем результат
для исходного пространства:

V =
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. 1) a) Мы ввели базис Б.
1 б) X ∈ V представим типовым образом в Rn: [X ]Б =


a
b
c
d
e
f

.

1 в) Отношения представим в форме, типовой для Rn.
2) Решим полученную задачу для пространства Rn:{
−2b + c = 0,

−3a− 21b + d− 14e + 7f = 0.

3) Интерпретируем результат
для исходного пространства:

V =


 .
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. 1) a) Мы ввели базис Б.
1 б) X ∈ V представим типовым образом в Rn: [X ]Б =


a
b
c
d
e
f

.

1 в) Отношения представим в форме, типовой для Rn.
2) Решим полученную задачу для пространства Rn:{
−2b + c = 0,

−3a− 21b + d− 14e + 7f = 0.

3) Интерпретируем результат
для исходного пространства:

V =


 a b c

b d e

c e f


 .
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Второе решение. 1) a) Мы ввели базис Б.
1 б) X ∈ V представим типовым образом в Rn: [X ]Б =


a
b
c
d
e
f

.

1 в) Отношения представим в форме, типовой для Rn.
2) Решим полученную задачу для пространства Rn:{
−2b + c = 0,

−3a− 21b + d− 14e + 7f = 0.

3) Интерпретируем результат
для исходного пространства:

V =


 a b c

b d e

c e f

 {
−2b + c = 0,

−3a− 21b + d− 14e + 7f = 0

 .
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Пример 12. Рассмотрим линейное пространство SM3 симмет-
ричных матриц размерности 3× 3. Задайте системой уравнений
подпространство V〈(

1 1 2
1 −4 2
2 2 8

)
,

(
−5 −1 −2
−1 −8 4
−2 4 4

)
,

(
2 1 2
1 6 −4
2 −4 −5

)
,

(
3 2 4
2 2 −3
4 −3 1

)〉
.

Ответ.

V =


 a b c

b d e

c e f

 {
−2b + c = 0,

−3a− 21b + d− 14e + 7f = 0

 .

В данном примере системы уравнений, полученные первым и вто-
рым способами оказались не просто равносильны, но даже полностью
совпали!
Вернёмся к лекции?

360



Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. Типичный план решения задачи по линейной алгебре
состоит из следующих пунктов:
1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
2. Решить полученную задачу в Rn.
3. Интерпретировать результат в исходном пространстве.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. Типичный план решения задачи по линейной алгебре
состоит из следующих пунктов:
1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
2. Свести решение полученной задачи к системе линейных уравнений
или матричному уравнению.
3. Интерпретировать результат в исходном пространстве.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение.

1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Какова стандартная процедура перехода в пространство Rn?
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Какова стандартная процедура перехода в пространство Rn?
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе. На-

пример, для вектора — это столбец координат.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Какова стандартная процедура перехода в пространство Rn?
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе. На-

пример, для вектора — это столбец координат. Для подпространства
— система линейных уравнений или задание с помощью базиса.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.

1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

371



Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Каковы стандартные способы задания подпространства?
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис:

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Какой из стандартных способов задания подпространства выбрать:

системой линейных уравнений или задание с помощью базиса?
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Какой из стандартных способов задания подпространства выбрать:

системой линейных уравнений или задание с помощью базиса?
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Какой из стандартных способов задания подпространства вы-

брать: системой линейных уравнений или задание с помощью ба-
зиса? Для отыскания пересечения удобнее использовать задание
подпространства системой уравнений, а для нахождения суммы —
как линейную оболочку базиса.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Какой из стандартных способов задания подпространства вы-

брать: системой линейных уравнений или задание с помощью базиса?
Придется использовать оба способа!
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Начнем с поиска суммы подпространств.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Начнем с поиска суммы подпространств. Что надо найти?
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Начнем с поиска суммы подпространств. Что надо найти? Сумму

подпространств.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Начнем с поиска суммы подпространств. Что надо найти? Сумму

подпространств. В каком виде запишем ответ?

381



Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Начнем с поиска суммы подпространств. Что надо найти? Сум-

му подпространств. В каком виде запишем ответ? Сумма подпро-
странств — это подпространство.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Начнем с поиска суммы подпространств. Что надо найти? Сум-

му подпространств. В каком виде запишем ответ? Сумма подпро-
странств — это подпространство. Подпространства стандартно зада-
ются как линейная оболочка базиса (или другой системы образую-
щих) или с помощью системы линейных уравнений.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Ищем сумму подпространств. Очевидно, что объединение базисов

подпространств V иW является системой порождающих суммы под-
пространств V +W .
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Ищем сумму подпространств. Очевидно, что объединение базисов

подпространств V иW является системой порождающих суммы под-
пространств V +W . Система порождающих (даже базис) для под-
пространства W нам дана в условии.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Ищем сумму подпространств. Очевидно, что объединение базисов

подпространств V иW является системой порождающих суммы под-
пространств V +W . Система порождающих (даже базис) для под-
пространстваW нам дана в условии. Поэтому осталось найти систему
порождающих для V .
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Ищем сумму подпространств, надо задать подпространство V си-

стемой уравнений.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Ищем сумму подпространств, надо задать подпространство V си-

стемой уравнений.
Уравнения — это стандартная форма фиксации отношений между
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Ищем сумму подпространств, надо задать подпространство V си-

стемой уравнений.
Уравнения — это стандартная форма фиксации отношений между

координатами вектора из V .
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Уравнения — это стандартная форма фиксации отношений между

координатами вектора из V .
Введем переменные.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Уравнения — это стандартная форма фиксации отношений между

координатами вектора из V .
Возьмем произвольный вектор из V и обозначим буквами коэффи-

циенты его разложения по базису Б:

a ·
(

1 0

0 0

)
+ b ·

(
0 1

0 0

)
+ c ·

(
0 0

1 0

)
+ d ·

(
0 0

0 1

)
=

(
a b

c d

)
.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Составим уравнение. Какую величину вычислим разными спосо-

бами?
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Составим уравнение. Какую величину вычислим разными спосо-

бами? Воспользуемся характеристическим свойством, с помощью ко-
торого задано V :
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Составим уравнение. Какую величину вычислим разными спосо-

бами? Воспользуемся характеристическим свойством, с помощью ко-
торого задано V :
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.(
1 2

2 4

)
·
(
a b

c d

)
=

(
0 0

0 0

)
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.(
1 2

2 4

)
·
(
a b

c d

)
=

(
0 0

0 0

)
⇔


a + 2c = 0,

b + 2d = 0,

2a + 4c = 0,

2b + 4d = 0.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .

1 б) Получили задание V
в одной из стандартных
форм:

V =


(
a b

c d

) 
a + 2c = 0,

b + 2d = 0,

2a + 4c = 0,

2b + 4d = 0.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввели естественный базис линейного пространства U .

1 б) Получили задание V
в одной из стандартных
форм:

V =


(
a b

c d

) 
a + 2c = 0,

b + 2d = 0,

2a + 4c = 0,

2b + 4d = 0.


Для того, чтобы задать V как линейную оболочку базиса, надо
найти фундаментальную систему решений полученной системы.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 2. Решить полученную задачу в Rn.

Найти фундаментальную
систему решений получен-
ной системы.

V =


(
a b

c d

) 
a + 2c = 0,

b + 2d = 0,

2a + 4c = 0,

2b + 4d = 0.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 2. Решить полученную задачу в Rn.
Решим систему методом Гаусса:

1 0 2 0

0 1 0 2

2 0 4 0

0 2 0 4

 ⇒
(

1 0 2 0

0 1 0 2

)
⇒


a

b

c

d

 =


−2 0

0 −2
1 0

0 1


(
C

D

)
.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 3. Интерпретировать результат в исходном про-
странстве.

a + 2c = 0,

b + 2d = 0,

2a + 4c = 0,

2b + 4d = 0.

⇔


a

b

c

d

 =


−2 0

0 −2
1 0

0 1


(
C

D

)
.
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Прообразы векторов найденной фундаментальной системы реше-
ний найдем по соответствующей формуле:
−2
0

1

0

 =

[
−2 ·

(
1 0

0 0

)
+ 0 ·

(
0 1

0 0

)
+ 1 ·

(
0 0

1 0

)
+ 0 ·

(
0 0

0 1

)]
Б

=

=

[(
−2 0

1 0

)]
Б
,

0

−2
0

1

 =

[
+0 ·

(
1 0

0 0

)
− 2 ·

(
0 1

0 0

)
+ 0 ·

(
0 0

1 0

)
+ 1 ·

(
0 0

0 1

)]
Б

=

=

[(
0 −2
0 1

)]
Б
.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 3. Интерпретировать результат в исходном про-
странстве.

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
=

{(
a b

c d

) {
a + 2c = 0,

b + 2d = 0

}
=

=

〈(
−2 0

1 0

)
,

(
0 −2
0 1

)〉
.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 3. Интерпретировать результат в исходном про-
странстве.

V +W =

〈(
−2 0

1 0

)
,

(
0 −2
0 1

)
,

(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 3. Интерпретировать результат в исходном про-
странстве.

V +W =

〈(
−2 0

1 0

)
,

(
0 −2
0 1

)
,

(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Полученная система порождающих на является базисом. Для полу-
чения стандартного задания суммы подпространств надо из получен-
ной системы порождающих выбрать максимальную линейно незави-
симую подсистему.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.

V +W =

〈(
−2 0

1 0

)
,

(
0 −2
0 1

)
,

(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.

V +W =

〈(
−2 0

1 0

)
,

(
0 −2
0 1

)
,

(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Каждый вектор заменим столбцом координат в естественном бази-
се, и «сошъем» их в одну матрицу.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Каждый вектор заменим столбцом координат в естественном базисе
по определению столбца координат:[(

−2 0

1 0

)]
Б

[(
0 −2
0 1

)]
Б

[(
1 2

2 1

)]
Б

[(
3 −2
1 3

)]
Б
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Каждый вектор заменим столбцом координат в естественном базисе
по определению столбца координат:[(

−2 0

1 0

)]
Б

[(
0 −2
0 1

)]
Б

[(
1 2

2 1

)]
Б

[(
3 −2
1 3

)]
Б

−2
0

1

0
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Каждый вектор заменим столбцом координат в естественном базисе
по определению столбца координат:[(

−2 0

1 0

)]
Б

[(
0 −2
0 1

)]
Б

[(
1 2

2 1

)]
Б

[(
3 −2
1 3

)]
Б

−2
0

1

0




0

−2
0

1
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Каждый вектор заменим столбцом координат в естественном базисе
по определению столбца координат:[(

−2 0

1 0

)]
Б

[(
0 −2
0 1

)]
Б

[(
1 2

2 1

)]
Б

[(
3 −2
1 3

)]
Б

−2
0

1

0




0

−2
0

1




1

2

2

1
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Каждый вектор заменим столбцом координат в естественном базисе
по определению столбца координат:[(

−2 0

1 0

)]
Б

[(
0 −2
0 1

)]
Б

[(
1 2

2 1

)]
Б

[(
3 −2
1 3

)]
Б

−2
0

1

0




0

−2
0

1




1

2

2

1




3

−2
1

3
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Каждый вектор заменим столбцом координат в естественном базисе
по определению столбца координат и «сошъем» их в одну матрицу:

−2
0

1

0




0

−2
0

1




1

2

2

1




3

−2
1

3
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Каждый вектор заменим столбцом координат в естественном базисе
по определению столбца координат и «сошъем» их в одну матрицу:

−2
0

1

0




0

−2
0

1




1

2

2

1




3

−2
1

3

 →


−2 0 1 3

0 −2 2 −2
1 0 2 1

0 1 1 3
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 2. Решить полученную задачу в Rn.
Элементарные преобразования строк не меняют линейных соотно-
шений между столбцами, поэтому найдем максимальнуую линейно
независимую систему столбцов, проводя элементарные преобразова-
ния строк:
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 2. Решить полученную задачу в Rn.
Элементарные преобразования строк не меняют линейных соотно-
шений между столбцами, поэтому найдем максимальнуую линейно
независимую систему столбцов, проводя элементарные преобразова-
ния строк:

−2 0 1 3

0 −2 2 −2
1 0 2 1

0 1 1 3

 ∼
 1 0 2 1

0 1 1 3

0 0 1 1

 ∼
 1 0 0 −1

0 1 0 2

0 0 1 1

 .
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 2. Решить полученную задачу в Rn.
−2 0 1 3

0 −2 2 −2
1 0 2 1

0 1 1 3

 ∼
 1 0 2 1

0 1 1 3

0 0 1 1

 ∼
 1 0 0 −1

0 1 0 2

0 0 1 1

 .

Значит, линейно независимой является система из первых трех век-
торов.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 3. Интерпретировать результат в исходном про-
странстве.
Значит, линейно независимой является система из первых трех век-
торов. Поэтому в качестве базиса пространства V +W можно взять
систему из первых трех векторов:
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 3. Интерпретировать результат в исходном про-
странстве.
Значит, линейно независимой является система из первых трех век-
торов. Поэтому в качестве базиса пространства V +W можно взять
систему из первых трех векторов:

V +W =

〈(
−2 0

1 0

)
,

(
0 −2
0 1

)
,

(
1 2

2 1

)〉
, причем
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 3. Интерпретировать результат в исходном про-
странстве.
Значит, линейно независимой является система из первых трех век-
торов. Поэтому в качестве базиса пространства V +W можно взять
систему из первых трех векторов:

V +W =

〈(
−2 0

1 0

)
,

(
0 −2
0 1

)
,

(
1 2

2 1

)〉
, причем(

3 −2
1 3

)
= −1

(
−2 0

1 0

)
+ 2

(
0 −2
0 1

)
+ 1

(
1 2

2 1

)
.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. Осталось найти пересечение V ∩W .
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. Осталось найти пересечение V ∩W .
1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. Осталось найти пересечение V ∩W .
1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Зададим оба подпространства системой линейных уравнений. Для V
мы это уже сделали. Найдем систему для W .
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Что надо найти?
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Что надо найти? Систему уравнений.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Что надо найти? Систему уравнений.
В каком виде представим ответ?
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Что надо найти? Систему уравнений.
В каком виде представим ответ? Формулой.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Что надо найти? Систему уравнений.
В каком виде представим ответ? Формулой.
Сведем задачу к числовым параметрам и введем переменные.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Что надо найти? Систему уравнений.
В каком виде представим ответ? Формулой.
Сведем задачу к числовым параметрам и введем переменные. Возь-
мем произвольный вектор из W и обозначим его координаты в ба-
зисе Б буквами:

x

(
1 0

0 0

)
+ y

(
0 1

0 0

)
+ z

(
0 0

1 0

)
+ t

(
0 0

0 1

)
=

(
x y

z t

)
.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Сведем задачу к числовым параметрам и введем переменные. Возь-
мем произвольный вектор из W и обозначим его координаты в ба-
зисе Б буквами:

x

(
1 0

0 0

)
+ y

(
0 1

0 0

)
+ z

(
0 0

1 0

)
+ t

(
0 0

0 1

)
=

(
x y

z t

)
.

Нам надо найти уравнение, поэтому обозначим буквами его коэффи-
циенты.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Сведем задачу к числовым параметрам и введем переменные. В виде
αx + βy + γz + δt = 0 мы ищем уравнение, которому удовлетворяют
координаты любых векторов подпространства W .
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Сведем задачу к числовым параметрам и введем переменные. В виде
αx + βy + γz + δt = 0 мы ищем уравнение, которому удовлетворяют
координаты любых векторов подпространства W . Подставляя ко-
ординаты векторов системы образующих (из условия), получаем{

α + 2β + 2γ + δ = 0,

3α− 2β + γ + 3δ = 0,
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 2. Решить полученную задачу в Rn.
Решим систему {

α + 2β + 2γ + δ = 0,

3α− 2β + γ + 3δ = 0,

методом Гаусса:(
1 2 2 1

3 −2 1 3

)
∼
(

1 2 2 1

0 −8 −5 0

)
∼
(

1 2 2 1

0 1, 6 1 0

)
∼
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 2. Решить полученную задачу в Rn.(
1 2 2 1

3 −2 1 3

)
∼
(

1 2 2 1

0 −8 −5 0

)
∼
(

1 2 2 1

0 1, 6 1 0

)
∼

∼
(

1 −1, 2 0 1

0 1, 6 1 0

)
7→
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 2. Решить полученную задачу в Rn.(
1 2 2 1

3 −2 1 3

)
∼
(

1 2 2 1

0 −8 −5 0

)
∼
(

1 2 2 1

0 1, 6 1 0

)
∼

∼
(

1 −1, 2 0 1

0 1, 6 1 0

)
7→


α

β

γ

δ

 =


1, 2 −1
1 0

−1, 6 0

0 1


(
C

D

)
.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 3. Интерпретировать результат в исходном про-
странстве.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 3. Интерпретировать результат в исходном про-
странстве.

Вектор
(
x y

z t

)
принадлежит W тогда и только тогда, когда

αx + βy + γz + δt = 0, где


α

β

γ

δ

 =


1, 2 −1
1 0

−1, 6 0

0 1


(
C

D

)
.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 3. Интерпретировать результат в исходном про-
странстве.

Вектор
(
x y

z t

)
принадлежит W тогда и только тогда, когда{

1, 2x + y − 1, 6z = 0,

−x + t = 0,
то есть (первое уравнение умножим на 5, что-

бы избавиться от дробей)

W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
=
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. 3. Интерпретировать результат в исходном про-
странстве.

Иными словами (первое уравнение системы
{

1, 2x + y − 1, 6z = 0,

−x + t = 0,
умножим на 5, чтобы избавиться от дробей)

W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
=

=

{
x

(
1 0
0 0

)
+ y

(
0 1
0 0

)
+ z

(
0 0
1 0

)
+ t

(
0 0
0 1

) {
6x+ 5y − 8z = 0,
−x+ t = 0,

}
.

439



Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. Вектор из U попадает в V ∩W тогда и только тогда,
когда он содержится и в V , и в W .
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. Вектор из U попадает в V ∩W тогда и только тогда,
когда он содержится и в V , и в W . Таким образом его координаты
удовлетворяют обоим системам уравнений.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Решение. Вектор из U попадает в V ∩W тогда и только тогда,
когда он содержится и в V , и в W . Таким образом его координаты
удовлетворяют обоим системам уравнений. Значит, V ∩W =

=

p
(

1 0
0 0

)
+ q

(
0 1
0 0

)
+ r

(
0 0
1 0

)
+ s

(
0 0
0 1

) 
p+ 2r = 0,
q + 2s = 0,
6p+ 5q − 8r = 0,
−p+ s = 0

 .
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .
Решение. Вектор из U попадает в V ∩W тогда и только тогда,

когда он содержится и в V , и в W . Таким образом его координаты
удовлетворяют обоим системам уравнений. Значит, V ∩W =

=

p
(

1 0
0 0

)
+ q

(
0 1
0 0

)
+ r

(
0 0
1 0

)
+ s

(
0 0
0 1

) 
p+ 2r = 0,
q + 2s = 0,
6p+ 5q − 8r = 0,
−p+ s = 0

 .

Решая последнюю систему, находим пересечение

V ∩W =

〈(
−2 4

1 −2

)〉
.
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Пример 13. В линейном пространстве U матриц размерно-
сти 2× 2 над R заданы подпространства

V =

{
X

(
1 2

2 4

)
·X =

(
0 0

0 0

)}
, W =

〈(
1 2

2 1

)
,

(
3 −2
1 3

)〉
.

Найдите V +W и V ∩W .

Замечание. Так как это пересечение — не нулевое, то сумма U + V

не является прямой суммой пространств U и V .
Вернёмся к лекции?
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Пример 14. Пусть V и W — подпространства линейного про-
странства U . В каком случае V ∩W = V , а в каком — V +W = V ?

Решение.
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Пример 14. Пусть V и W — подпространства линейного про-
странства U . В каком случае V ∩W = V , а в каком — V +W = V ?

Решение. Ясно, что V ∩W = V ⇔ V ⊆ W .
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Пример 14. Пусть V и W — подпространства линейного про-
странства U . В каком случае V ∩W = V , а в каком — V +W = V ?

Решение. Ясно, что V ∩W = V ⇔ V ⊆ W . Действительно,

V ∩W = V ⇒
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Пример 14. Пусть V и W — подпространства линейного про-
странства U . В каком случае V ∩W = V , а в каком — V +W = V ?

Решение. Ясно, что V ∩W = V ⇔ V ⊆ W . Действительно,

V ∩W = V ⇒ (x ∈ V ⇒ x ∈ V ∩W ) ⇒
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Пример 14. Пусть V и W — подпространства линейного про-
странства U . В каком случае V ∩W = V , а в каком — V +W = V ?

Решение. Ясно, что V ∩W = V ⇔ V ⊆ W . Действительно,

V ∩W = V ⇒ (x ∈ V ⇒ x ∈ V ∩W ) ⇒

⇒ (x ∈ V ⇒ x ∈ W ) ⇒
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Пример 14. Пусть V и W — подпространства линейного про-
странства U . В каком случае V ∩W = V , а в каком — V +W = V ?

Решение. Ясно, что V ∩W = V ⇔ V ⊆ W . Действительно,

V ∩W = V ⇒ (x ∈ V ⇒ x ∈ V ∩W ) ⇒

⇒ (x ∈ V ⇒ x ∈ W ) ⇒ V ⊆ W.
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Пример 14. Пусть V и W — подпространства линейного про-
странства U . В каком случае V ∩W = V , а в каком — V +W = V ?

Решение. Ясно, что V +W = V ⇔ W ⊆ V .
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Пример 14. Пусть V и W — подпространства линейного про-
странства U . В каком случае V ∩W = V , а в каком — V +W = V ?

Решение. Ясно, что V +W = V ⇔ W ⊆ V . Действительно,

V +W = V ⇒
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Пример 14. Пусть V и W — подпространства линейного про-
странства U . В каком случае V ∩W = V , а в каком — V +W = V ?

Решение. Ясно, что V +W = V ⇔ W ⊆ V . Действительно,

V +W = V ⇒

∀v, w ∃v′


v ∈ V,
w ∈ W,
v′ ∈ V

⇒ v + w = v′

 ⇒
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Пример 14. Пусть V и W — подпространства линейного про-
странства U . В каком случае V ∩W = V , а в каком — V +W = V ?

Решение. Ясно, что V +W = V ⇔ W ⊆ V . Действительно,

V +W = V ⇒

∀v, w ∃v′


v ∈ V,
w ∈ W,
v′ ∈ V

⇒ v + w = v′

 ⇒
⇒ w = v′ − v ∈ V ⇒
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Пример 14. Пусть V и W — подпространства линейного про-
странства U . В каком случае V ∩W = V , а в каком — V +W = V ?

Решение. Ясно, что V +W = V ⇔ W ⊆ V . Действительно,

V +W = V ⇒

∀v, w ∃v′


v ∈ V,
w ∈ W,
v′ ∈ V

⇒ v + w = v′

 ⇒
⇒ w = v′ − v ∈ V ⇒ W ⊆ V.

Вернёмся к лекции?
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Пример 15. Рассмотрим линейные пространства U и V над полем
действительных чисел, где U — линейное пространство многочле-
нов степени не выше 1 от переменной t, а V — линейное простран-
ство диагональных матриц размерности 2× 2. Если в формуле тео-
рии линейных пространств, верной для пространства U , заменить
многочлены на матрицы следующим образом:

многочлен a + bt заменим на матрицу
(
a 0

0 b

)
, (2)

то получим формулу, верную для V .

456



Пример 15. Рассмотрим линейные пространства U и V над полем
действительных чисел, где U — линейное пространство многочле-
нов степени не выше 1 от переменной t, а V — линейное простран-
ство диагональных матриц размерности 2× 2. Если в формуле тео-
рии линейных пространств, верной для пространства U , заменить
многочлены на матрицы следующим образом:

многочлен a + bt заменим на матрицу
(
a 0

0 b

)
, (2)

то получим формулу, верную для V .

Доказывать это утверждение мы не будем, а только проверим на
конкретной формуле.
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Пример 15. Если в формуле теории линейных пространств, вер-
ной для пространства U , заменить многочлены на матрицы следу-
ющим образом:

многочлен a + bt заменим на матрицу
(
a 0

0 b

)
, (2)

то получим формулу, верную для V .

Например, после такого преобразования верной формулы

2· (2− t) +3· (2 + 4t) = 10· (1 + t)
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Пример 15. Если в формуле теории линейных пространств, вер-
ной для пространства U , заменить многочлены на матрицы следу-
ющим образом:

многочлен a + bt заменим на матрицу
(
a 0

0 b

)
, (2)

то получим формулу, верную для V .

Например, после такого преобразования верной формулы

2· (2− t) +3· (2 + 4t) = 10· (1 + t)

2·
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Пример 15. Если в формуле теории линейных пространств, вер-
ной для пространства U , заменить многочлены на матрицы следу-
ющим образом:

многочлен a + bt заменим на матрицу
(
a 0

0 b

)
, (2)

то получим формулу, верную для V .

Например, после такого преобразования верной формулы

2· (2− t) +3· (2 + 4t) = 10· (1 + t)

↓

2·
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Пример 15. Если в формуле теории линейных пространств, вер-
ной для пространства U , заменить многочлены на матрицы следу-
ющим образом:

многочлен a + bt заменим на матрицу
(
a 0

0 b

)
, (2)

то получим формулу, верную для V .

Например, после такого преобразования верной формулы

2· (2− t) +3· (2 + 4t) = 10· (1 + t)

↓

2·
(

2 0

0 −1

)
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Пример 15. Если в формуле теории линейных пространств, вер-
ной для пространства U , заменить многочлены на матрицы следу-
ющим образом:

многочлен a + bt заменим на матрицу
(
a 0

0 b

)
, (2)

то получим формулу, верную для V .

Например, после такого преобразования верной формулы

2· (2− t) +3· (2 + 4t) = 10· (1 + t)

↓

2·
(

2 0

0 −1

)
+3·
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Пример 15. Если в формуле теории линейных пространств, вер-
ной для пространства U , заменить многочлены на матрицы следу-
ющим образом:

многочлен a + bt заменим на матрицу
(
a 0

0 b

)
, (2)

то получим формулу, верную для V .

Например, после такого преобразования верной формулы

2· (2− t) +3· (2 + 4t) = 10· (1 + t)

↓ ↓

2·
(

2 0

0 −1

)
+3·
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Пример 15. Если в формуле теории линейных пространств, вер-
ной для пространства U , заменить многочлены на матрицы следу-
ющим образом:

многочлен a + bt заменим на матрицу
(
a 0

0 b

)
, (2)

то получим формулу, верную для V .

Например, после такого преобразования верной формулы

2· (2− t) +3· (2 + 4t) = 10· (1 + t)

↓ ↓

2·
(

2 0

0 −1

)
+3·

(
2 0

0 4

)
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Пример 15. Если в формуле теории линейных пространств, вер-
ной для пространства U , заменить многочлены на матрицы следу-
ющим образом:

многочлен a + bt заменим на матрицу
(
a 0

0 b

)
, (2)

то получим формулу, верную для V .

Например, после такого преобразования верной формулы

2· (2− t) +3· (2 + 4t) = 10· (1 + t)

↓ ↓

2·
(

2 0

0 −1

)
+3·

(
2 0

0 4

)
=

465



Пример 15. Если в формуле теории линейных пространств, вер-
ной для пространства U , заменить многочлены на матрицы следу-
ющим образом:

многочлен a + bt заменим на матрицу
(
a 0

0 b

)
, (2)

то получим формулу, верную для V .

Например, после такого преобразования верной формулы

2· (2− t) +3· (2 + 4t) = 10· (1 + t)

↓ ↓

2·
(

2 0

0 −1

)
+3·

(
2 0

0 4

)
= 10·

466



Пример 15. Если в формуле теории линейных пространств, вер-
ной для пространства U , заменить многочлены на матрицы следу-
ющим образом:

многочлен a + bt заменим на матрицу
(
a 0

0 b

)
, (2)

то получим формулу, верную для V .

Например, после такого преобразования верной формулы

2· (2− t) +3· (2 + 4t) = 10· (1 + t)

↓ ↓ ↓

2·
(

2 0

0 −1

)
+3·

(
2 0

0 4

)
= 10·
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Пример 15. Если в формуле теории линейных пространств, вер-
ной для пространства U , заменить многочлены на матрицы следу-
ющим образом:

многочлен a + bt заменим на матрицу
(
a 0

0 b

)
, (2)

то получим формулу, верную для V .

Например, после такого преобразования верной формулы

2· (2− t) +3· (2 + 4t) = 10· (1 + t)

↓ ↓ ↓

2·
(

2 0

0 −1

)
+3·

(
2 0

0 4

)
= 10·

(
1 0

0 1

)
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Пример 15. Если в формуле теории линейных пространств, вер-
ной для пространства U , заменить многочлены на матрицы следу-
ющим образом:

многочлен a + bt заменим на матрицу
(
a 0

0 b

)
, (2)

то получим формулу, верную для V .

Например, после такого преобразования верной формулы

2· (2− t) +3· (2 + 4t) = 10· (1 + t)

↓ ↓ ↓

2·
(

2 0

0 −1

)
+3·

(
2 0

0 4

)
= 10·

(
1 0

0 1

)
получим верную формулу.
Вернёмся к лекции?
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение.
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса.
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выберем естественный базис пространства U :
a x2 + b xy + c y2, Б = {
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выберем естественный базис пространства U :
ax2 + b xy + c y2, Б =

{
1x2 + 0xy + 0 y2,
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выберем естественный базис пространства U :
ax2 + b xy + c y2, Б =

{
x2,
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выберем естественный базис пространства U :
a x2 + bxy + c y2, Б =

{
x2, 0x2 + 1xy + 0 y2,
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выберем естественный базис пространства U :
a x2 + bxy + c y2, Б =

{
x2, xy,
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выберем естественный базис пространства U :
a x2 + b xy + c y2, Б =

{
x2, xy, 0x2 + 0 xy + 1 y2,
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выберем естественный базис пространства U :
a x2 + b xy + c y2, Б =

{
x2, xy, y2

}
.

478



Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выберем естественный базис пространства U :
Б =

{
x2, xy, y2

}
.

Выберем естественный базис пространства V : 0 a b

−a 0 c

−b −c 0

 B =
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выберем естественный базис пространства U :
Б =

{
x2, xy, y2

}
.

Выберем естественный базис пространства V : 0 a b

−a 0 c

−b −c 0

 B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выберем естественный базис пространства U :
Б =

{
x2, xy, y2

}
.

Выберем естественный базис пространства V : 0 a b

−a 0 c

−b −c 0

 B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выберем естественный базис пространства U :
Б =

{
x2, xy, y2

}
.

Выберем естественный базис пространства V : 0 a b

−a 0 c

−b −c 0

 B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выберем естественный базис пространства U :
Б =

{
x2, xy, y2

}
.

Выберем естественный базис пространства V : 0 a b

−a 0 c

−b −c 0

 B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выбрали базисы пространств U и V :

Б =
{
x2, xy, y2

}
, B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выбрали базисы пространств U и V :

Б =
{
x2, xy, y2

}
, B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0


Как зададим изоморфизм?
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выбрали базисы пространств U и V :

Б =
{
x2, xy, y2

}
, B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0


Как зададим изоморфизм? Для этого надо ответить на вопрос:
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выбрали базисы пространств U и V :

Б =
{
x2, xy, y2

}
, B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0


Как зададим изоморфизм? Для этого надо ответить на вопрос:
что такое изоморфизм?
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выбрали базисы пространств U и V :

Б =
{
x2, xy, y2

}
, B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0


Как зададим изоморфизм? Для этого надо ответить на вопрос:
что такое изоморфизм? Изоморфизм — это функция.
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выбрали базисы пространств U и V :

Б =
{
x2, xy, y2

}
, B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0


Как зададим изоморфизм? Для этого надо ответить на вопрос:
что такое изоморфизм? Изоморфизм — это функция.
Наиболее применяемый способ задания функции —
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выбрали базисы пространств U и V :

Б =
{
x2, xy, y2

}
, B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0


Как зададим изоморфизм? Для этого надо ответить на вопрос:
что такое изоморфизм? Изоморфизм — это функция.
Наиболее применяемый способ задания функции — формула.
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выбрали базисы пространств U и V :

Б =
{
x2, xy, y2

}
, B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0


f
(
a x2 + b xy + c y2

)
=
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выбрали базисы пространств U и V :

Б =
{
x2, xy, y2

}
, B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0


f
(
a x2 + b xy + c y2

)
= a f

(
x2
)
+ b f (xy) + c f

(
y2
)
=
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выбрали базисы пространств U и V :

Б =
{
x2, xy, y2

}
, B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0


f
(
a x2 + b xy + c y2

)
= a f

(
x2
)
+ b f (xy) + c f

(
y2
)
=
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выбрали базисы пространств U и V :

Б =
{
x2, xy, y2

}
, B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0


f
(
a x2 + b xy + c y2

)
= a f

(
x2
)
+ b f (xy) + c f

(
y2
)
=

= a

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 +
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выбрали базисы пространств U и V :

Б =
{
x2, xy, y2

}
, B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0


f
(
a x2 + b xy + c y2

)
= a f

(
x2
)
+ b f (xy) + c f

(
y2
)
=

= a

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 + b

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 +
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выбрали базисы пространств U и V :

Б =
{
x2, xy, y2

}
, B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0


f
(
a x2 + b xy + c y2

)
= a f

(
x2
)
+ b f (xy) + c f

(
y2
)
=

= a

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 + b

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 + c

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выбрали базисы пространств U и V :

Б =
{
x2, xy, y2

}
, B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0


f
(
a x2 + b xy + c y2

)
= a f

(
x2
)
+ b f (xy) + c f

(
y2
)
=

= a

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 + b

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 + c

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0
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Пример 16. Докажите изоморфность линейного простран-
ства U квадратичных форм p(x, y) = a x2 + b xy + c y2 и линейно-
го пространства V кососимметричных матриц размерно-
сти 3× 3.

Решение. Обычно решение задач по линейной алгебре начинается
со введения базиса. Выбрали базисы пространств U и V :

Б =
{
x2, xy, y2

}
, B =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0


f
(
a x2 + b xy + c y2

)
= a f

(
x2
)
+ b f (xy) + c f

(
y2
)
=

= a

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 + b

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 + c

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 =

 0 a b

−a 0 c

−b −c 0

.

Вернёмся к лекции?
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Пример 17. Пусть Б = {m,n} и Б’ = {p, q} — базисы линей-

ного пространства U , и TБ→Б’ = (tij) =

(
2 −1
3 5

)
. Найдите раз-

ложение вектора q по базису Б.

Решение.
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Пример 17. Пусть Б = {m,n} и Б’ = {p, q} — базисы линей-

ного пространства U , и TБ→Б’ = (tij) =

(
2 −1
3 5

)
. Найдите раз-

ложение вектора q по базису Б.

Решение. Положим e1 = m, e2 = n.
По определению матрицы перехода имеем
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Пример 17. Пусть Б = {m,n} и Б’ = {p, q} — базисы линей-

ного пространства U , и TБ→Б’ = (tij) =

(
2 −1
3 5

)
. Найдите раз-

ложение вектора q по базису Б.

Решение. Положим e1 = m, e2 = n.
По определению матрицы перехода имеем

q =
2∑
i=1

ti2ei =
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Пример 17. Пусть Б = {m,n} и Б’ = {p, q} — базисы линей-

ного пространства U , и TБ→Б’ = (tij) =

(
2 −1
3 5

)
. Найдите раз-

ложение вектора q по базису Б.

Решение. Положим e1 = m, e2 = n.
По определению матрицы перехода имеем

q =
2∑
i=1

ti2ei = t12e1 + t22e2 =
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Пример 17. Пусть Б = {m,n} и Б’ = {p, q} — базисы линей-

ного пространства U , и TБ→Б’ = (tij) =

(
2 −1
3 5

)
. Найдите раз-

ложение вектора q по базису Б.

Решение. Положим e1 = m, e2 = n.
По определению матрицы перехода имеем

q =
2∑
i=1

ti2ei = t12e1 + t22e2 = t12m + t22n
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Пример 17. Пусть Б = {m,n} и Б’ = {p, q} — базисы линей-

ного пространства U , и TБ→Б’ = (tij) =

(
2 −1
3 5

)
. Найдите раз-

ложение вектора q по базису Б.

Решение. Положим e1 = m, e2 = n.
По определению матрицы перехода имеем

q =
2∑
i=1

ti2ei = t12e1 + t22e2 = t12m + t22n =
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Пример 17. Пусть Б = {m,n} и Б’ = {p, q} — базисы линей-

ного пространства U , и TБ→Б’ = (tij) =

(
2 −1
3 5

)
. Найдите раз-

ложение вектора q по базису Б.

Решение. Положим e1 = m, e2 = n.
По определению матрицы перехода имеем

q =
2∑
i=1

ti2ei = t12e1 + t22e2 = t12m + t22n = (−1)m+

505



Пример 17. Пусть Б = {m,n} и Б’ = {p, q} — базисы линей-

ного пространства U , и TБ→Б’ = (tij) =

(
2 −1
3 5

)
. Найдите раз-

ложение вектора q по базису Б.

Решение. Положим e1 = m, e2 = n.
По определению матрицы перехода имеем

q =
2∑
i=1

ti2ei = t12e1 + t22e2 = t12m + t22n = (−1)m+
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Пример 17. Пусть Б = {m,n} и Б’ = {p, q} — базисы линей-

ного пространства U , и TБ→Б’ = (tij) =

(
2 −1
3 5

)
. Найдите раз-

ложение вектора q по базису Б.

Решение. Положим e1 = m, e2 = n.
По определению матрицы перехода имеем

q =
2∑
i=1

ti2ei = t12e1 + t22e2 = t12m + t22n = (−1)m + 5n.
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Пример 17. Пусть Б = {m,n} и Б’ = {p, q} — базисы линей-

ного пространства U , и TБ→Б’ = (tij) =

(
2 −1
3 5

)
. Найдите раз-

ложение вектора q по базису Б.

Решение. Положим e1 = m, e2 = n.
По определению матрицы перехода имеем

q =
2∑
i=1

ti2ei = t12e1 + t22e2 = t12m + t22n = (−1)m + 5n.

Вернёмся к лекции?
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение.
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. Применим типовой план решения задач по линейной
алгебре:
1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
2. Решить полученную задачу в Rn.
3. Интерпретировать результат в исходном пространстве.
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Формулирование начинается со введения базиса. Это уже сделано.
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Вектору сопоставляем столбец координат. Паре базисов сопоставля-
ется матрица перехода:
s = p− q =
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Вектору сопоставляем столбец координат. Паре базисов сопоставля-
ется матрица перехода:
s = p− q = 1p + (−1)q,
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Вектору сопоставляем столбец координат. Паре базисов сопоставля-
ется матрица перехода:
s = p− q = 1p + (−1)q,

TБ→B =

(
1

−1
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Вектору сопоставляем столбец координат. Паре базисов сопоставля-
ется матрица перехода:
s = p− q = 1p + (−1)q,
t = q − 2p =

TБ→B =

(
1

−1
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Вектору сопоставляем столбец координат. Паре базисов сопоставля-
ется матрица перехода:
s = p− q = 1p + (−1)q,
t = q − 2p = −2p + 1q

TБ→B =

(
1

−1
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Вектору сопоставляем столбец координат. Паре базисов сопоставля-
ется матрица перехода:
s = p− q = 1p + (−1)q,
t = q − 2p = −2p + 1q

TБ→B =

(
1 −2
−1 1

)
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 2. Решить полученную задачу в Rn.
Согласно теореме о координатах вектора в разных базисах имеем
[x]B = T−1

Б→B · [x]Б, откуда
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 2. Решить полученную задачу в Rn.
Согласно теореме о координатах вектора в разных базисах имеем
[x]B = T−1

Б→B · [x]Б, откуда(
[2p + q]B [q − p]B [p + q]B

)
=

=

(
1 −2
−1 1

)−1 (
[2p + q]Б [q − p]Б [p + q]Б

)
=
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 2. Решить полученную задачу в Rn.
Согласно теореме о координатах вектора в разных базисах имеем
[x]B = T−1

Б→B · [x]Б, откуда(
[2p + q]B [q − p]B [p + q]B

)
=

=

(
1 −2
−1 1

)−1 (
[2p + q]Б [q − p]Б [p + q]Б

)
=

=

(
1 −2
−1 1

)−1(
2 −1 1

1 1 1

)
.
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 2. Решить полученную задачу в Rn.
Согласно теореме о координатах вектора в разных базисах имеем
[x]B = T−1

Б→B · [x]Б, откуда(
[2p + q]B [q − p]B [p + q]B

)
=

(
1 −2
−1 1

)−1(
2 −1 1

1 1 1

)
.
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 2. Решить полученную задачу в Rn.
Согласно теореме о координатах вектора в разных базисах имеем
[x]B = T−1

Б→B · [x]Б, откуда(
[2p + q]B [q − p]B [p + q]B

)
=

(
1 −2
−1 1

)−1(
2 −1 1

1 1 1

)
.(

1 −2 1 0

−1 1 0 1

)
∼

522



Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 2. Решить полученную задачу в Rn.
Согласно теореме о координатах вектора в разных базисах имеем
[x]B = T−1

Б→B · [x]Б, откуда(
[2p + q]B [q − p]B [p + q]B

)
=

(
1 −2
−1 1

)−1(
2 −1 1

1 1 1

)
.(

1 −2 1 0

−1 1 0 1

)
∼
(

1 −2 1 0

0 −1 1 1

)
∼
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 2. Решить полученную задачу в Rn.
Согласно теореме о координатах вектора в разных базисах имеем
[x]B = T−1

Б→B · [x]Б, откуда(
[2p + q]B [q − p]B [p + q]B

)
=

(
1 −2
−1 1

)−1(
2 −1 1

1 1 1

)
.(

1 −2 1 0

−1 1 0 1

)
∼
(

1 −2 1 0

0 −1 1 1

)
∼
(

1 0 −1 −2
0 1 −1 −1

)
.
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 2. Решить полученную задачу в Rn.
Согласно теореме о координатах вектора в разных базисах имеем
[x]B = T−1

Б→B · [x]Б, откуда(
[2p + q]B [q − p]B [p + q]B

)
=

(
1 −2
−1 1

)−1(
2 −1 1

1 1 1

)
.(

1 −2 1 0

−1 1 0 1

)
∼
(

1 −2 1 0

0 −1 1 1

)
∼
(

1 0 −1 −2
0 1 −1 −1

)
.
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 2. Решить полученную задачу в Rn.
Согласно теореме о координатах вектора в разных базисах имеем
[x]B = T−1

Б→B · [x]Б, откуда(
[2p + q]B [q − p]B [p + q]B

)
=

(
−1 −2
−1 −1

)(
2 −1 1

1 1 1

)
=
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 2. Решить полученную задачу в Rn.
Согласно теореме о координатах вектора в разных базисах имеем
[x]B = T−1

Б→B · [x]Б, откуда(
[2p + q]B [q − p]B [p + q]B

)
=

(
−1 −2
−1 −1

)(
2 −1 1

1 1 1

)
=

=

(
−4 −1 −3
−3 0 −2

)
.
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 3. Интерпретировать результат в исходном простран-
стве. (

[2p + q]B [q − p]B [p + q]B
)
=

(
−4 −1 −3
−3 0 −2

)
.
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 3. Интерпретировать результат в исходном простран-
стве. (

[2p + q]B [q − p]B [p + q]B
)
=

(
−4 −1 −3
−3 0 −2

)
.

Значит,

[2p + q]B =

(
−4
−3

)
,
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 3. Интерпретировать результат в исходном простран-
стве. (

[2p + q]B [q − p]B [p + q]B
)
=

(
−4 −1 −3
−3 0 −2

)
.

Значит,

[2p + q]B =

(
−4
−3

)
, [q − p]B =

(
−1
0

)
,
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение. 3. Интерпретировать результат в исходном простран-
стве. (

[2p + q]B [q − p]B [p + q]B
)
=

(
−4 −1 −3
−3 0 −2

)
.

Значит,

[2p + q]B =

(
−4
−3

)
, [q − p]B =

(
−1
0

)
, [p + q]B =

(
−3
−2

)
.
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение.

[2p + q]B =

(
−4
−3

)
, [q − p]B =

(
−1
0

)
, [p + q]B =

(
−3
−2

)
.

Проверка:
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение.

[2p + q]B =

(
−4
−3

)
, [q − p]B =

(
−1
0

)
, [p + q]B =

(
−3
−2

)
.

Проверка:
(−4)(p− q)− 3(q − 2p) = 2p + q.

533



Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение.

[2p + q]B =

(
−4
−3

)
, [q − p]B =

(
−1
0

)
, [p + q]B =

(
−3
−2

)
.

Проверка:
(−1)(p− q) + 0(q − 2p) = −p + q = q − p.
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Пример 18. Известно, что Б = {p, q} — базис линейного про-
странства U , и s = p− q, t = q − 2p. Найдите матрицы перехо-
да из Б в B = {s, t} и обратно. Найдите координаты векторов
2p + q, q − p, p + q.

Решение.

[2p + q]B =

(
−4
−3

)
, [q − p]B =

(
−1
0

)
, [p + q]B =

(
−3
−2

)
.

Проверка:
(−3)(p− q)− 2(q − 2p) = p + q.
Вернёмся к лекции или рассмотреть другой пример?

535



Пример 19. Пусть U — линейное пространство матриц размер-
ности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение.
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Пример 19. Пусть U — линейное пространство матриц размер-
ности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. В задаче сформулированы следующие требования:
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Пример 19. Пусть U — линейное пространство матриц размер-
ности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. В задаче сформулированы следующие требования:
1) найти базис B подпространства V ; 2) выбрать векторы из V

и 3) найти координаты отобранных векторов из V в базисе B.
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Пример 19. Пусть U — линейное пространство матриц размер-
ности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. Для ответа на каждое из требований применим типовой
план решения задач по линейной алгебре:
1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
2. Решить полученную задачу в Rn.
3. Интерпретировать результат в исходном пространстве.
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Пример 19. Пусть U — линейное пространство матриц размер-
ности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
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Пример 19. Пусть U — линейное пространство матриц размер-
ности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе. На-

пример, для вектора — это столбец координат.
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Пример 19. Пусть U — линейное пространство матриц размер-
ности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.

Нам известны и стандартные способы задания подпространства.
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.

Нам известны и стандартные способы задания подпространства.
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. 1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. 1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис пространства U :(
a b

c d

)
Б =

{(
1 0

0 0

)
,
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. 1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис пространства U :(
a b

c d

)
Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. 1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис пространства U :(
a b

c d

)
Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. 1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис пространства U :(
a b

c d

)
Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис пространства U :

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Возьмем произвольный вектор из V и разложим его по базису Б:

x

(
1 0

0 0

)
+ y

(
0 1

0 0

)
+ z

(
0 0

1 0

)
+ t

(
0 0

0 1

)
=
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Возьмем произвольный вектор из V и разложим его по базису Б:

x

(
1 0

0 0

)
+ y

(
0 1

0 0

)
+ z

(
0 0

1 0

)
+ t

(
0 0

0 1

)
=

(
x y

z t

)
.
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.

Вектор
(
x y

z t

)
принадлежит V , поэтому удовлетворяет усло-

вию (3):
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.

Вектор
(
x y

z t

)
принадлежит V , поэтому удовлетворяет усло-

вию (3):
(
x y

z t

)(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)(
x y

z t

)
, т.е.
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.

Вектор
(
x y

z t

)
принадлежит V , поэтому удовлетворяет усло-

вию (3):
(
x y

z t

)(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)(
x y

z t

)
, т.е.


4y − 4z = 0,

x− 4t = 0,

4t− x = 0,

z − y = 0.
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.

Итак, вектор
(
x y

z t

)
принадлежит V тогда и только тогда, когда

4y − 4z = 0,

x− 4t = 0,

4t− x = 0,

z − y = 0.

2. Решить полученную задачу в Rn.

555



Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

2. Решить полученную задачу в Rn.

Итак, вектор
(
x y

z t

)
принадлежит V тогда и только тогда, когда

4y − 4z = 0,

x− 4t = 0,

4t− x = 0,

z − y = 0.

Найдем базис простран-
ства решений — фундамен-
тальную систему решений:
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

2. Решить полученную задачу в Rn.

Итак, вектор
(
x y

z t

)
принадлежит V тогда и только тогда, когда

4y − 4z = 0,

x− 4t = 0,

4t− x = 0,

z − y = 0.

Найдем базис простран-
ства решений — фундамен-
тальную систему решений:




4

0

0

1

 ,


0

1

1

0


.
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

2. Решить полученную задачу в Rn.
4y − 4z = 0,

x− 4t = 0,

4t− x = 0,

z − y = 0.

Найдем базис простран-
ства решений — фундамен-
тальную систему решений:




4

0

0

1

 ,


0

1

1

0


.

3. Интерпретировать результат в исходном пространстве.
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

3. Интерпретировать результат в исходном пространстве:


4

0

0

1

 ,


0

1

1

0




4

(
1 0

0 0

)
+.
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

3. Интерпретировать результат в исходном пространстве:


4

0

0

1

 ,


0

1

1

0




4

(
1 0

0 0

)
+ 0

(
0 1

0 0

)
+.
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

3. Интерпретировать результат в исходном пространстве:


4

0

0

1

 ,


0

1

1

0




4

(
1 0

0 0

)
+ 0

(
0 1

0 0

)
+ 0

(
0 0

1 0

)
+.
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

3. Интерпретировать результат в исходном пространстве:


4

0

0

1

 ,


0

1

1

0




4

(
1 0

0 0

)
+ 0

(
0 1

0 0

)
+ 0

(
0 0

1 0

)
+ 1

(
0 0

0 1

)
.
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

3. Интерпретировать результат в исходном пространстве:


4

0

0

1

 ,


0

1

1

0




4

(
1 0

0 0

)
+ 0

(
0 1

0 0

)
+ 0

(
0 0

1 0

)
+ 1

(
0 0

0 1

)
=

(
4 0

0 1

)
.
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

3. Интерпретировать результат в исходном пространстве:


4

0

0

1

 ,


0

1

1

0


{(

4 0

0 1

)
,

564



Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

3. Интерпретировать результат в исходном пространстве:


4

0

0

1

 ,


0

1

1

0


{(

4 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)}
.
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Пример 19. 1) Пусть U — линейное пространство матриц
размерности 2× 2. Найдите базис его подпространства

V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
. (3)

Решение. Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
..

В качестве ответа на первое требование исходной задачи получен

следующий базис подпространства V : B =

{(
4 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)}
.

Перейдем к поиску ответа на второе из требований.
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Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V .

Решение. В данном случае можно подставить каждый из векторов
в равенство из характеристического свойства векторов из V :

X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X .
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Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V .

Решение. Например,(
−1 2

2 −4

)(
2 1

4 2

)
6=
(

2 4

1 2

)(
−1 2

2 −4

)
,

поэтому
(
−1 2

2 −4

)
/∈ V и т.д.
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Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V .

Решение. Можно совместить ответ на второе и третье требования
и попытаться разложить эти векторы по базису B, т.е. решить урав-
нения
x

(
4 0

0 1

)
+ y

(
0 1

1 0

)
=

(
−1 2

2 −4

)
и т.д.
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Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V .

Решение. Можно совместить ответ на второе и третье требования
и попытаться разложить эти векторы по базису B, т.е. решить урав-
нения
x

(
4 0

0 1

)
+ y

(
0 1

1 0

)
=

(
−1 2

2 −4

)
и т.д.

Хлопотно!
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Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V .

Решение. Применим другую идею: дополним базис B до бази-
са Б’ всего пространства и найдем координаты данных векторов
в базисе Б’. Таким образом мы совместим ответ на второе и третье
требования задачи, поскольку
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Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V .

Решение. Применим другую идею: дополним базис B до бази-
са Б’ всего пространства и найдем координаты данных векторов
в базисе Б’. Таким образом мы совместим ответ на второе и третье
требования задачи, поскольку у векторов из V в разложении по Б’
коэффициенты перед «добавленными» векторами будут нулевыми.

572



Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. Для реализации каждого этого плана, естественно,
вновь применим типовой план решения задач по линейной алгебре:
1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
2. Решить полученную задачу в Rn.
3. Интерпретировать результат в исходном пространстве.
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Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. Дополним B векторами из Б:{(
4 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

и выберем максимальную линейно независимую подсистему, содер-
жащую два первых вектора (такую задачу мы уже решали).
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Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. Дополним B векторами из Б:{(
4 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.
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Решение. Дополним B векторами из Б:{(
4 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Выберем максимальную линейно независимую подсистему, содержа-
щую два первых вектора (такую задачу мы уже решали). Каждый
вектор заменим столбцом его координат и соберем эти столбцы в мат-
рицу. Элементарные преобразования строк не меняют линейных за-
висимостей между столбцами. Поэтому применим метод Гаусса так,
чтобы первые два из 6 столбцов входили во фрагмент единичной
матрицы:

576



Решение. Дополним B векторами из Б:{(
4 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Выберем максимальную линейно независимую подсистему, содержа-
щую два первых вектора (такую задачу мы уже решали). Каждый
вектор заменим столбцом его координат и соберем эти столбцы в мат-
рицу. Элементарные преобразования строк не меняют линейных за-
висимостей между столбцами. Поэтому применим метод Гаусса так,
чтобы первые два из 6 столбцов входили во фрагмент единичной мат-
рицы:

4 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0

1 0 0 0 0 1

 ∼
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Решение. Дополним B векторами из Б:{(
4 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Выберем максимальную линейно независимую подсистему, содержа-
щую два первых вектора (такую задачу мы уже решали). Каждый
вектор заменим столбцом его координат и соберем эти столбцы в мат-
рицу. Элементарные преобразования строк не меняют линейных за-
висимостей между столбцами. Поэтому применим метод Гаусса так,
чтобы первые два из 6 столбцов входили во фрагмент единичной мат-
рицы:

4 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0

1 0 0 0 0 1

 ∼


1 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 −1
0 0 0 1 −1 0

 .

578



Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. Значит, в качестве Б’ можно взять систему:{(
4 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)}
.

Первый пункт нашего плана выполнен.
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Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. Значит, в качестве Б’ можно взять систему:{(
4 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)}
.

Найдем матрицу перехода из Б в Б’:

580



Б
{(

1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
,

Б’
{(

4 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)}
.

Найдем матрицу перехода из Б в Б’:(
4 0

0 1

)
= 4

(
1 0

0 0

)
+ 0

(
0 1

0 0

)
+ 0

(
0 0

1 0

)
+ 1

(
0 0

0 1

)

TБ→Б’ =


4

0

0

1
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Б
{(

1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
,

Б’
{(

4 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)}
.

Найдем матрицу перехода из Б в Б’:(
0 1

1 0

)
= 0

(
1 0

0 0

)
+ 1

(
0 1

0 0

)
+ 1

(
0 0

1 0

)
+ 0

(
0 0

0 1

)

TБ→Б’ =


4 0

0 1

0 1

1 0
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Б
{(

1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
,

Б’
{(

4 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)}
.

Найдем матрицу перехода из Б в Б’:(
1 0

0 0

)
= 1

(
1 0

0 0

)
+ 0

(
0 1

0 0

)
+ 0

(
0 0

1 0

)
+ 0

(
0 0

0 1

)

TБ→Б’ =


4 0 1

0 1 0

0 1 0

1 0 0
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Б
{(

1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
,

Б’
{(

4 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)}
.

Найдем матрицу перехода из Б в Б’:(
0 1

0 0

)
= 0

(
1 0

0 0

)
+ 1

(
0 1

0 0

)
+ 0

(
0 0

1 0

)
+ 0

(
0 0

0 1

)

TБ→Б’ =


4 0 1 0

0 1 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0
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Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. Значит, в качестве Б’ можно взять систему:{(
4 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)}
.

Мы нашли матрицу перехода из Б в Б’:

TБ→Б’ =


4 0 1 0

0 1 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0
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Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. Мы нашли матрицу перехода из базиса Б в базис Б’:

TБ→Б’ =


4 0 1 0

0 1 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0

. Согласно теореме о координатах вектора в

разных базисах имеем [x]Б’ = T−1

Б→Б’ · [x]Б.

586



Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. Согласно теореме о координатах вектора в разных ба-
зисах имеем [x]Б’ = T−1

Б→Б’ · [x]Б. Мы нашли матрицу перехода из
базиса Б в базис Б’:

TБ→Б’ =


4 0 1 0

0 1 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0

. Найдем обратную матрицу:
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TБ→Б’ =


4 0 1 0

0 1 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0

. Найдем обратную матрицу:


4 0 1 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0 1

 ∼
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TБ→Б’ =


4 0 1 0

0 1 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0

. Найдем обратную матрицу:


4 0 1 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0 1

 ∼


1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0

4 0 1 0 1 0 0 0

 ∼
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TБ→Б’ =


4 0 1 0

0 1 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0

. Найдем обратную матрицу:


4 0 1 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0 1

 ∼


1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0

4 0 1 0 1 0 0 0

 ∼

∼


1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0 0 −4

 ∼
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TБ→Б’ =


4 0 1 0

0 1 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0

. Найдем обратную матрицу:


4 0 1 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0 1

 ∼


1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0

4 0 1 0 1 0 0 0

 ∼

∼


1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0 0 −4

 ∼


1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0 0

0 0 0 −1 0 −1 1 0

0 0 1 0 1 0 0 −4

 ∼
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TБ→Б’ =


4 0 1 0

0 1 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0

. Найдем обратную матрицу:

. . . ∼


1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0 0 −4

 ∼


1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0 0

0 0 0 −1 0 −1 1 0

0 0 1 0 1 0 0 −4

 ∼

. . . ∼


1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 1 0 0 −4
0 0 0 1 0 1 −1 0

 ∼
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TБ→Б’ =


4 0 1 0

0 1 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0

. Найдем обратную матрицу:

. . . ∼


1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0 0 −4

 ∼


1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0 0

0 0 0 −1 0 −1 1 0

0 0 1 0 1 0 0 −4

 ∼

. . . ∼


1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 1 0 0 −4
0 0 0 1 0 1 −1 0

 ∼


1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0 0 −4
0 0 0 1 0 1 −1 0
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Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. Согласно теореме о координатах вектора в разных ба-
зисах имеем [x]Б’ = T−1

Б→Б’ · [x]Б. Мы нашли матрицы перехода из
базиса Б в базис Б’ и обратно:

TБ→Б’ =


4 0 1 0

0 1 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0

, T−1

Б→Б’ = TБ’→Б =


0 0 0 1

0 0 1 0

1 0 0 −4
0 1 −1 0

.
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Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. [x]Б’ = TБ’→Б · [x]Б:
0 0 0 1

0 0 1 0

1 0 0 −4
0 1 −1 0



−1
2

2

−4
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Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. [x]Б’ = TБ’→Б · [x]Б:
0 0 0 1

0 0 1 0

1 0 0 −4
0 1 −1 0



−1 4

2 1

2 1

−4 1
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Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. [x]Б’ = TБ’→Б · [x]Б:
0 0 0 1

0 0 1 0

1 0 0 −4
0 1 −1 0



−1 4 −8
2 1 1

2 1 1

−4 1 −2
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Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. [x]Б’ = TБ’→Б · [x]Б:
0 0 0 1

0 0 1 0

1 0 0 −4
0 1 −1 0



−1 4 −8 −8
2 1 1 4

2 1 1 4

−4 1 −2 −1
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Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. [x]Б’ = TБ’→Б · [x]Б:
0 0 0 1

0 0 1 0

1 0 0 −4
0 1 −1 0



−1 4 −8 −8 −4
2 1 1 4 4

2 1 1 4 4

−4 1 −2 −1 −2

 =


−4 1 −2 −1 −2
2 1 1 4 4

15 0 0 −4 4

0 0 0 0 0

.
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Пример 19. V =

{
X ∈ U X

(
2 1

4 2

)
=

(
2 4

1 2

)
X

}
.

2) Среди векторов(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
выберите все векторы из V и найдите их координаты в постро-
енном вами базисе пространства V .

Решение. [x]Б’ = TБ’→Б · [x]Б:
0 0 0 1

0 0 1 0

1 0 0 −4
0 1 −1 0



−1 4 −8 −8 −4
2 1 1 4 4

2 1 1 4 4

−4 1 −2 −1 −2

 =


−4 1 −2 −1 −2
2 1 1 4 4

15 0 0 −4 4

0 0 0 0 0

.
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(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
,

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Б’ =
{(

4 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)}
.

−4 1 −2 −1 −2
2 1 1 4 4

15 0 0 −4 4

0 0 0 0 0

 ,

(
4 1

1 1

)
= 1

(
4 0

0 1

)
+ 1

(
0 1

1 0

)
,
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(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
,

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Б’ =
{(

4 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)}
.

−4 1 −2 −1 −2
2 1 1 4 4

15 0 0 −4 4

0 0 0 0 0

 ,

(
4 1

1 1

)
= 1

(
4 0

0 1

)
+ 1

(
0 1

1 0

)
,(

−8 1

1 −2

)
= −2

(
4 0

0 1

)
+ 1

(
0 1

1 0

)
.
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(
−1 2

2 −4

)
,

(
4 1

1 1

)
,

(
−8 1

1 −2

)
,

(
−8 4

4 −1

)
,

(
−4 4

4 −2

)
,

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

Б’ =
{(

4 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)}
.

−4 1 −2 −1 −2
2 1 1 4 4

15 0 0 −4 4

0 0 0 0 0

 ,

(
4 1

1 1

)
= 1

(
4 0

0 1

)
+ 1

(
0 1

1 0

)
,(

−8 1

1 −2

)
= −2

(
4 0

0 1

)
+ 1

(
0 1

1 0

)
.

Вернёмся к лекции или рассмотреть другой пример?
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение.
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. Типичный план решения задачи по линейной алгебре
состоит из следующих пунктов:
1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
2. Решить полученную задачу в Rn.
3. Интерпретировать результат в исходном пространстве.
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. Типичный план решения задачи по линейной алгебре
состоит из следующих пунктов:
1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
2. Решить полученную задачу в Rn.
3. Интерпретировать результат в исходном пространстве.
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение.

1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Какова стандартная процедура перехода в пространство Rn?

609



Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Какова стандартная процедура перехода в пространство Rn?
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе. На-

пример, для вектора — это столбец координат.

610



Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
Какова стандартная процедура перехода в пространство Rn?
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе. На-

пример, для вектора — это столбец координат. Для подпространства
— система линейных уравнений или задание с помощью базиса.
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.

1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.

613



Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис пространства многочленов

ax0 + bx + cx2

1 · x0 + 0 · x + 0 · x2

614



Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис пространства многочленов

ax0 + bx + cx2

1 · x0 + 0 · x + 0 · x2 →
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис пространства многочленов

ax0 + bx + cx2

1 · x0 + 0 · x + 0 · x2 → x0
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис пространства многочленов

ax0 + bx + cx2

1 · x0 + 0 · x + 0 · x2 → x0

0 · x0 + 1 · x + 0 · x2

617



Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис пространства многочленов

ax0 + bx + cx2

1 · x0 + 0 · x + 0 · x2 → x0

0 · x0 + 1 · x + 0 · x2 →

618



Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис пространства многочленов

ax0 + bx + cx2

1 · x0 + 0 · x + 0 · x2 → x0

0 · x0 + 1 · x + 0 · x2 → x

619



Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис пространства многочленов

ax0 + bx + cx2

1 · x0 + 0 · x + 0 · x2 → x0

0 · x0 + 1 · x + 0 · x2 → x

0 · x0 + 0 · x + 1 · x2

620



Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис пространства многочленов

ax0 + bx + cx2

1 · x0 + 0 · x + 0 · x2 → x0

0 · x0 + 1 · x + 0 · x2 → x

0 · x0 + 0 · x + 1 · x2 →
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Ввести базис исходного линейного пространства.
Возьмем естественный базис пространства многочленов

ax0 + bx + cx2

1 · x0 + 0 · x + 0 · x2 → x0

0 · x0 + 1 · x + 0 · x2 → x

0 · x0 + 0 · x + 1 · x2 → x2
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис пространства многочленов

ax0 + bx + cx2 степени не выше 2:

Б’ =
{
x0, x, x2

}
.
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис:

Б’ =
{
x0, x, x2

}
.

В условии все многочлены представлены разложением по степе-
ням (x + 2): p + q(x + 2) + r(x + 2)2. Поэтому рационально постро-
ить базис, обусловленный этим представлением:

1 · (x + 2)0 + 0 · (x + 2) + 0 · (x + 2)2
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис:

Б’ =
{
x0, x, x2

}
.

В условии все многочлены представлены разложением по степе-
ням (x + 2): p + q(x + 2) + r(x + 2)2. Поэтому рационально постро-
ить базис, обусловленный этим представлением:

1 · (x + 2)0 + 0 · (x + 2) + 0 · (x + 2)2 →
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис:

Б’ =
{
x0, x, x2

}
.

В условии все многочлены представлены разложением по степе-
ням (x + 2): p + q(x + 2) + r(x + 2)2. Поэтому рационально постро-
ить базис, обусловленный этим представлением:

1 · (x + 2)0 + 0 · (x + 2) + 0 · (x + 2)2 → (x + 2)0
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис:

Б’ =
{
x0, x, x2

}
.

В условии все многочлены представлены разложением по степе-
ням (x + 2): p + q(x + 2) + r(x + 2)2. Поэтому рационально постро-
ить базис, обусловленный этим представлением:

1 · (x + 2)0 + 0 · (x + 2) + 0 · (x + 2)2 → (x + 2)0

0 · (x + 2)0 + 1 · (x + 2) + 0 · (x + 2)2
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис:

Б’ =
{
x0, x, x2

}
.

В условии все многочлены представлены разложением по степе-
ням (x + 2): p + q(x + 2) + r(x + 2)2. Поэтому рационально постро-
ить базис, обусловленный этим представлением:

1 · (x + 2)0 + 0 · (x + 2) + 0 · (x + 2)2 → (x + 2)0

0 · (x + 2)0 + 1 · (x + 2) + 0 · (x + 2)2 →
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис:

Б’ =
{
x0, x, x2

}
.

В условии все многочлены представлены разложением по степе-
ням (x + 2): p + q(x + 2) + r(x + 2)2. Поэтому рационально постро-
ить базис, обусловленный этим представлением:

1 · (x + 2)0 + 0 · (x + 2) + 0 · (x + 2)2 → (x + 2)0

0 · (x + 2)0 + 1 · (x + 2) + 0 · (x + 2)2 → (x + 2)
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис:

Б’ =
{
x0, x, x2

}
.

В условии все многочлены представлены разложением по степе-
ням (x + 2): p + q(x + 2) + r(x + 2)2. Поэтому рационально постро-
ить базис, обусловленный этим представлением:

1 · (x + 2)0 + 0 · (x + 2) + 0 · (x + 2)2 → (x + 2)0

0 · (x + 2)0 + 1 · (x + 2) + 0 · (x + 2)2 → (x + 2)

0 · (x + 2)0 + 0 · (x + 2) + 1 · (x + 2)2

630



Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис:

Б’ =
{
x0, x, x2

}
.

В условии все многочлены представлены разложением по степе-
ням (x + 2): p + q(x + 2) + r(x + 2)2. Поэтому рационально постро-
ить базис, обусловленный этим представлением:

1 · (x + 2)0 + 0 · (x + 2) + 0 · (x + 2)2 → (x + 2)0

0 · (x + 2)0 + 1 · (x + 2) + 0 · (x + 2)2 → (x + 2)

0 · (x + 2)0 + 0 · (x + 2) + 1 · (x + 2)2 →
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили естественный базис:

Б’ =
{
x0, x, x2

}
.

В условии все многочлены представлены разложением по степе-
ням (x + 2): p + q(x + 2) + r(x + 2)2. Поэтому рационально постро-
ить базис, обусловленный этим представлением:

1 · (x + 2)0 + 0 · (x + 2) + 0 · (x + 2)2 → (x + 2)0

0 · (x + 2)0 + 1 · (x + 2) + 0 · (x + 2)2 → (x + 2)

0 · (x + 2)0 + 0 · (x + 2) + 1 · (x + 2)2 → (x + 2)2
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса:

Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б” =

{
(x + 2)0, (x + 2), (x + 2)2

}
.
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса:

Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б” =

{
(x + 2)0, (x + 2), (x + 2)2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Найдем матрицы перехода TБ’→Б и TБ’→Б” .
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса:

Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б” =

{
(x + 2)0, (x + 2), (x + 2)2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Найдем матрицы перехода TБ’→Б и TБ’→Б” .
Столбцами матрицы перехода являются столбцы координат векто-

ров «нового» базиса в «старом» базисе.
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса:

Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б” =

{
(x + 2)0, (x + 2), (x + 2)2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Найдем матрицы перехода TБ’→Б и TБ’→Б” .
Столбцами матрицы перехода являются столбцы координат векто-

ров «нового» базиса в «старом» базисе.
Поэтому
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Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
,

TБ’→Б =

637



Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
,

TБ’→Б =

x− 1 = −1 · x0 + 1 · x + 0 · x2 7→

 −11
0

 ,
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Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
,

TБ’→Б =

 −11
0

x− 1 = −1 · x0 + 1 · x + 0 · x2 7→

 −11
0

,
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Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
,

TБ’→Б =

 −11
0

x− 1 = −1 · x0 + 1 · x + 0 · x2 7→

 −11
0

 ,

x + 1 = 1 · x0 + 1 · x + 0 · x2 7→

 1

1

0

 ,

640



Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
,

TБ’→Б =

 −1 1

1 1

0 0

x− 1 = −1 · x0 + 1 · x + 0 · x2 7→

 −11
0

 ,

x + 1 = 1 · x0 + 1 · x + 0 · x2 7→

 1

1

0

,
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Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
,

TБ’→Б =

 −1 1

1 1

0 0

x− 1 = −1 · x0 + 1 · x + 0 · x2 7→

 −11
0

 ,

x + 1 = 1 · x0 + 1 · x + 0 · x2 7→

 1

1

0

 ,

x2 − 1 = −1 · x0 + 0 · x + 1 · x2 7→

 −10
1

 .
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Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
,

TБ’→Б =

 −1 1 −1
1 1 0

0 0 1



x− 1 = −1 · x0 + 1 · x + 0 · x2 7→

 −11
0

 ,

x + 1 = 1 · x0 + 1 · x + 0 · x2 7→

 1

1

0

 ,

x2 − 1 = −1 · x0 + 0 · x + 1 · x2 7→

 −10
1

.
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса:

Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б” =

{
(x + 2)0, (x + 2), (x + 2)2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.

Итак, TБ’→Б =

 −1 1 −1
1 1 0

0 0 1

.
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса:

Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б” =

{
(x + 2)0, (x + 2), (x + 2)2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.

Итак, TБ’→Б =

 −1 1 −1
1 1 0

0 0 1

. Аналогично найдем TБ’→Б” .
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Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б =

{
(x + 2)0, (x + 2), (x + 2)2

}
,

TБ’→Б” =

646



Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б =

{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
,

TБ’→Б” =

(x + 2)0 = 1 · x0 + 0 · x + 0 · x2 7→

 1

0

0

 ,
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Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б =

{
(x + 2)0, (x + 2), (x + 2)2

}
,

TБ’→Б” =

 1

0

0

(x + 2)0 = 1 · x0 + 0 · x + 0 · x2 7→

 1

0

0

,
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Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б =

{
(x + 2)0, (x + 2), (x + 2)2

}
,

TБ’→Б” =

 1

0

0

(x + 2)0 = 1 · x0 + 0 · x + 0 · x2 7→

 1

0

0

 ,

x + 2 = 2 · x0 + 1 · x + 0 · x2 7→

 2

1

0

 ,
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Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б =

{
(x + 2)0, (x + 2), (x + 2)2

}
,

TБ’→Б” =

 1 2

0 1

0 0

(x + 2)0 = 1 · x0 + 0 · x + 0 · x2 7→

 1

0

0

 ,

x + 2 = 2 · x0 + 1 · x + 0 · x2 7→

 2

1

0

,
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Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б =

{
(x + 2)0, (x + 2), (x + 2)2

}
,

TБ’→Б” =

 1 2

0 1

0 0

(x + 2)0 = 1 · x0 + 0 · x + 0 · x2 7→

 1

0

0

 ,

x + 2 = 2 · x0 + 1 · x + 0 · x2 7→

 2

1

0

 ,

(x + 2)2 = x2 + 4x + 4 = 4 · x0 + 4 · x + 1 · x2 7→

 4

4

1

 .

651



Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б =

{
(x + 2)0, (x + 2), (x + 2)2

}
,

TБ’→Б” =

 1 2 4

0 1 4

0 0 1



(x + 2)0 = 1 · x0 + 0 · x + 0 · x2 7→

 1

0

0

 ,

x + 2 = 2 · x0 + 1 · x + 0 · x2 7→

 2

1

0

 ,

(x + 2)2 = x2 + 4x + 4 = 4 · x0 + 4 · x + 1 · x2

 4

4

1

.
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса:

Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б” =

{
(x + 2)0, (x + 2), (x + 2)2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.

Итак, TБ’→Б =

 −1 1 −1
1 1 0

0 0 1

, TБ’→Б” =

 1 2 4

0 1 4

0 0 1

.
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса:

Б’ =
{
x0, x, x2

}
, Б” =

{
(x + 2)0, (x + 2), (x + 2)2

}
.

1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.

Итак, TБ’→Б =

 −1 1 −1
1 1 0

0 0 1

, TБ’→Б” =

 1 2 4

0 1 4

0 0 1

. Теперь

найдем матрицу перехода TБ→Б” .
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса: базисы Б и Б” .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Мы получили матрицы перехода TБ’→Б и TБ’→Б” .
Теперь найдем матрицу перехода TБ→Б” . Введем следующие обо-

значения: Б’ = {u1, u2, u3}, Б = {v1, v2, v3}, Б” = {w1, w2, w3}.
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса: базисы Б и Б” .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Мы получили матрицы перехода TБ’→Б и TБ’→Б” .
Теперь найдем матрицу перехода TБ→Б” . Введем следующие

обозначения: Б’ = {u1, u2, u3}, Б = {v1, v2, v3}, Б” = {w1, w2, w3}.
Мы ищем коэффициенты матрицы, определяемой, равенствами
wi = C1iv1 + C2iv2 + C3iv3.
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Мы ищем коэффициенты матрицы, определяемой, равенствами
wi = C1iv1 + C2iv2 + C3iv3. Переходя к столбцам координат в бази-
се Б’, получаем с помощью умножения матриц «на макроуровне»

[wi]Б’ = C1i [v1]Б’ + C2i [v2]Б’ + C3i [v3]Б’ =

=
(
[v1]Б’ [v2]Б’ [v3]Б’

) C1i

C2i

C3i

 = TБ’→Б

 C1i

C2i

C3i

 .
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Мы ищем коэффициенты матрицы, определяемой, равенствами
wi = C1iv1 + C2iv2 + C3iv3. Переходя к столбцам координат в бази-
се Б’, получаем с помощью умножения матриц «на макроуровне»

[wi]Б’ = C1i [v1]Б’ + C2i [v2]Б’ + C3i [v3]Б’ =

=
(
[v1]Б’ [v2]Б’ [v3]Б’

) C1i

C2i

C3i

 = TБ’→Б

 C1i

C2i

C3i

 .

[wi]Б’ являются столбцами матрицы TБ’→Б” , поэтому

TБ’→Б” =
(
[w1]Б’ [w2]Б’ [w3]Б’

)
= TБ’→Б

 C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33

 =

= TБ’→БTБ→Б” .
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса: базисы Б и Б” .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Мы получили матрицы перехода TБ’→Б и TБ’→Б” .
Теперь найдем матрицу перехода TБ→Б” . Введем следующие обо-

значения: Б’ = {u1, u2, u3}, Б = {v1, v2, v3}, Б” = {w1, w2, w3}.
Мы получили полезную формулу:
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса: базисы Б и Б” .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Мы получили матрицы перехода TБ’→Б и TБ’→Б” .
Теперь найдем матрицу перехода TБ→Б” . Введем следующие обо-

значения: Б’ = {u1, u2, u3}, Б = {v1, v2, v3}, Б” = {w1, w2, w3}.
Мы получили полезную формулу:

TБ’→Б” = TБ’→БTБ→Б” . (4)
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса: базисы Б и Б” .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.

TБ’→Б” = TБ’→БTБ→Б” . (4)

В нашем случае
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса: базисы Б и Б” .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.

TБ’→Б” = TБ’→БTБ→Б” . (4)

В нашем случае

 1 2 4

0 1 4

0 0 1

 =

 −1 1 −1
1 1 0

0 0 1

TБ→Б” .
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса: базисы Б и Б” .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Отсюда

TБ→Б” =

 −1 1 −1
1 1 0

0 0 1

−1 1 2 4

0 1 4

0 0 1

 =
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса: базисы Б и Б” .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Отсюда

TБ→Б” =

 −0.5 0.5 −0.5
0.5 0.5 0.5

0 0 1

 1 2 4

0 1 4

0 0 1

 =

 −0.5 −0.5 −0.50.5 1.5 4.5

0 0 1

 .
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса: базисы Б и Б” .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.

TБ→Б” =

 −0.5 −0.5 −0.50.5 1.5 4.5

0 0 1

 .

Согласно формуле, имеем [fi(x)]Б = TБ→Б” [fi(x)]Б” .
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса: базисы Б и Б” .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.

TБ→Б” =

 −0.5 −0.5 −0.50.5 1.5 4.5

0 0 1

 .

Согласно формуле, имеем [fi(x)]Б = TБ→Б” [fi(x)]Б” .
Используя умножение матриц «на макроуровне», получаем
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса: базисы Б и Б” .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.

Согласно формуле, имеем [fi(x)]Б = TБ→Б” [fi(x)]Б” .
Используя умножение матриц «на макроуровне», получаем
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса: базисы Б и Б” .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Согласно формуле, имеем [fi(x)]Б = TБ→Б” [fi(x)]Б” .
Используя умножение матриц «на макроуровне», получаем
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Пример 20. С помощью матрицы перехода найти раз-
ложения многочленов f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2,
f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2, f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2,
f4(x) = 1− (x + 2)2 по базису

Б =
{
x− 1, x + 1, x2 − 1

}
.

Решение. 1. Переформулировать задачу для пространства Rn.
1 а) Получили два естественных базиса: базисы Б и Б” .
1 б) Использовать стандартное представление объекта в базисе.
Согласно формуле, имеем [fi(x)]Б = TБ→Б” [fi(x)]Б” .
Используя умножение матриц «на макроуровне», получаем(

[f1(x)]Б [f2(x)]Б [f3(x)]Б [f4(x)]Б
)
=

= TБ→Б”
(
[f1(x)]Б” [f2(x)]Б” [f3(x)]Б” [f4(x)]Б”

)
=
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f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2, f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2,
f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2, f4(x) = 1− (x + 2)2.

2. Решить полученную задачу в Rn.

Согласно формуле, имеем [fi(x)]Б = TБ→Б” [fi(x)]Б” . Используя
умножение матриц «на макроуровне», получаем(

[f1(x)]Б [f2(x)]Б [f3(x)]Б [f4(x)]Б
)
=

= TБ→Б”
(
[f1(x)]Б” [f2(x)]Б” [f3(x)]Б” [f4(x)]Б”

)
=

=

 −0.5 −0.5 −0.50.5 1.5 4.5

0 0 1

 1 −3 2 1

−1 1 1 0

2 1 1 −1

 =

 −1 0.5 −2 0

8 4.5 7 −4
2 1 1 −1

 .
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2. Решить полученную задачу в Rn.

Согласно формуле, имеем [fi(x)]Б = TБ→Б” [fi(x)]Б” . Используя
умножение матриц «на макроуровне», получаем

(
[f1(x)]Б [f2(x)]Б [f3(x)]Б [f4(x)]Б

)
=

 −1 0.5 −2 0

8 4.5 7 −4
2 1 1 −1

 .

Таким образом,
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2. Решить полученную задачу в Rn.

Согласно формуле, имеем [fi(x)]Б = TБ→Б” [fi(x)]Б” . Используя
умножение матриц «на макроуровне», получаем

(
[f1(x)]Б [f2(x)]Б [f3(x)]Б [f4(x)]Б

)
=

 −1 0.5 −2 0

8 4.5 7 −4
2 1 1 −1

 .

Таким образом,

f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2 = −1(x− 1) + 8(x + 1) + 2(x2 − 1),
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2. Решить полученную задачу в Rn.

Согласно формуле, имеем [fi(x)]Б = TБ→Б” [fi(x)]Б” . Используя
умножение матриц «на макроуровне», получаем

(
[f1(x)]Б [f2(x)]Б [f3(x)]Б [f4(x)]Б

)
=

 −1 0.5 −2 0

8 4.5 7 −4
2 1 1 −1

 .

Таким образом,

f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2 = −1(x− 1) + 8(x + 1) + 2(x2 − 1),

f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2 = 0.5(x− 1) + 4.5(x + 1) + 1(x2 − 1),
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2. Решить полученную задачу в Rn.

Согласно формуле, имеем [fi(x)]Б = TБ→Б” [fi(x)]Б” . Используя
умножение матриц «на макроуровне», получаем

(
[f1(x)]Б [f2(x)]Б [f3(x)]Б [f4(x)]Б

)
=

 −1 0.5 −2 0

8 4.5 7 −4
2 1 1 −1

 .

Таким образом,

f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2 = −1(x− 1) + 8(x + 1) + 2(x2 − 1),

f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2 = 0.5(x− 1) + 4.5(x + 1) + 1(x2 − 1),

f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2 = −2(x− 1) + 7(x + 1) + 1(x2 − 1),
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2. Решить полученную задачу в Rn.

Согласно формуле, имеем [fi(x)]Б = TБ→Б” [fi(x)]Б” . Используя
умножение матриц «на макроуровне», получаем

(
[f1(x)]Б [f2(x)]Б [f3(x)]Б [f4(x)]Б

)
=

 −1 0.5 −2 0

8 4.5 7 −4
2 1 1 −1

 .

Таким образом,

f1(x) = 1− (x + 2) + 2(x + 2)2 = −1(x− 1) + 8(x + 1) + 2(x2 − 1),

f2(x) = (x + 2)− 3 + (x + 2)2 = 0.5(x− 1) + 4.5(x + 1) + 1(x2 − 1),

f3(x) = 2 + (x + 2) + (x + 2)2 = −2(x− 1) + 7(x + 1) + 1(x2 − 1),

f4(x) = 1− (x + 2)2 = 0(x− 1)−4(x + 1)−1(x2 − 1).

Вернёмся к лекции?
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Задания
для самостоятельного
выполнения
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Задача I.1. (Ответ приведен на стр.714.) На множестве V функций,
задаваемых тождествами f (x) = p · 10qx, где p > 0, операция «сло-
жение» + определена формулой f (x) + g(x) = f (x) · g(x), «умноже-
ние λ · на скаляр λ» — формулой λ · f (x) = fλ(x). Докажите, что V
является линейным пространством.
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Задача II.2. (Ответ приведен на стр.742.) Утверждение, что {p; q; r; t}
является линейно независимой системой векторов означает по
определению, что...
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Задача II.3. (Ответ приведен на стр.746.) Система векторов
{A; Bx; By; Bz; C} является линейно зависимой по определе-
нию означает, что...
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Задача II.4. (Ответ приведен на стр.750.) Проверьте, является
ли линейно зависимой или независимой система многочленов{
x− 1; x + 1; x2 − 1

}
.
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Задача II.5. (Ответ приведен на стр.765.) Проверьте, является линей-
но зависимой или независимой система матриц{(

1 −1
1 2

)
,

(
2 3

1 2

)
,

(
2 3

1 −2

)
,

(
3 1

3 1

)
,

(
1 0

0 1

)}
.
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Задача III.6. (Ответ приведен на стр.778.) Выясните, яв-
ляется ли системой порождающих линейного простран-
ства U кососимметричных матриц совокупность матриц
 0 −1 2

1 0 −1
−2 1 0

 ,

 0 3 1

−3 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 2 2

−2 0 1

−2 −1 0

.
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Задача III.7. (Ответ приведен на стр.784.) Проверь-
те, является ли системой порождающих линейного про-
странства матриц размерности 2× 2 множество матриц{(

3 −1
2 2

)
,

(
1 2

−1 1

)
,

(
3 0

1 3

)
,

(
0 1

−1 2

)
,

(
3 3

4 1

)}
.

683



Задача IV.8. (Ответ приведен на стр.790.) Найдите базис линейного
пространства M2×2(R) всех матриц с действительными коэффициен-
тами размерности 2× 2.
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Задача IV.9. (Ответ приведен на стр.798.) Найдите базис линейного
пространства U кососимметричных матриц с действительными
коэффициентами размерности 3× 3.
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Задача IV.10. (Ответ приведен на стр.806.) На линейном простран-
стве V функций, задаваемых тождествами f (x) = p · 10qx, опера-
ция «сложение» + определена формулой f (x) + g(x) = f (x) · g(x),
«умножение λ · на скаляр λ» — формулой λ · f (x) = fλ(x) (см. за-
дачу I.1). Найдите базис линейного пространства V .
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Задача V.11. (Ответ приведен на стр.811.) Най-

дите координаты матрицы
(

2 −1
−1 3

)
в базисах

Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
, в базисах

Б’ =
{(

1 0

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
, в базисах

B =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.

687



Задача V.12. (Ответ приведен на стр.823.) Найдите координаты мно-
гочлена

(
x2 − x

)
в базисе Б =

{
x0, x− 1, x2 − 1

}
.
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Задача VI.13. (Ответ приведен на стр.833.) Найдите максималь-
ную линейно независимую подсистему системы многочленов
B =

{
x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2, (x + 1)2

}
и выразите остальные векто-

ра этой системы в виде линейной комбинации выбранной подсистемы.
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Задача VII.14. (Ответ приведен на стр.847.) Пусть в ба-
зисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпростран-

ство Q задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,

α− 3γ + 4δ = 0.
Тогда

V = {. . .} = 〈. . .〉 .
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Задача VII.15. (Ответ приведен на стр.870.) Если B — подпростран-
ство линейного пространства A, заданное в базисе P = {p1; p2; p3}
уравнением 2x− y − 3z = 0. Тогда B = . . .
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Задача VII.16. (Ответ приведен на стр.876.) Пусть X =

=
〈
x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3

〉
.

Тогда X = {. . .} .
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Задача VII.17. (Ответ приведен на стр.905.) Подпространство

P =

〈(
2 −1 3

1 0 2

)
,

(
3 1 2

0 0 1

)〉
задайте системой линейных уравне-

ний.
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Задача VII.18. (Ответ приведен на стр.909.) Докажите, что в линей-
ном пространствеM2×2(R) матриц размерности 2× 2 множество V
всех симметричных матриц с нулевым следом является подпро-
странством. Задайте его системой линейных уравнений и как ли-
нейную оболочку его базиса.
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Задача VII.19. (Ответ приведен на стр.945.) В линейном простран-
стве квадратичных форм от переменных x, y задайте подпростран-
ство V =

〈
(x + y)2

〉
системой уравнений в базисе Б =

{
x2, xy, y2

}
.
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Задача VII.20. (Ответ приведен на стр.966.) В пространстве
U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линей-
ных уравнений
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Задача VII.21. (Ответ приведен на стр.989.) В пространстве P4(x) зада-
но подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задайте подпростран-
ство A системой линейных уравнений.
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Задача VIII.22. (Ответ приведен на стр.1007.) Пусть P и Q —
подпространства линейного пространства S над полем R. Тогда
x ∈ P ∩Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свой-
ства подпространство P ∩Q =

{
. . . . . .

}
.
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Задача VIII.23. (Ответ приведен на стр.1016.) Пусть P и Q —
подпространства линейного пространства S над полем R. Тогда
x ∈ P +Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свой-
ства подпространство P +Q =

{
. . . . . .

}
.
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Задача VIII.24. (Ответ приведен на стр.1027.) Докажите, что в линей-
ном пространстве U многочленов степени не выше 4 подпростран-
ствами являются подмножества

V =

{
f (x)

{
f (x) ∈ U,
f (−1) = f ′(−1) = 0

}
,

W =
〈
7 + 9x + 2x2 − x3 + 2x4, 6 + 7x− 6x2 − 3x3 + x4

〉
.

Найдите сумму и пересечение этих подпространств.
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Задача IX.25. (Ответ приведен на стр.1031.) Постройте «стандарт-
ный» изоморфизм линейного пространства M2×2 матриц размер-
ности 2× 2 на линейное пространство R4 матриц-столбцов.
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Задача IX.26. (Ответ приведен на стр.1043.) Постройте изоморфизм
линейного пространства R3 матриц-столбцов на линейное простран-
ство P2(x) многочленов степени не выше 2, обратный к «стандарт-
ному».
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Задача IX.27. (Ответ приведен на стр.1058.) Постройте изоморфизм ли-
нейного пространства P3(x, y) кубических форм от переменных x, y,
т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство
M2×2. Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).
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Задача IX.28. (Ответ приведен на стр.1084.) В линейном
пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рас-
смотрим подмножество W таких симметричных матриц X ,

что
(

1 1

1 1

)
X

(
1 1

1 1

)
=

(
0 0

0 0

)
. Обозначим через P ли-

нейное пространство функций, задаваемых выражениями ви-
да xαyβzγ с операциями f (x, y, z)� g(x, y, z) = f (x, y, z) · g(x, y, z) и
λ� f (x, y, z) = f (x, y, z)λ. Найти V , какой-либо изоморфизм U в P
и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .
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Задача X.29. (Ответ приведен на стр.1118.) Запишите опреде-
ление матрицы перехода TБ→Б’ для следующих случаев:
1) Б = {e1, e2, e3, e4}, Б’ = {e′1, e′2, e′3, e′4}; 2) Б = {p1, p2},
Б’ = {q1, q2}; 3) Б = {u1, u2, u3}, Б’ = {v1, v2, v3};
4) Б = {X1, X2, X3, X4}, Б’ = {Y1, Y2, Y3, Y4};
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Задача X.30. (Ответ приведен на стр.1131.) Найдите матри-

цу перехода из базиса Б =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
в ба-

зис B =

{(
2 1

1 −1

)
,

(
1 2

2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’

и TБ’→Б, координаты матриц
(

2 2

2 −4

)
,
(

9 4

4 −5

)
,
(

1 0

0 0

)
,(

1 2

2 −3

)
в базисах Б и Б’.
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Задача X.31. (Ответ приведен на стр.1164.) Пусть TБ→Б’ — матрица
перехода из базиса Б в базис Б’, TБ→Б” — матрица перехода из
базиса Б в базис Б” . Найдите матрицу перехода из базиса Б’ в
базис Б” .
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Задача XI.32. (Ответ приведен на стр.1180.) Опишите типовой план
решения задачи по линейной алгебре.
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Задача XI.33. (Ответ приведен на стр.1186.) Как найти координаты
вектора в базисе B, отличном от естественного Б.
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Задача XI.34. (Ответ приведен на стр.1191.) Опишите типовой план
нахождения максимальной линейно независимой подсистемы некото-
рой системы векторов M линейного пространства U .
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Задача XI.35. (Ответ приведен на стр.1201.) Пусть подпространство V
линейного пространства U задано системой равенств для элементов
подпространства V . Укажите пункты типового плана задания под-
пространства V системой уравнений для координат векторов из V .
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Ответы и решения
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Решение задачи 1.
Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,

операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.
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Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
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Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) =
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Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) =
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Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) =
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Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),
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Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) =
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Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) =
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Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =
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Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).
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Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).

В качестве нулевого вектора выступает функция f(x) = 1 · 100x ≡ 1.
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Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).

В качестве нулевого вектора выступает функция f(x) = 1 · 100x ≡ 1.

В роли обратного вектора к функции f(x) = p · 10qx выступает функция f̃(x) =

(
1

p

)
· 10(−q)x.
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Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).

В качестве нулевого вектора выступает функция f(x) = 1 · 100x ≡ 1.

В роли обратного вектора к функции f(x) = p · 10qx выступает функция f̃(x) =

(
1

p

)
· 10(−q)x.

Аксиома 5: λ ·
(
f(x) + g(x)

)
=

725



Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).

В качестве нулевого вектора выступает функция f(x) = 1 · 100x ≡ 1.

В роли обратного вектора к функции f(x) = p · 10qx выступает функция f̃(x) =

(
1

p

)
· 10(−q)x.

Аксиома 5: λ ·
(
f(x) + g(x)

)
= (f(x) · g(x))λ =

726



Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).

В качестве нулевого вектора выступает функция f(x) = 1 · 100x ≡ 1.

В роли обратного вектора к функции f(x) = p · 10qx выступает функция f̃(x) =

(
1

p

)
· 10(−q)x.

Аксиома 5: λ ·
(
f(x) + g(x)

)
= (f(x) · g(x))λ = fλ(x) · gλ(x) =

727



Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).

В качестве нулевого вектора выступает функция f(x) = 1 · 100x ≡ 1.

В роли обратного вектора к функции f(x) = p · 10qx выступает функция f̃(x) =

(
1

p

)
· 10(−q)x.

Аксиома 5: λ ·
(
f(x) + g(x)

)
= (f(x) · g(x))λ = fλ(x) · gλ(x) = (λ · f(x)) + (λ · g(x)) .

728



Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).

В качестве нулевого вектора выступает функция f(x) = 1 · 100x ≡ 1.

В роли обратного вектора к функции f(x) = p · 10qx выступает функция f̃(x) =

(
1

p

)
· 10(−q)x.

Аксиома 5: λ ·
(
f(x) + g(x)

)
= (f(x) · g(x))λ = fλ(x) · gλ(x) = (λ · f(x)) + (λ · g(x)) .

Аксиома 6: (λ+ µ) · f(x) =

729



Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).

В качестве нулевого вектора выступает функция f(x) = 1 · 100x ≡ 1.

В роли обратного вектора к функции f(x) = p · 10qx выступает функция f̃(x) =

(
1

p

)
· 10(−q)x.

Аксиома 5: λ ·
(
f(x) + g(x)

)
= (f(x) · g(x))λ = fλ(x) · gλ(x) = (λ · f(x)) + (λ · g(x)) .

Аксиома 6: (λ+ µ) · f(x) = f (λ+µ)(x) =

730



Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).

В качестве нулевого вектора выступает функция f(x) = 1 · 100x ≡ 1.

В роли обратного вектора к функции f(x) = p · 10qx выступает функция f̃(x) =

(
1

p

)
· 10(−q)x.

Аксиома 5: λ ·
(
f(x) + g(x)

)
= (f(x) · g(x))λ = fλ(x) · gλ(x) = (λ · f(x)) + (λ · g(x)) .

Аксиома 6: (λ+ µ) · f(x) = f (λ+µ)(x) = fλ(x) · fµ(x) =

731



Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).

В качестве нулевого вектора выступает функция f(x) = 1 · 100x ≡ 1.

В роли обратного вектора к функции f(x) = p · 10qx выступает функция f̃(x) =

(
1

p

)
· 10(−q)x.

Аксиома 5: λ ·
(
f(x) + g(x)

)
= (f(x) · g(x))λ = fλ(x) · gλ(x) = (λ · f(x)) + (λ · g(x)) .

Аксиома 6: (λ+ µ) · f(x) = f (λ+µ)(x) = fλ(x) · fµ(x) = (λ · f(x)) + (µ · f(x)) .
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Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).

В качестве нулевого вектора выступает функция f(x) = 1 · 100x ≡ 1.

В роли обратного вектора к функции f(x) = p · 10qx выступает функция f̃(x) =

(
1

p

)
· 10(−q)x.

Аксиома 5: λ ·
(
f(x) + g(x)

)
= (f(x) · g(x))λ = fλ(x) · gλ(x) = (λ · f(x)) + (λ · g(x)) .

Аксиома 6: (λ+ µ) · f(x) = f (λ+µ)(x) = fλ(x) · fµ(x) = (λ · f(x)) + (µ · f(x)) .

Аксиома 7: (λ · µ) · f(x) =

733



Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).

В качестве нулевого вектора выступает функция f(x) = 1 · 100x ≡ 1.

В роли обратного вектора к функции f(x) = p · 10qx выступает функция f̃(x) =

(
1

p

)
· 10(−q)x.

Аксиома 5: λ ·
(
f(x) + g(x)

)
= (f(x) · g(x))λ = fλ(x) · gλ(x) = (λ · f(x)) + (λ · g(x)) .

Аксиома 6: (λ+ µ) · f(x) = f (λ+µ)(x) = fλ(x) · fµ(x) = (λ · f(x)) + (µ · f(x)) .

Аксиома 7: (λ · µ) · f(x) = f (λ·µ)(x) =

734



Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).

В качестве нулевого вектора выступает функция f(x) = 1 · 100x ≡ 1.

В роли обратного вектора к функции f(x) = p · 10qx выступает функция f̃(x) =

(
1

p

)
· 10(−q)x.

Аксиома 5: λ ·
(
f(x) + g(x)

)
= (f(x) · g(x))λ = fλ(x) · gλ(x) = (λ · f(x)) + (λ · g(x)) .

Аксиома 6: (λ+ µ) · f(x) = f (λ+µ)(x) = fλ(x) · fµ(x) = (λ · f(x)) + (µ · f(x)) .

Аксиома 7: (λ · µ) · f(x) = f (λ·µ)(x) =
(
fλ(x)

)µ
=

735



Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).

В качестве нулевого вектора выступает функция f(x) = 1 · 100x ≡ 1.

В роли обратного вектора к функции f(x) = p · 10qx выступает функция f̃(x) =

(
1

p

)
· 10(−q)x.

Аксиома 5: λ ·
(
f(x) + g(x)

)
= (f(x) · g(x))λ = fλ(x) · gλ(x) = (λ · f(x)) + (λ · g(x)) .

Аксиома 6: (λ+ µ) · f(x) = f (λ+µ)(x) = fλ(x) · fµ(x) = (λ · f(x)) + (µ · f(x)) .

Аксиома 7: (λ · µ) · f(x) = f (λ·µ)(x) =
(
fλ(x)

)µ
= µ · (λ · f(x)) .
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Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).

В качестве нулевого вектора выступает функция f(x) = 1 · 100x ≡ 1.

В роли обратного вектора к функции f(x) = p · 10qx выступает функция f̃(x) =

(
1

p

)
· 10(−q)x.

Аксиома 5: λ ·
(
f(x) + g(x)

)
= (f(x) · g(x))λ = fλ(x) · gλ(x) = (λ · f(x)) + (λ · g(x)) .

Аксиома 6: (λ+ µ) · f(x) = f (λ+µ)(x) = fλ(x) · fµ(x) = (λ · f(x)) + (µ · f(x)) .

Аксиома 7: (λ · µ) · f(x) = f (λ·µ)(x) =
(
fλ(x)

)µ
= µ · (λ · f(x)) .

Аксиома 8: 1 · f(x) =

737



Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).

В качестве нулевого вектора выступает функция f(x) = 1 · 100x ≡ 1.

В роли обратного вектора к функции f(x) = p · 10qx выступает функция f̃(x) =

(
1

p

)
· 10(−q)x.

Аксиома 5: λ ·
(
f(x) + g(x)

)
= (f(x) · g(x))λ = fλ(x) · gλ(x) = (λ · f(x)) + (λ · g(x)) .

Аксиома 6: (λ+ µ) · f(x) = f (λ+µ)(x) = fλ(x) · fµ(x) = (λ · f(x)) + (µ · f(x)) .

Аксиома 7: (λ · µ) · f(x) = f (λ·µ)(x) =
(
fλ(x)

)µ
= µ · (λ · f(x)) .

Аксиома 8: 1 · f(x) = f 1(x) =

738



Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).

В качестве нулевого вектора выступает функция f(x) = 1 · 100x ≡ 1.

В роли обратного вектора к функции f(x) = p · 10qx выступает функция f̃(x) =

(
1

p

)
· 10(−q)x.

Аксиома 5: λ ·
(
f(x) + g(x)

)
= (f(x) · g(x))λ = fλ(x) · gλ(x) = (λ · f(x)) + (λ · g(x)) .

Аксиома 6: (λ+ µ) · f(x) = f (λ+µ)(x) = fλ(x) · fµ(x) = (λ · f(x)) + (µ · f(x)) .

Аксиома 7: (λ · µ) · f(x) = f (λ·µ)(x) =
(
fλ(x)

)µ
= µ · (λ · f(x)) .

Аксиома 8: 1 · f(x) = f 1(x) = f(x).
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Задача 1. На множестве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx, где p > 0,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x). Докажите, что V является линейным простран-
ством.

Ответ. Надо проверить выполнение аксиом линейного пространства.
Коммутативность и ассоциативность «сложения» следуют из свойств умножения чисел:
f(x) + g(x) = f(x) · g(x) = g(x) · f(x) = g(x) + f(x),(
f(x) + g(x)

)
+ h(x) = (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x).

В качестве нулевого вектора выступает функция f(x) = 1 · 100x ≡ 1.

В роли обратного вектора к функции f(x) = p · 10qx выступает функция f̃(x) =

(
1

p

)
· 10(−q)x.

Аксиома 5: λ ·
(
f(x) + g(x)

)
= (f(x) · g(x))λ = fλ(x) · gλ(x) = (λ · f(x)) + (λ · g(x)) .

Аксиома 6: (λ+ µ) · f(x) = f (λ+µ)(x) = fλ(x) · fµ(x) = (λ · f(x)) + (µ · f(x)) .

Аксиома 7: (λ · µ) · f(x) = f (λ·µ)(x) =
(
fλ(x)

)µ
= µ · (λ · f(x)) .

Аксиома 8: 1 · f(x) = f 1(x) = f(x).
Значит, V — линейное пространство.
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Решение задачи 2.
Задача 2. Утверждение, что {p; q; r; t} является линейно независимой системой век-

торов означает по определению, что...
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Задача 2. Утверждение, что {p; q; r; t} является линейно независимой системой век-
торов означает по определению, что...

Ответ. Система {p; q; r; t} линейно независима тогда и только тогда, когда
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Задача 2. Утверждение, что {p; q; r; t} является линейно независимой системой век-
торов означает по определению, что...

Ответ. Система {p; q; r; t} линейно независима тогда и только тогда, когда

αp+ βq + γr + δt = 0 ⇒
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Задача 2. Утверждение, что {p; q; r; t} является линейно независимой системой век-
торов означает по определению, что...

Ответ. Система {p; q; r; t} линейно независима тогда и только тогда, когда

αp+ βq + γr + δt = 0 ⇒ α = β = γ = δ = 0.
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Решение задачи 3.
Задача 3. Система векторов {A; Bx; By; Bz; C} является линейно зависимой по опре-

делению означает, что...
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Задача 3. Система векторов {A; Bx; By; Bz; C} является линейно зависимой по опре-
делению означает, что...

Ответ. Система {A; Bx; By; Bz; C} линейно зависима тогда и только тогда, когда
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Задача 3. Система векторов {A; Bx; By; Bz; C} является линейно зависимой по опре-
делению означает, что...

Ответ. Система {A; Bx; By; Bz; C} линейно зависима тогда и только тогда, когда

∃µ1 ∃µ2 ∃µ3 ∃µ4 ∃µ5

{
µ1A+ µ2Bx+ µ3By + µ3Bz + µ3C = 0.
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Задача 3. Система векторов {A; Bx; By; Bz; C} является линейно зависимой по опре-
делению означает, что...

Ответ. Система {A; Bx; By; Bz; C} линейно зависима тогда и только тогда, когда

∃µ1 ∃µ2 ∃µ3 ∃µ4 ∃µ5

{
∃k µk 6= 0,
µ1A+ µ2Bx+ µ3By + µ3Bz + µ3C = 0.
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Решение задачи 4.
Задача 4. Проверьте, является ли линейно зависимой или независимой система мно-

гочленов {x− 1; x+ 1; x2 − 1}.
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Задача 4. Проверьте, является ли линейно зависимой или независимой система много-
членов {x− 1; x+ 1; x2 − 1}.

Ответ.

α (x− 1) + β (x+ 1) + γ
(
x2 − 1

)
≡ 0 ⇒
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Задача 4. Проверьте, является ли линейно зависимой или независимой система много-
членов {x− 1; x+ 1; x2 − 1}.

Ответ.

α (x− 1) + β (x+ 1) + γ
(
x2 − 1

)
≡ 0 ⇒

 γ = 0, x2

α + β = 0, x
−α + β = 0 x0
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Задача 4. Проверьте, является ли линейно зависимой или независимой система много-
членов {x− 1; x+ 1; x2 − 1}.

Ответ.

α (x− 1) + β (x+ 1) + γ
(
x2 − 1

)
≡ 0 ⇒

 γ = 0, x2

α + β = 0, x
−α + β = 0 x0

Воспользуемся формулами Крамера

∆ =
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Задача 4. Проверьте, является ли линейно зависимой или независимой система много-
членов {x− 1; x+ 1; x2 − 1}.

Ответ.

α (x− 1) + β (x+ 1) + γ
(
x2 − 1

)
≡ 0 ⇒

 γ = 0, x2

α + β = 0, x
−α + β = 0 x0

Воспользуемся формулами Крамера

∆ =

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 1 0
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 2,
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Задача 4. Проверьте, является ли линейно зависимой или независимой система много-
членов {x− 1; x+ 1; x2 − 1}.

Ответ.

α (x− 1) + β (x+ 1) + γ
(
x2 − 1

)
≡ 0 ⇒

 γ = 0, x2

α + β = 0, x
−α + β = 0 x0

Воспользуемся формулами Крамера

∆ =

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 1 0
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 2, ∆α = ∆β = ∆γ = 0 ⇒
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Задача 4. Проверьте, является ли линейно зависимой или независимой система много-
членов {x− 1; x+ 1; x2 − 1}.

Ответ.

α (x− 1) + β (x+ 1) + γ
(
x2 − 1

)
≡ 0 ⇒

 γ = 0, x2

α + β = 0, x
−α + β = 0 x0

Воспользуемся формулами Крамера

∆ =

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 1 0
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 2, ∆α = ∆β = ∆γ = 0 ⇒

 α =
β =
γ =

755



Задача 4. Проверьте, является ли линейно зависимой или независимой система много-
членов {x− 1; x+ 1; x2 − 1}.

Ответ.

α (x− 1) + β (x+ 1) + γ
(
x2 − 1

)
≡ 0 ⇒

 γ = 0, x2

α + β = 0, x
−α + β = 0 x0

Воспользуемся формулами Крамера

∆ =

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 1 0
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 2, ∆α = ∆β = ∆γ = 0 ⇒

 α = ∆α/∆ =
β =
γ =
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Задача 4. Проверьте, является ли линейно зависимой или независимой система много-
членов {x− 1; x+ 1; x2 − 1}.

Ответ.

α (x− 1) + β (x+ 1) + γ
(
x2 − 1

)
≡ 0 ⇒

 γ = 0, x2

α + β = 0, x
−α + β = 0 x0

Воспользуемся формулами Крамера

∆ =

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 1 0
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 2, ∆α = ∆β = ∆γ = 0 ⇒

 α = ∆α/∆ = 0,
β =
γ =

757



Задача 4. Проверьте, является ли линейно зависимой или независимой система много-
членов {x− 1; x+ 1; x2 − 1}.

Ответ.

α (x− 1) + β (x+ 1) + γ
(
x2 − 1

)
≡ 0 ⇒

 γ = 0, x2

α + β = 0, x
−α + β = 0 x0

Воспользуемся формулами Крамера

∆ =

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 1 0
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 2, ∆α = ∆β = ∆γ = 0 ⇒

 α = ∆α/∆ = 0,
β = ∆β/∆ =
γ =

758



Задача 4. Проверьте, является ли линейно зависимой или независимой система много-
членов {x− 1; x+ 1; x2 − 1}.

Ответ.

α (x− 1) + β (x+ 1) + γ
(
x2 − 1

)
≡ 0 ⇒

 γ = 0, x2

α + β = 0, x
−α + β = 0 x0

Воспользуемся формулами Крамера

∆ =

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 1 0
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 2, ∆α = ∆β = ∆γ = 0 ⇒

 α = ∆α/∆ = 0,
β = ∆β/∆ = 0,
γ =

759



Задача 4. Проверьте, является ли линейно зависимой или независимой система много-
членов {x− 1; x+ 1; x2 − 1}.

Ответ.

α (x− 1) + β (x+ 1) + γ
(
x2 − 1

)
≡ 0 ⇒

 γ = 0, x2

α + β = 0, x
−α + β = 0 x0

Воспользуемся формулами Крамера

∆ =

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 1 0
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 2, ∆α = ∆β = ∆γ = 0 ⇒

 α = ∆α/∆ = 0,
β = ∆β/∆ = 0,
γ = ∆γ/∆ =

760



Задача 4. Проверьте, является ли линейно зависимой или независимой система много-
членов {x− 1; x+ 1; x2 − 1}.

Ответ.

α (x− 1) + β (x+ 1) + γ
(
x2 − 1

)
≡ 0 ⇒

 γ = 0, x2

α + β = 0, x
−α + β = 0 x0

Воспользуемся формулами Крамера

∆ =

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 1 0
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 2, ∆α = ∆β = ∆γ = 0 ⇒

 α = ∆α/∆ = 0,
β = ∆β/∆ = 0,
γ = ∆γ/∆ = 0.
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Задача 4. Проверьте, является ли линейно зависимой или независимой система много-
членов {x− 1; x+ 1; x2 − 1}.

Ответ.

α (x− 1) + β (x+ 1) + γ
(
x2 − 1

)
≡ 0 ⇒

 γ = 0, x2

α + β = 0, x
−α + β = 0 x0

Воспользуемся формулами Крамера

∆ =

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 1 0
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 2, ∆α = ∆β = ∆γ = 0 ⇒

 α = ∆α/∆ = 0,
β = ∆β/∆ = 0,
γ = ∆γ/∆ = 0.

Следовательно, исходная система является линейно независимой:

α (x− 1) + β (x+ 1) + γ
(
x2 − 1

)
≡ 0 ⇒
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Задача 4. Проверьте, является ли линейно зависимой или независимой система много-
членов {x− 1; x+ 1; x2 − 1}.

Ответ.

α (x− 1) + β (x+ 1) + γ
(
x2 − 1

)
≡ 0 ⇒

 γ = 0, x2

α + β = 0, x
−α + β = 0 x0

Воспользуемся формулами Крамера

∆ =

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 1 0
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 2, ∆α = ∆β = ∆γ = 0 ⇒

 α = ∆α/∆ = 0,
β = ∆β/∆ = 0,
γ = ∆γ/∆ = 0.

Следовательно, исходная система является линейно независимой:

α (x− 1) + β (x+ 1) + γ
(
x2 − 1

)
≡ 0 ⇒ α = β = γ = 0.
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Решение задачи 5.
Задача 5. Проверьте, является линейно зависимой или независимой система матриц{(

1 −1
1 2

)
,

(
2 3
1 2

)
,

(
2 3
1 −2

)
,

(
3 1
3 1

)
,

(
1 0
0 1

)}
.
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Задача 5. Проверьте, является линейно зависимой или независимой система матриц{(
1 −1
1 2

)
,

(
2 3
1 2

)
,

(
2 3
1 −2

)
,

(
3 1
3 1

)
,

(
1 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению линейно зависимой и линейно независимой системы векторов
надо проверить может ли равенство
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Задача 5. Проверьте, является линейно зависимой или независимой система матриц{(
1 −1
1 2

)
,

(
2 3
1 2

)
,

(
2 3
1 −2

)
,

(
3 1
3 1

)
,

(
1 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению линейно зависимой и линейно независимой системы векторов
надо проверить может ли равенство

p

(
1 −1
1 2

)
+ q

(
2 3
1 2

)
+ r

(
2 3
1 −2

)
+ s

(
3 1
3 1

)
+ t

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
выполняться при ненулевых значениях коэффициентов.
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Задача 5. Проверьте, является линейно зависимой или независимой система матриц{(
1 −1
1 2

)
,

(
2 3
1 2

)
,

(
2 3
1 −2

)
,

(
3 1
3 1

)
,

(
1 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению линейно зависимой и линейно независимой системы векторов
надо проверить может ли равенство

p

(
1 −1
1 2

)
+ q

(
2 3
1 2

)
+ r

(
2 3
1 −2

)
+ s

(
3 1
3 1

)
+ t

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
выполняться при ненулевых значениях коэффициентов.(

p+ 2q + 2r + 3s+ t −p+ 3q + 3r + s
p+ q + r + 3s 2p+ 2q − 2r + s+ t

)
=

(
0 0
0 0

)
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Задача 5. Проверьте, является линейно зависимой или независимой система матриц{(
1 −1
1 2

)
,

(
2 3
1 2

)
,

(
2 3
1 −2

)
,

(
3 1
3 1

)
,

(
1 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению линейно зависимой и линейно независимой системы векторов
надо проверить может ли равенство

p

(
1 −1
1 2

)
+ q

(
2 3
1 2

)
+ r

(
2 3
1 −2

)
+ s

(
3 1
3 1

)
+ t

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
выполняться при ненулевых значениях коэффициентов.(

p+ 2q + 2r + 3s+ t −p+ 3q + 3r + s
p+ q + r + 3s 2p+ 2q − 2r + s+ t

)
=

(
0 0
0 0

)
получим систему уравнений

p+ 2q + 2r + 3s+ t = 0,

⇒
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Задача 5. Проверьте, является линейно зависимой или независимой система матриц{(
1 −1
1 2

)
,

(
2 3
1 2

)
,

(
2 3
1 −2

)
,

(
3 1
3 1

)
,

(
1 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению линейно зависимой и линейно независимой системы векторов
надо проверить может ли равенство

p

(
1 −1
1 2

)
+ q

(
2 3
1 2

)
+ r

(
2 3
1 −2

)
+ s

(
3 1
3 1

)
+ t

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
выполняться при ненулевых значениях коэффициентов.(

p+ 2q + 2r + 3s+ t −p+ 3q + 3r + s
p+ q + r + 3s 2p+ 2q − 2r + s+ t

)
=

(
0 0
0 0

)
получим систему уравнений

p+ 2q + 2r + 3s+ t = 0,
−p+ 3q + 3r + s = 0, ⇒
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Задача 5. Проверьте, является линейно зависимой или независимой система матриц{(
1 −1
1 2

)
,

(
2 3
1 2

)
,

(
2 3
1 −2

)
,

(
3 1
3 1

)
,

(
1 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению линейно зависимой и линейно независимой системы векторов
надо проверить может ли равенство

p

(
1 −1
1 2

)
+ q

(
2 3
1 2

)
+ r

(
2 3
1 −2

)
+ s

(
3 1
3 1

)
+ t

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
выполняться при ненулевых значениях коэффициентов.(

p+ 2q + 2r + 3s+ t −p+ 3q + 3r + s
p+ q + r + 3s 2p+ 2q − 2r + s+ t

)
=

(
0 0
0 0

)
получим систему уравнений

p+ 2q + 2r + 3s+ t = 0,
−p+ 3q + 3r + s = 0,
p+ q + r + 3s = 0,

⇒
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Задача 5. Проверьте, является линейно зависимой или независимой система матриц{(
1 −1
1 2

)
,

(
2 3
1 2

)
,

(
2 3
1 −2

)
,

(
3 1
3 1

)
,

(
1 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению линейно зависимой и линейно независимой системы векторов
надо проверить может ли равенство

p

(
1 −1
1 2

)
+ q

(
2 3
1 2

)
+ r

(
2 3
1 −2

)
+ s

(
3 1
3 1

)
+ t

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
выполняться при ненулевых значениях коэффициентов.(

p+ 2q + 2r + 3s+ t −p+ 3q + 3r + s
p+ q + r + 3s 2p+ 2q − 2r + s+ t

)
=

(
0 0
0 0

)
получим систему уравнений

p+ 2q + 2r + 3s+ t = 0,
−p+ 3q + 3r + s = 0,
p+ q + r + 3s = 0,
2p+ 2q − 2r + s+ t = 0.

⇒
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Задача 5. Проверьте, является линейно зависимой или независимой система матриц{(
1 −1
1 2

)
,

(
2 3
1 2

)
,

(
2 3
1 −2

)
,

(
3 1
3 1

)
,

(
1 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению линейно зависимой и линейно независимой системы векторов
надо проверить может ли равенство

p

(
1 −1
1 2

)
+ q

(
2 3
1 2

)
+ r

(
2 3
1 −2

)
+ s

(
3 1
3 1

)
+ t

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
выполняться при ненулевых значениях коэффициентов.(

p+ 2q + 2r + 3s+ t −p+ 3q + 3r + s
p+ q + r + 3s 2p+ 2q − 2r + s+ t

)
=

(
0 0
0 0

)
получим систему уравнений

p+ 2q + 2r + 3s+ t = 0,
−p+ 3q + 3r + s = 0,
p+ q + r + 3s = 0,
2p+ 2q − 2r + s+ t = 0.

⇒


p = −2t,
q = 0,
r = −t,
s = t.
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Задача 5. Проверьте, является линейно зависимой или независимой система матриц{(
1 −1
1 2

)
,

(
2 3
1 2

)
,

(
2 3
1 −2

)
,

(
3 1
3 1

)
,

(
1 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению линейно зависимой и линейно независимой системы векторов
надо проверить может ли равенство

p

(
1 −1
1 2

)
+ q

(
2 3
1 2

)
+ r

(
2 3
1 −2

)
+ s

(
3 1
3 1

)
+ t

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
выполняться при ненулевых значениях коэффициентов.

p+ 2q + 2r + 3s+ t = 0,
−p+ 3q + 3r + s = 0,
p+ q + r + 3s = 0,
2p+ 2q − 2r + s+ t = 0.

⇒


p = −2t,
q = 0,
r = −t,
s = t.

Например, при t = 1 получаем ненулевой набор искомых значений переменных
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Задача 5. Проверьте, является линейно зависимой или независимой система матриц{(
1 −1
1 2

)
,

(
2 3
1 2

)
,

(
2 3
1 −2

)
,

(
3 1
3 1

)
,

(
1 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению линейно зависимой и линейно независимой системы векторов
надо проверить может ли равенство

p

(
1 −1
1 2

)
+ q

(
2 3
1 2

)
+ r

(
2 3
1 −2

)
+ s

(
3 1
3 1

)
+ t

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
выполняться при ненулевых значениях коэффициентов.

p+ 2q + 2r + 3s+ t = 0,
−p+ 3q + 3r + s = 0,
p+ q + r + 3s = 0,
2p+ 2q − 2r + s+ t = 0.

⇒


p = −2t,
q = 0,
r = −t,
s = t.

⇒


p = −2,
q = 0,
r = −1,
s = 1.

Например, при t = 1 получаем ненулевой набор искомых значений переменных
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Задача 5. Проверьте, является линейно зависимой или независимой система матриц{(
1 −1
1 2

)
,

(
2 3
1 2

)
,

(
2 3
1 −2

)
,

(
3 1
3 1

)
,

(
1 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению линейно зависимой и линейно независимой системы векторов
надо проверить может ли равенство

p

(
1 −1
1 2

)
+ q

(
2 3
1 2

)
+ r

(
2 3
1 −2

)
+ s

(
3 1
3 1

)
+ t

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
выполняться при ненулевых значениях коэффициентов.

p+ 2q + 2r + 3s+ t = 0,
−p+ 3q + 3r + s = 0,
p+ q + r + 3s = 0,
2p+ 2q − 2r + s+ t = 0.

⇒


p = −2t,
q = 0,
r = −t,
s = t.

⇒


p = −2,
q = 0,
r = −1,
s = 1.

Например, при t = 1 получаем ненулевой набор искомых значений переменных, в итоге полу-
чаем нетривиальную линейную комбинацию, равную нулевому вектору:
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Задача 5. Проверьте, является линейно зависимой или независимой система матриц{(
1 −1
1 2

)
,

(
2 3
1 2

)
,

(
2 3
1 −2

)
,

(
3 1
3 1

)
,

(
1 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению линейно зависимой и линейно независимой системы векторов
надо проверить может ли равенство

p

(
1 −1
1 2

)
+ q

(
2 3
1 2

)
+ r

(
2 3
1 −2

)
+ s

(
3 1
3 1

)
+ t

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
выполняться при ненулевых значениях коэффициентов.

p+ 2q + 2r + 3s+ t = 0,
−p+ 3q + 3r + s = 0,
p+ q + r + 3s = 0,
2p+ 2q − 2r + s+ t = 0.

⇒


p = −2t,
q = 0,
r = −t,
s = t.

⇒


p = −2,
q = 0,
r = −1,
s = 1.

Например, при t = 1 получаем ненулевой набор искомых значений переменных, в итоге полу-
чаем нетривиальную линейную комбинацию, равную нулевому вектору:

−2

(
1 −1
1 2

)
+ 0

(
2 3
1 2

)
−
(

2 3
1 −2

)
+

(
3 1
3 1

)
+

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.
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Решение задачи 6.
Задача 6. Выясните, является ли системой порождающих линейно-

го пространства U кососимметричных матриц совокупность матриц
 0 −1 2

1 0 −1
−2 1 0

 ,

 0 3 1
−3 0 1
−1 −1 0

 ,

 0 2 2
−2 0 1
−2 −1 0

.
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Задача 6. Выясните, является ли системой порождающих линейно-
го пространства U кососимметричных матриц совокупность матриц
 0 −1 2

1 0 −1
−2 1 0

 ,

 0 3 1
−3 0 1
−1 −1 0

 ,

 0 2 2
−2 0 1
−2 −1 0

.

Ответ. α

 0 −1 2
1 0 −1
−2 1 0

+ β

 0 3 1
−3 0 1
−1 −1 0

+ γ

 0 2 2
−2 0 1
−2 −1 0

 =

 0 x y
−x 0 z
−y −z 0

,
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Задача 6. Выясните, является ли системой порождающих линейно-
го пространства U кососимметричных матриц совокупность матриц
 0 −1 2

1 0 −1
−2 1 0

 ,

 0 3 1
−3 0 1
−1 −1 0

 ,

 0 2 2
−2 0 1
−2 −1 0

.

Ответ. α

 0 −1 2
1 0 −1
−2 1 0

+ β

 0 3 1
−3 0 1
−1 −1 0

+ γ

 0 2 2
−2 0 1
−2 −1 0

 =

 0 x y
−x 0 z
−y −z 0

, −α + 3β + 2γ = x,
2α + β + 2γ = y,
−α + β + γ = z

779



Задача 6. Выясните, является ли системой порождающих линейно-
го пространства U кососимметричных матриц совокупность матриц
 0 −1 2

1 0 −1
−2 1 0

 ,

 0 3 1
−3 0 1
−1 −1 0

 ,

 0 2 2
−2 0 1
−2 −1 0

.

Ответ. α

 0 −1 2
1 0 −1
−2 1 0

+ β

 0 3 1
−3 0 1
−1 −1 0

+ γ

 0 2 2
−2 0 1
−2 −1 0

 =

 0 x y
−x 0 z
−y −z 0

, −α + 3β + 2γ = x,
2α + β + 2γ = y,
−α + β + γ = z

 −1 3 2 x
2 1 2 y
−1 1 1 z

 ∼
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Задача 6. Выясните, является ли системой порождающих линейно-
го пространства U кососимметричных матриц совокупность матриц
 0 −1 2

1 0 −1
−2 1 0

 ,

 0 3 1
−3 0 1
−1 −1 0

 ,

 0 2 2
−2 0 1
−2 −1 0

.

Ответ. α

 0 −1 2
1 0 −1
−2 1 0

+ β

 0 3 1
−3 0 1
−1 −1 0

+ γ

 0 2 2
−2 0 1
−2 −1 0

 =

 0 x y
−x 0 z
−y −z 0

, −α + 3β + 2γ = x,
2α + β + 2γ = y,
−α + β + γ = z

 −1 3 2 x
2 1 2 y
−1 1 1 z

 ∼
 1 0 0 (x+ y − 4z)/5

0 1 0 (4x− y − 6z)/5
0 0 1 (−3x+ 2y + 7z)/5
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Задача 6. Выясните, является ли системой порождающих линейно-
го пространства U кососимметричных матриц совокупность матриц
 0 −1 2

1 0 −1
−2 1 0

 ,

 0 3 1
−3 0 1
−1 −1 0

 ,

 0 2 2
−2 0 1
−2 −1 0

.

Ответ. α

 0 −1 2
1 0 −1
−2 1 0

+ β

 0 3 1
−3 0 1
−1 −1 0

+ γ

 0 2 2
−2 0 1
−2 −1 0

 =

 0 x y
−x 0 z
−y −z 0

, −α + 3β + 2γ = x,
2α + β + 2γ = y,
−α + β + γ = z

 −1 3 2 x
2 1 2 y
−1 1 1 z

 ∼
 1 0 0 (x+ y − 4z)/5

0 1 0 (4x− y − 6z)/5
0 0 1 (−3x+ 2y + 7z)/5


Следовательно, исходное множество является системой порождающих для линейного про-
странства кососимметричных матриц.
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Решение задачи 7.
Задача 7. Проверьте, является ли системой порождающих ли-

нейного пространства матриц размерности 2× 2 множество матриц{(
3 −1
2 2

)
,

(
1 2
−1 1

)
,

(
3 0
1 3

)
,

(
0 1
−1 2

)
,

(
3 3
4 1

)}
.
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Задача 7. Проверьте, является ли системой порождающих ли-
нейного пространства матриц размерности 2× 2 множество матриц{(

3 −1
2 2

)
,

(
1 2
−1 1

)
,

(
3 0
1 3

)
,

(
0 1
−1 2

)
,

(
3 3
4 1

)}
.

Ответ. α

(
3 −1
2 2

)
+ β

(
1 2
−1 1

)
+ γ

(
3 0
1 3

)
+ δ

(
0 1
−1 2

)
+ ε

(
3 3
4 1

)
=

(
a b
c d

)
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Задача 7. Проверьте, является ли системой порождающих ли-
нейного пространства матриц размерности 2× 2 множество матриц{(

3 −1
2 2

)
,

(
1 2
−1 1

)
,

(
3 0
1 3

)
,

(
0 1
−1 2

)
,

(
3 3
4 1

)}
.

Ответ. α
(

3 −1
2 2

)
+ β

(
1 2
−1 1

)
+ γ

(
3 0
1 3

)
+ δ

(
0 1
−1 2

)
+ ε

(
3 3
4 1

)
=

(
a b
c d

)


3α + β + 3γ + 3ε = a,
−α + 2β + δ + 3ε = b,
2α− β + γ − δ + 4ε = c,
2α + β + 3γ + 2δ + ε = d
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Задача 7. Проверьте, является ли системой порождающих ли-
нейного пространства матриц размерности 2× 2 множество матриц{(

3 −1
2 2

)
,

(
1 2
−1 1

)
,

(
3 0
1 3

)
,

(
0 1
−1 2

)
,

(
3 3
4 1

)}
.

Ответ. α
(

3 −1
2 2

)
+ β

(
1 2
−1 1

)
+ γ

(
3 0
1 3

)
+ δ

(
0 1
−1 2

)
+ ε

(
3 3
4 1

)
=

(
a b
c d

)


3α + β + 3γ + 3ε = a,
−α + 2β + δ + 3ε = b,
2α− β + γ − δ + 4ε = c,
2α + β + 3γ + 2δ + ε = d


3 1 3 0 3 a
−1 2 0 1 3 b

2 −1 1 −1 4 c
2 1 3 2 1 d
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Задача 7. Проверьте, является ли системой порождающих ли-
нейного пространства матриц размерности 2× 2 множество матриц{(

3 −1
2 2

)
,

(
1 2
−1 1

)
,

(
3 0
1 3

)
,

(
0 1
−1 2

)
,

(
3 3
4 1

)}
.

Ответ. α
(

3 −1
2 2

)
+ β

(
1 2
−1 1

)
+ γ

(
3 0
1 3

)
+ δ

(
0 1
−1 2

)
+ ε

(
3 3
4 1

)
=

(
a b
c d

)


3α + β + 3γ + 3ε = a,
−α + 2β + δ + 3ε = b,
2α− β + γ − δ + 4ε = c,
2α + β + 3γ + 2δ + ε = d


3 1 3 0 3 a
−1 2 0 1 3 b

2 −1 1 −1 4 c
2 1 3 2 1 d




1 0 0 0 28 −3a+ 4b+ 6c+ d
0 1 0 0 18 (−a+ 3b+ 3c)/2
0 0 1 0 30 7a− 9b− 13c− 2d
0 0 0 1 −13 −4a+ 4b+ 6c+ 2d
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Задача 7. Проверьте, является ли системой порождающих ли-
нейного пространства матриц размерности 2× 2 множество матриц{(

3 −1
2 2

)
,

(
1 2
−1 1

)
,

(
3 0
1 3

)
,

(
0 1
−1 2

)
,

(
3 3
4 1

)}
.

Ответ. α
(

3 −1
2 2

)
+ β

(
1 2
−1 1

)
+ γ

(
3 0
1 3

)
+ δ

(
0 1
−1 2

)
+ ε

(
3 3
4 1

)
=

(
a b
c d

)


3α + β + 3γ + 3ε = a,
−α + 2β + δ + 3ε = b,
2α− β + γ − δ + 4ε = c,
2α + β + 3γ + 2δ + ε = d


3 1 3 0 3 a
−1 2 0 1 3 b

2 −1 1 −1 4 c
2 1 3 2 1 d




1 0 0 0 28 −3a+ 4b+ 6c+ d
0 1 0 0 18 (−a+ 3b+ 3c)/2
0 0 1 0 30 7a− 9b− 13c− 2d
0 0 0 1 −13 −4a+ 4b+ 6c+ 2d


Значит, исходное множество является системой образующих.
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Решение задачи 8.
Задача 8. Найдите базис линейного пространства M2×2(R) всех матриц с действительны-

ми коэффициентами размерности 2× 2.
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Задача 8. Найдите базис линейного пространства M2×2(R) всех матриц с действительными
коэффициентами размерности 2× 2.

Ответ. Матрицы из M2×2(R) имеют вид
(
a b
c d

)
.
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Задача 8. Найдите базис линейного пространства M2×2(R) всех матриц с действительными
коэффициентами размерности 2× 2.

Ответ. Матрицы из M2×2(R) имеют вид
(
a b
c d

)
.

«Протаскиванием единицы через параметры» получаем базис
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Задача 8. Найдите базис линейного пространства M2×2(R) всех матриц с действительными
коэффициентами размерности 2× 2.

Ответ. Матрицы из M2×2(R) имеют вид
(
a b
c d

)
.

«Протаскиванием единицы через параметры» получаем базис{(
1 0
0 0

)
,

}
.
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Задача 8. Найдите базис линейного пространства M2×2(R) всех матриц с действительными
коэффициентами размерности 2× 2.

Ответ. Матрицы из M2×2(R) имеют вид
(
a b
c d

)
.

«Протаскиванием единицы через параметры» получаем базис{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

}
.
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Задача 8. Найдите базис линейного пространства M2×2(R) всех матриц с действительными
коэффициентами размерности 2× 2.

Ответ. Матрицы из M2×2(R) имеют вид
(
a b
c d

)
.

«Протаскиванием единицы через параметры» получаем базис{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

}
.

794



Задача 8. Найдите базис линейного пространства M2×2(R) всех матриц с действительными
коэффициентами размерности 2× 2.

Ответ. Матрицы из M2×2(R) имеют вид
(
a b
c d

)
.

«Протаскиванием единицы через параметры» получаем базис{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.
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Задача 8. Найдите базис линейного пространства M2×2(R) всех матриц с действительными
коэффициентами размерности 2× 2.

Ответ. Матрицы из M2×2(R) имеют вид
(
a b
c d

)
.

«Протаскиванием единицы через параметры» получаем базис{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Задача решена.
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Решение задачи 9.
Задача 9. Найдите базис линейного пространства U кососимметричных матриц с дей-

ствительными коэффициентами размерности 3× 3.
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Задача 9. Найдите базис линейного пространства U кососимметричных матриц с дей-
ствительными коэффициентами размерности 3× 3.

Ответ. Для

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 ∈ U по определению кососимметричных матриц имеем
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Задача 9. Найдите базис линейного пространства U кососимметричных матриц с дей-
ствительными коэффициентами размерности 3× 3.

Ответ. Для

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 ∈ U по определению кососимметричных матриц имеем a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

t

= −

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

, т.е.
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Задача 9. Найдите базис линейного пространства U кососимметричных матриц с дей-
ствительными коэффициентами размерности 3× 3.

Ответ. Для

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 ∈ U по определению кососимметричных матриц имеем a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

t

= −

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

, т.е.

 −a1 −a2 −a3−b1 −b2 −b3
−c1 −c2 −c3

 =

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

. Следователь-

но, векторы из U имеют вид
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Задача 9. Найдите базис линейного пространства U кососимметричных матриц с дей-
ствительными коэффициентами размерности 3× 3.

Ответ. Для

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 ∈ U по определению кососимметричных матриц име-

ем

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

t

= −

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

, т.е.

 −a1 −a2 −a3−b1 −b2 −b3
−c1 −c2 −c3

 =

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

. Следова-

тельно, векторы из U имеют вид

 0 b1 c1
−b1 0 c2
−c1 −c2 0

. «Протаскивая единичку через парамет-

ры» b1, c1, c2, получаем искомый базис:
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Задача 9. Найдите базис линейного пространства U кососимметричных матриц с дей-
ствительными коэффициентами размерности 3× 3.

Ответ. Для

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 ∈ U по определению кососимметричных матриц име-

ем

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

t

= −

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

, т.е.

 −a1 −a2 −a3−b1 −b2 −b3
−c1 −c2 −c3

 =

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

. Следова-

тельно, векторы из U имеют вид

 0 b1 c1
−b1 0 c2
−c1 −c2 0

. «Протаскивая единичку через парамет-

ры» b1, c1, c2, получаем искомый базис:


 0 1 0
−1 0 0

0 0 0

 ,

.
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Задача 9. Найдите базис линейного пространства U кососимметричных матриц с дей-
ствительными коэффициентами размерности 3× 3.

Ответ. Для

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 ∈ U по определению кососимметричных матриц име-

ем

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

t

= −

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

, т.е.

 −a1 −a2 −a3−b1 −b2 −b3
−c1 −c2 −c3

 =

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

. Следова-

тельно, векторы из U имеют вид

 0 b1 c1
−b1 0 c2
−c1 −c2 0

. «Протаскивая единичку через парамет-

ры» b1, c1, c2, получаем искомый базис:


 0 1 0
−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 ,

.

803



Задача 9. Найдите базис линейного пространства U кососимметричных матриц с дей-
ствительными коэффициентами размерности 3× 3.

Ответ. Для

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 ∈ U по определению кососимметричных матриц име-

ем

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

t

= −

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

, т.е.

 −a1 −a2 −a3−b1 −b2 −b3
−c1 −c2 −c3

 =

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

. Следова-

тельно, векторы из U имеют вид

 0 b1 c1
−b1 0 c2
−c1 −c2 0

. «Протаскивая единичку через парамет-

ры» b1, c1, c2, получаем искомый базис:


 0 1 0
−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 1
0 −1 0

.
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Решение задачи 10.
Задача 10. На линейном пространстве V функций, задаваемых тождествами

f(x) = p · 10qx, операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x),
«умножение λ · на скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x) (см. задачу I.1). Найдите базис
линейного пространства V .
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Задача 10. На линейном пространстве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x) (см. задачу I.1). Найдите базис линейного простран-
ства V .

Ответ. Для того, чтобы найти базис линейного пространства V , представим функцию
f(x) = p · 10qx в виде f(x) = p · 10qx = ar · 10qx, где 0 < a 6= 10.
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Задача 10. На линейном пространстве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x) (см. задачу I.1). Найдите базис линейного простран-
ства V .

Ответ. Для того, чтобы найти базис линейного пространства V , представим функцию
f(x) = p · 10qx в виде f(x) = p · 10qx = ar · 10qx, где 0 < a 6= 10.
Например, f(x) = 2r · 10qx. Тогда можно получить искомый базис «протаскиванием единички
через параметры»:
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Задача 10. На линейном пространстве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x) (см. задачу I.1). Найдите базис линейного простран-
ства V .

Ответ. Для того, чтобы найти базис линейного пространства V , представим функцию
f(x) = p · 10qx в виде f(x) = p · 10qx = ar · 10qx, где 0 < a 6= 10.
Например, f(x) = 2r · 10qx. Тогда можно получить искомый базис «протаскиванием единички
через параметры»: {2; }.
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Задача 10. На линейном пространстве V функций, задаваемых тождествами f(x) = p · 10qx,
операция «сложение» + определена формулой f(x) + g(x) = f(x) · g(x), «умножение λ · на
скаляр λ» — формулой λ · f(x) = fλ(x) (см. задачу I.1). Найдите базис линейного простран-
ства V .

Ответ. Для того, чтобы найти базис линейного пространства V , представим функцию
f(x) = p · 10qx в виде f(x) = p · 10qx = ar · 10qx, где 0 < a 6= 10.
Например, f(x) = 2r · 10qx. Тогда можно получить искомый базис «протаскиванием единички
через параметры»: {2; 10x}.
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Решение задачи 11.
Задача 11. Найдите координаты матрицы

(
2 −1
−1 3

)
в ба-

зисах Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в бази-

сах Б’ =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в базисах

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.
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Задача 11. Найдите координаты матрицы
(

2 −1
−1 3

)
в ба-

зисах Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в бази-

сах Б’ =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в базисах

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению столбца координат из равенства
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Задача 11. Найдите координаты матрицы
(

2 −1
−1 3

)
в ба-

зисах Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в бази-

сах Б’ =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в базисах

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению столбца координат из равенства(
2 −1
−1 3

)
= 2

(
1 0
0 0

)
+ (−1)

(
0 1
0 0

)
+ (−1)

(
0 0
1 0

)
+ 3

(
0 0
0 1

)
,

812



Задача 11. Найдите координаты матрицы
(

2 −1
−1 3

)
в ба-

зисах Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в бази-

сах Б’ =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в базисах

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению столбца координат из равенства(
2 −1
−1 3

)
= 2

(
1 0
0 0

)
+ (−1)

(
0 1
0 0

)
+ (−1)

(
0 0
1 0

)
+ 3

(
0 0
0 1

)
,

следует
[(

2 −1
−1 3

)]
Б

=
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Задача 11. Найдите координаты матрицы
(

2 −1
−1 3

)
в ба-

зисах Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в бази-

сах Б’ =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в базисах

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению столбца координат из равенства(
2 −1
−1 3

)
= 2

(
1 0
0 0

)
+ (−1)

(
0 1
0 0

)
+ (−1)

(
0 0
1 0

)
+ 3

(
0 0
0 1

)
,

следует
[(

2 −1
−1 3

)]
Б

=


2
−1
−1

3

.
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Задача 11. Найдите координаты матрицы
(

2 −1
−1 3

)
в ба-

зисах Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в бази-

сах Б’ =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в базисах

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению столбца координат для базиса Б’ из равенства(
2 −1
−1 3

)
=

815



Задача 11. Найдите координаты матрицы
(

2 −1
−1 3

)
в ба-

зисах Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в бази-

сах Б’ =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в базисах

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению столбца координат для базиса Б’ из равенства(
2 −1
−1 3

)
= 2

(
1 0
0 0

)
+ (−1)

(
0 0
1 0

)
+ (−1)

(
0 1
0 0

)
+ 3

(
0 0
0 1

)
,

816



Задача 11. Найдите координаты матрицы
(

2 −1
−1 3

)
в ба-

зисах Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в бази-

сах Б’ =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в базисах

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению столбца координат для базиса Б’ из равенства(
2 −1
−1 3

)
= 2

(
1 0
0 0

)
+ (−1)

(
0 0
1 0

)
+ (−1)

(
0 1
0 0

)
+ 3

(
0 0
0 1

)
,

следует
[(

2 −1
−1 3

)]
Б’

=


2
−1
−1

3

.
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Задача 11. Найдите координаты матрицы
(

2 −1
−1 3

)
в ба-

зисах Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в бази-

сах Б’ =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в базисах

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению столбца координат для базиса B из равенства(
2 −1
−1 3

)
=

818



Задача 11. Найдите координаты матрицы
(

2 −1
−1 3

)
в ба-

зисах Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в бази-

сах Б’ =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в базисах

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению столбца координат для базиса B из равенства(
2 −1
−1 3

)
= 2

(
1 0
0 0

)
+ (−1)

(
0 1
1 0

)
+ 3

(
0 0
0 1

)
,

819



Задача 11. Найдите координаты матрицы
(

2 −1
−1 3

)
в ба-

зисах Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в бази-

сах Б’ =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в базисах

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению столбца координат для базиса B из равенства(
2 −1
−1 3

)
= 2

(
1 0
0 0

)
+ (−1)

(
0 1
1 0

)
+ 3

(
0 0
0 1

)
,

следует
[(

2 −1
−1 3

)]
B

=

820



Задача 11. Найдите координаты матрицы
(

2 −1
−1 3

)
в ба-

зисах Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в бази-

сах Б’ =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, в базисах

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ. По определению столбца координат для базиса B из равенства(
2 −1
−1 3

)
= 2

(
1 0
0 0

)
+ (−1)

(
0 1
1 0

)
+ 3

(
0 0
0 1

)
,

следует
[(

2 −1
−1 3

)]
B

=

 2
−1

3

.
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Решение задачи 12.
Задача 12. Найдите координаты многочлена (x2 − x) в базисе Б = {x0, x− 1, x2 − 1}.
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Задача 12. Найдите координаты многочлена (x2 − x) в базисе Б = {x0, x− 1, x2 − 1}.
Ответ. [

x2 − x
]
{x0,x−1,x2−1} =

823



Задача 12. Найдите координаты многочлена (x2 − x) в базисе Б = {x0, x− 1, x2 − 1}.
Ответ. [

x2 − x
]
{x0,x−1,x2−1} =

=
[
0 · x0 − 1 · (x− 1) + 1 ·

(
x2 − 1

)]
{x0,x−1,x2−1} =

824



Задача 12. Найдите координаты многочлена (x2 − x) в базисе Б = {x0, x− 1, x2 − 1}.
Ответ. [

x2 − x
]
{x0,x−1,x2−1} =

=
[
0 · x0 + (−1) · (x− 1) + 1 ·

(
x2 − 1

)]
{x0,x−1,x2−1} =

=

  .
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Задача 12. Найдите координаты многочлена (x2 − x) в базисе Б = {x0, x− 1, x2 − 1}.
Ответ. [

x2 − x
]
{x0,x−1,x2−1} =

=
[
0 · x0 + (−1) · (x− 1) + 1 ·

(
x2 − 1

)]
{x0,x−1,x2−1} =

=

 0
 .
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Задача 12. Найдите координаты многочлена (x2 − x) в базисе Б = {x0, x− 1, x2 − 1}.
Ответ. [

x2 − x
]
{x0,x−1,x2−1} =

=
[
0 · x0 + (−1) · (x− 1) + 1 ·

(
x2 − 1

)]
{x0,x−1,x2−1} =

=

 0
 .
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Задача 12. Найдите координаты многочлена (x2 − x) в базисе Б = {x0, x− 1, x2 − 1}.
Ответ. [

x2 − x
]
{x0,x−1,x2−1} =

=
[
0 · x0 + (−1) · (x− 1) + 1 ·

(
x2 − 1

)]
{x0,x−1,x2−1} =

=

 0
−1

 .
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Задача 12. Найдите координаты многочлена (x2 − x) в базисе Б = {x0, x− 1, x2 − 1}.
Ответ. [

x2 − x
]
{x0,x−1,x2−1} =

=
[
0 · x0 + (−1) · (x− 1) + 1 ·

(
x2 − 1

)]
{x0,x−1,x2−1} =

=

 0
−1

 .
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Задача 12. Найдите координаты многочлена (x2 − x) в базисе Б = {x0, x− 1, x2 − 1}.
Ответ. [

x2 − x
]
{x0,x−1,x2−1} =

=
[
0 · x0 + (−1) · (x− 1) + 1 ·

(
x2 − 1

)]
{x0,x−1,x2−1} =

=

 0
−1

1

 .

830



Задача 12. Найдите координаты многочлена (x2 − x) в базисе Б = {x0, x− 1, x2 − 1}.
Ответ. [

x2 − x
]
{x0,x−1,x2−1} =

=
[
0 · x0 + (−1) · (x− 1) + 1 ·

(
x2 − 1

)]
{x0,x−1,x2−1} =

=

 0
−1

1

 .

831



Решение задачи 13.
Задача 13. Найдите максимальную линейно независимую подсистему системы много-

членов B = {x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2, (x+ 1)2} и выразите остальные вектора этой системы в
виде линейной комбинации выбранной подсистемы.

832



Задача 13. Найдите максимальную линейно независимую подсистему системы много-
членов B = {x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2, (x+ 1)2} и выразите остальные вектора этой системы в
виде линейной комбинации выбранной подсистемы.

Ответ. Возьмем естественный базис линейного пространства многочленов степени не вы-
ше 2:
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Задача 13. Найдите максимальную линейно независимую подсистему системы много-
членов B = {x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2, (x+ 1)2} и выразите остальные вектора этой системы в
виде линейной комбинации выбранной подсистемы.

Ответ. Возьмем естественный базис линейного пространства многочленов степени не вы-
ше 2: B = {x0, x, x2}.
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Задача 13. Найдите максимальную линейно независимую подсистему системы много-
членов B = {x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2, (x+ 1)2} и выразите остальные вектора этой системы в
виде линейной комбинации выбранной подсистемы.

Ответ. Возьмем естественный базис линейного пространства многочленов степени не вы-
ше 2: B = {x0, x, x2}.

([
x2 − 1

]
B

[
x2 + 1

]
B

[
(x− 1)2

]
B

[
(x+ 1)2

]
B

)
=

835



Задача 13. Найдите максимальную линейно независимую подсистему системы много-
членов B = {x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2, (x+ 1)2} и выразите остальные вектора этой системы в
виде линейной комбинации выбранной подсистемы.

Ответ. Возьмем естественный базис линейного пространства многочленов степени не вы-
ше 2: B = {x0, x, x2}.

([
x2 − 1

]
B

[
x2 + 1

]
B

[
(x− 1)2

]
B

[
(x+ 1)2

]
B

)
=

 −1 1 1 1
0 0 −2 2
1 1 1 1

 ∼

836



Задача 13. Найдите максимальную линейно независимую подсистему системы много-
членов B = {x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2, (x+ 1)2} и выразите остальные вектора этой системы в
виде линейной комбинации выбранной подсистемы.

Ответ. Возьмем естественный базис линейного пространства многочленов степени не вы-
ше 2: B = {x0, x, x2}.

([
x2 − 1

]
B

[
x2 + 1

]
B

[
(x− 1)2

]
B

[
(x+ 1)2

]
B

)
=

 −1 1 1 1
0 0 −2 2
1 1 1 1

 ∼
 1 −1 −1 −1

0 0 −2 2
0 2 2 2

 ∼

837



Задача 13. Найдите максимальную линейно независимую подсистему системы много-
членов B = {x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2, (x+ 1)2} и выразите остальные вектора этой системы в
виде линейной комбинации выбранной подсистемы.

Ответ. Возьмем естественный базис линейного пространства многочленов степени не вы-
ше 2: B = {x0, x, x2}.

([
x2 − 1

]
B

[
x2 + 1

]
B

[
(x− 1)2

]
B

[
(x+ 1)2

]
B

)
=

 −1 1 1 1
0 0 −2 2
1 1 1 1

 ∼
 1 −1 −1 −1

0 0 −2 2
0 2 2 2

 ∼
∼

 1 −1 −1 −1
0 1 1 1
0 0 1 −1

 ∼

838



Задача 13. Найдите максимальную линейно независимую подсистему системы много-
членов B = {x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2, (x+ 1)2} и выразите остальные вектора этой системы в
виде линейной комбинации выбранной подсистемы.

Ответ. Возьмем естественный базис линейного пространства многочленов степени не вы-
ше 2: B = {x0, x, x2}.

([
x2 − 1

]
B

[
x2 + 1

]
B

[
(x− 1)2

]
B

[
(x+ 1)2

]
B

)
=

 −1 1 1 1
0 0 −2 2
1 1 1 1

 ∼
 1 −1 −1 −1

0 0 −2 2
0 2 2 2

 ∼
∼

 1 −1 −1 −1
0 1 1 1
0 0 1 −1

 ∼
 1 −1 0 −2

0 1 0 2
0 0 1 −1

 ∼

839



Задача 13. Найдите максимальную линейно независимую подсистему системы много-
членов B = {x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2, (x+ 1)2} и выразите остальные вектора этой системы в
виде линейной комбинации выбранной подсистемы.

Ответ. Возьмем естественный базис линейного пространства многочленов степени не вы-
ше 2: B = {x0, x, x2}.

([
x2 − 1

]
B

[
x2 + 1

]
B

[
(x− 1)2

]
B

[
(x+ 1)2

]
B

)
=

 −1 1 1 1
0 0 −2 2
1 1 1 1

 ∼
 1 −1 −1 −1

0 0 −2 2
0 2 2 2

 ∼
∼

 1 −1 −1 −1
0 1 1 1
0 0 1 −1

 ∼
 1 −1 0 −2

0 1 0 2
0 0 1 −1

 ∼
 1 0 0 0

0 1 0 2
0 0 1 −1
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Задача 13. Найдите максимальную линейно независимую подсистему системы много-
членов B = {x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2, (x+ 1)2} и выразите остальные вектора этой системы в
виде линейной комбинации выбранной подсистемы.

Ответ. Возьмем естественный базис линейного пространства многочленов степени не вы-
ше 2: B = {x0, x, x2}.

([
x2 − 1

]
B

[
x2 + 1

]
B

[
(x− 1)2

]
B

[
(x+ 1)2

]
B

)
=

 −1 1 1 1
0 0 −2 2
1 1 1 1

 ∼
 1 −1 −1 −1

0 0 −2 2
0 2 2 2

 ∼
∼

 1 −1 −1 −1
0 1 1 1
0 0 1 −1

 ∼
 1 −1 0 −2

0 1 0 2
0 0 1 −1

 ∼
 1 0 0 0

0 1 0 2
0 0 1 −1


Следовательно, первые три многочлена образуют линейно независимую систему
{x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2} и, поскольку 0

2
−1

 = 0

 1
0
0

+ 2

 0
1
0

+ (−1)

 0
0
1

 ,

то .
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Задача 13. Найдите максимальную линейно независимую подсистему системы много-
членов B = {x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2, (x+ 1)2} и выразите остальные вектора этой системы в
виде линейной комбинации выбранной подсистемы.

Ответ. Возьмем естественный базис линейного пространства многочленов степени не вы-
ше 2: B = {x0, x, x2}.

([
x2 − 1

]
B

[
x2 + 1

]
B

[
(x− 1)2

]
B

[
(x+ 1)2

]
B

)
=

 −1 1 1 1
0 0 −2 2
1 1 1 1

 ∼
 1 −1 −1 −1

0 0 −2 2
0 2 2 2

 ∼
∼

 1 −1 −1 −1
0 1 1 1
0 0 1 −1

 ∼
 1 −1 0 −2

0 1 0 2
0 0 1 −1

 ∼
 1 0 0 0

0 1 0 2
0 0 1 −1


Следовательно, первые три многочлена образуют линейно независимую систему
{x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2} и, поскольку 0

2
−1

 = 0

 1
0
0

+ 2

 0
1
0

+ (−1)

 0
0
1

 ,

то (x+ 1)2 =

842



Задача 13. Найдите максимальную линейно независимую подсистему системы много-
членов B = {x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2, (x+ 1)2} и выразите остальные вектора этой системы в
виде линейной комбинации выбранной подсистемы.

Ответ. Возьмем естественный базис линейного пространства многочленов степени не вы-
ше 2: B = {x0, x, x2}.

([
x2 − 1

]
B

[
x2 + 1

]
B

[
(x− 1)2

]
B

[
(x+ 1)2

]
B

)
=

 −1 1 1 1
0 0 −2 2
1 1 1 1

 ∼
 1 −1 −1 −1

0 0 −2 2
0 2 2 2

 ∼
∼

 1 −1 −1 −1
0 1 1 1
0 0 1 −1

 ∼
 1 −1 0 −2

0 1 0 2
0 0 1 −1

 ∼
 1 0 0 0

0 1 0 2
0 0 1 −1


Следовательно, первые три многочлена образуют линейно независимую систему
{x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2} и, поскольку 0

2
−1

 = 0

 1
0
0

+ 2

 0
1
0

+ (−1)

 0
0
1

 ,

то (x+ 1)2 = x2 + 2x+ 1 =

843



Задача 13. Найдите максимальную линейно независимую подсистему системы много-
членов B = {x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2, (x+ 1)2} и выразите остальные вектора этой системы в
виде линейной комбинации выбранной подсистемы.

Ответ. Возьмем естественный базис линейного пространства многочленов степени не вы-
ше 2: B = {x0, x, x2}.

([
x2 − 1

]
B

[
x2 + 1

]
B

[
(x− 1)2

]
B

[
(x+ 1)2

]
B

)
=

 −1 1 1 1
0 0 −2 2
1 1 1 1

 ∼
 1 −1 −1 −1

0 0 −2 2
0 2 2 2

 ∼
∼

 1 −1 −1 −1
0 1 1 1
0 0 1 −1

 ∼
 1 −1 0 −2

0 1 0 2
0 0 1 −1

 ∼
 1 0 0 0

0 1 0 2
0 0 1 −1


Следовательно, первые три многочлена образуют линейно независимую систему
{x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2} и, поскольку 0

2
−1

 = 0

 1
0
0

+ 2

 0
1
0

+ (−1)

 0
0
1

 ,

то (x+ 1)2 = x2 + 2x+ 1 = 2 (x2 + 1) + (−1)(x− 1)2 =
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Задача 13. Найдите максимальную линейно независимую подсистему системы много-
членов B = {x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2, (x+ 1)2} и выразите остальные вектора этой системы в
виде линейной комбинации выбранной подсистемы.

Ответ. Возьмем естественный базис линейного пространства многочленов степени не вы-
ше 2: B = {x0, x, x2}.

([
x2 − 1

]
B

[
x2 + 1

]
B

[
(x− 1)2

]
B

[
(x+ 1)2

]
B

)
=

 −1 1 1 1
0 0 −2 2
1 1 1 1

 ∼
 1 −1 −1 −1

0 0 −2 2
0 2 2 2

 ∼
∼

 1 −1 −1 −1
0 1 1 1
0 0 1 −1

 ∼
 1 −1 0 −2

0 1 0 2
0 0 1 −1

 ∼
 1 0 0 0

0 1 0 2
0 0 1 −1


Следовательно, первые три многочлена образуют линейно независимую систему
{x2 − 1, x2 + 1, (x− 1)2} и, поскольку 0

2
−1

 = 0

 1
0
0

+ 2

 0
1
0

+ (−1)

 0
0
1

 ,

то (x+ 1)2 = x2 + 2x+ 1 = 2 (x2 + 1) + (−1)(x− 1)2 = 2 (x2 + 1) + (−1) (x2 − 2x+ 1).
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Решение задачи 14.
Задача 14. Пусть в базисеB = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространствоQ

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .
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Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

Подпространство — это множество. Значит, для задания Q надо описать

847



Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

Подпространство — это множество. Значит, для задания Q надо описать его элементы.
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Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

Подпространство — это множество. Значит, для задания Q надо описать его элементы.
Q состоит из векторов, координаты которых
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Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

 =

Подпространство — это множество. Значит, для задания Q надо описать его элементы.
Q состоит из векторов, координаты которых
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Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

 =

Подпространство — это множество. Значит, для задания Q надо описать его элементы.
Q состоит из векторов, координаты которых удовлетворяют данной ОСЛУ.

851



Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

{
2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0

 =

Подпространство — это множество. Значит, для задания Q надо описать его элементы.
Q состоит из векторов, координаты которых удовлетворяют данной ОСЛУ.
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Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

{
2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0

 =

Чтобы найти базис подпространства Q,
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Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

{
2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0

 =

Чтобы найти базис подпространства Q, решим ОСЛУ:

854



Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

{
2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0

 =

Чтобы найти базис подпространства Q, решим ОСЛУ:(
2 1 −2 6
1 0 −3 4

)
∼
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Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

{
2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0

 =

Чтобы найти базис подпространства Q, решим ОСЛУ:(
2 1 −2 6
1 0 −3 4

)
∼
(

1 0 −3 4
2 1 −2 6

)
∼

856



Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

{
2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0

 =

Чтобы найти базис подпространства Q, решим ОСЛУ:(
2 1 −2 6
1 0 −3 4

)
∼
(

1 0 −3 4
2 1 −2 6

)
∼
(

1 0 −3 4
0 1 4 −2

)
→

857



Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

{
2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0

 =

Чтобы найти базис подпространства Q, решим ОСЛУ:(
2 1 −2 6
1 0 −3 4

)
∼
(

1 0 −3 4
2 1 −2 6

)
∼
(

1 0 −3 4
0 1 4 −2

)
→


• •
• •
1 0
0 1
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Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

{
2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0

 =

Чтобы найти базис подпространства Q, решим ОСЛУ:(
2 1 −2 6
1 0 −3 4

)
∼
(

1 0 −3 4
2 1 −2 6

)
∼
(

1 0 −3 4
0 1 4 −2

)
→


• •
• •
1 0
0 1
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Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

{
2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0

 =

Чтобы найти базис подпространства Q, решим ОСЛУ:(
2 1 −2 6
1 0 −3 4

)
∼
(

1 0 −3 4
2 1 −2 6

)
∼
(

1 0 −3 4
0 1 4 −2

)
→


3 •
−4 •
1 0
0 1
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Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

{
2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0

 =

Чтобы найти базис подпространства Q, решим ОСЛУ:(
2 1 −2 6
1 0 −3 4

)
∼
(

1 0 −3 4
2 1 −2 6

)
∼
(

1 0 −3 4
0 1 4 −2

)
→


3 •
−4 •

1 0
0 1
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Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

{
2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0

 =

Чтобы найти базис подпространства Q, решим ОСЛУ:(
2 1 −2 6
1 0 −3 4

)
∼
(

1 0 −3 4
2 1 −2 6

)
∼
(

1 0 −3 4
0 1 4 −2

)
→


3 •
−4 •

1 0
0 1
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Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

{
2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0

 =

Чтобы найти базис подпространства Q, решим ОСЛУ:(
2 1 −2 6
1 0 −3 4

)
∼
(

1 0 −3 4
2 1 −2 6

)
∼
(

1 0 −3 4
0 1 4 −2

)
→


3 −4
−4 2

1 0
0 1
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Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

{
2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0

 =
〈 〉

.

Чтобы найти базис подпространства Q, решим ОСЛУ:(
2 1 −2 6
1 0 −3 4

)
∼
(

1 0 −3 4
2 1 −2 6

)
∼
(

1 0 −3 4
0 1 4 −2

)
→


3 −4
−4 2

1 0
0 1
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Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

{
2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0

 =
〈 〉

.

Чтобы найти базис подпространства Q, решим ОСЛУ:(
2 1 −2 6
1 0 −3 4

)
∼
(

1 0 −3 4
2 1 −2 6

)
∼
(

1 0 −3 4
0 1 4 −2

)
→


3 −4
−4 2
1 0
0 1
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Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

{
2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0

 =
〈
3a− 4b + c;

〉
.

Чтобы найти базис подпространства Q, решим ОСЛУ:(
2 1 −2 6
1 0 −3 4

)
∼
(

1 0 −3 4
2 1 −2 6

)
∼
(

1 0 −3 4
0 1 4 −2

)
→


3 −4
−4 2
1 0
0 1



866



Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

{
2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0

 =
〈
3a− 4b + c;

〉
.

Чтобы найти базис подпространства Q, решим ОСЛУ:(
2 1 −2 6
1 0 −3 4

)
∼
(

1 0 −3 4
2 1 −2 6

)
∼
(

1 0 −3 4
0 1 4 −2

)
→


3 −4
−4 2

1 0
0 1
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Задача 14. Пусть в базисе B = {a; b; c; d} линейного пространства P подпространство Q

задано системой уравнений
{

2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0.

Тогда V = {. . .} = 〈. . .〉 .

Ответ.

V =

αa + βb + γc + δd

{
2α + β − 2γ + 6δ = 0,
α− 3γ + 4δ = 0

 =
〈
3a− 4b + c; − 4a + 2b + d

〉
.

Чтобы найти базис подпространства Q, решим ОСЛУ:(
2 1 −2 6
1 0 −3 4

)
∼
(

1 0 −3 4
2 1 −2 6

)
∼
(

1 0 −3 4
0 1 4 −2

)
→


3 −4
−4 2

1 0
0 1
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Решение задачи 15.
Задача 15. Если B — подпространство линейного пространства A, заданное в базисе

P = {p1; p2; p3} уравнением 2x− y − 3z = 0. Тогда B = . . .
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Задача 15. Если B — подпространство линейного пространства A, заданное в базисе
P = {p1; p2; p3} уравнением 2x− y − 3z = 0. Тогда B = . . .

Ответ.
B =

870



Задача 15. Если B — подпространство линейного пространства A, заданное в базисе
P = {p1; p2; p3} уравнением 2x− y − 3z = 0. Тогда B = . . .

Ответ.
B =

{
xp1 + yp2 + zp3

}
=

871



Задача 15. Если B — подпространство линейного пространства A, заданное в базисе
P = {p1; p2; p3} уравнением 2x− y − 3z = 0. Тогда B = . . .

Ответ.
B =

{
xp1 + yp2 + zp3 2x− y − 3z = 0

}
= 〈 〉 .

872



Задача 15. Если B — подпространство линейного пространства A, заданное в базисе
P = {p1; p2; p3} уравнением 2x− y − 3z = 0. Тогда B = . . .

Ответ.
B =

{
xp1 + yp2 + zp3 2x− y − 3z = 0

}
= 〈p1 + 2p2; 〉 .

873



Задача 15. Если B — подпространство линейного пространства A, заданное в базисе
P = {p1; p2; p3} уравнением 2x− y − 3z = 0. Тогда B = . . .

Ответ.
B =

{
xp1 + yp2 + zp3 2x− y − 3z = 0

}
= 〈p1 + 2p2; 3p2 − p3〉 .

874



Решение задачи 16.
Задача 16. Пусть X =

= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

875



Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

876



Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

877



Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

Зададим X системой уравнений (первый способ ):
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

}
.

Зададим X системой уравнений (первый способ ):

879



Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

}
.

Зададим X системой уравнений (первый способ ): пусть в
базисе B = {x3; x2y; xy2; y3} координаты кубических форм, порождающих X, удовлетворяют
уравнению pa+ qb+ rc+ td = 0:
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

}
.

Зададим X системой уравнений (первый способ ): пусть в
базисе B = {x3; x2y; xy2; y3} координаты кубических форм, порождающих X, удовлетворяют
уравнению pa+ qb+ rc+ td = 0: p− q − 2r + t = 0,

2p− q + r − 2t = 0,
5p− 3q − 3t = 0

881



Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

}
.

Зададим X системой уравнений (первый способ ): пусть в
базисе B = {x3; x2y; xy2; y3} координаты кубических форм, порождающих X, удовлетворяют
уравнению pa+ qb+ rc+ td = 0: p− q − 2r + t = 0,

2p− q + r − 2t = 0,
5p− 3q − 3t = 0

 1 −1 −2 1
2 −1 1 −2
5 −3 0 −3

 ∼

882



Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

}
.

Зададим X системой уравнений (первый способ ): пусть в
базисе B = {x3; x2y; xy2; y3} координаты кубических форм, порождающих X, удовлетворяют
уравнению pa+ qb+ rc+ td = 0: p− q − 2r + t = 0,

2p− q + r − 2t = 0,
5p− 3q − 3t = 0

 1 −1 −2 1
2 −1 1 −2
5 −3 0 −3

 ∼
 1 −1 −2 1

0 1 5 −4
0 2 10 −8

 ∼
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

}
.

Зададим X системой уравнений (первый способ ): пусть в
базисе B = {x3; x2y; xy2; y3} координаты кубических форм, порождающих X, удовлетворяют
уравнению pa+ qb+ rc+ td = 0: p− q − 2r + t = 0,

2p− q + r − 2t = 0,
5p− 3q − 3t = 0

 1 −1 −2 1
2 −1 1 −2
5 −3 0 −3

 ∼
 1 −1 −2 1

0 1 5 −4
0 2 10 −8

 ∼ ( 1 0 3 −3
0 1 5 −4

)
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

}
.

Зададим X системой уравнений (первый способ ): пусть в
базисе B = {x3; x2y; xy2; y3} координаты кубических форм, порождающих X, удовлетворяют
уравнению pa+ qb+ rc+ td = 0: p− q − 2r + t = 0,

2p− q + r − 2t = 0,
5p− 3q − 3t = 0

 1 −1 −2 1
2 −1 1 −2
5 −3 0 −3

 ∼
 1 −1 −2 1

0 1 5 −4
0 2 10 −8

 ∼ ( 1 0 3 −3
0 1 5 −4

)

• •
• •
1 0
0 1
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

}
.

Зададим X системой уравнений (первый способ ): пусть в
базисе B = {x3; x2y; xy2; y3} координаты кубических форм, порождающих X, удовлетворяют
уравнению pa+ qb+ rc+ td = 0: p− q − 2r + t = 0,

2p− q + r − 2t = 0,
5p− 3q − 3t = 0

 1 −1 −2 1
2 −1 1 −2
5 −3 0 −3

 ∼
 1 −1 −2 1

0 1 5 −4
0 2 10 −8

 ∼ ( 1 0 3 −3
0 1 5 −4

)

• •
• •
1 0
0 1
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

}
.

Зададим X системой уравнений (первый способ ): пусть в
базисе B = {x3; x2y; xy2; y3} координаты кубических форм, порождающих X, удовлетворяют
уравнению pa+ qb+ rc+ td = 0: p− q − 2r + t = 0,

2p− q + r − 2t = 0,
5p− 3q − 3t = 0

 1 −1 −2 1
2 −1 1 −2
5 −3 0 −3

 ∼
 1 −1 −2 1

0 1 5 −4
0 2 10 −8

 ∼ ( 1 0 3 −3
0 1 5 −4

)

−3 •
−5 •
1 0
0 1
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

}
.

Зададим X системой уравнений (первый способ ): пусть в
базисе B = {x3; x2y; xy2; y3} координаты кубических форм, порождающих X, удовлетворяют
уравнению pa+ qb+ rc+ td = 0: p− q − 2r + t = 0,

2p− q + r − 2t = 0,
5p− 3q − 3t = 0

 1 −1 −2 1
2 −1 1 −2
5 −3 0 −3

 ∼
 1 −1 −2 1

0 1 5 −4
0 2 10 −8

 ∼ ( 1 0 3 −3
0 1 5 −4

)

−3 •
−5 •

1 0
0 1
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

}
.

Зададим X системой уравнений (первый способ ): пусть в
базисе B = {x3; x2y; xy2; y3} координаты кубических форм, порождающих X, удовлетворяют
уравнению pa+ qb+ rc+ td = 0: p− q − 2r + t = 0,

2p− q + r − 2t = 0,
5p− 3q − 3t = 0

 1 −1 −2 1
2 −1 1 −2
5 −3 0 −3

 ∼
 1 −1 −2 1

0 1 5 −4
0 2 10 −8

 ∼ ( 1 0 3 −3
0 1 5 −4

)

−3 3
−5 4

1 0
0 1
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

}
.

Зададим X системой уравнений (первый способ ): пусть в
базисе B = {x3; x2y; xy2; y3} координаты кубических форм, порождающих X, удовлетворяют
уравнению pa+ qb+ rc+ td = 0:

a
b
c
d

 =


−3 3
−5 4

1 0
0 1

( F
G

)
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

}
.

Зададим X системой уравнений (первый способ ): пусть в
базисе B = {x3; x2y; xy2; y3} координаты кубических форм, порождающих X, удовлетворяют
уравнению pa+ qb+ rc+ td = 0:

a
b
c
d

 =


−3 3
−5 4
1 0
0 1

( F
G

)
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
−3a+ (−5)b+ 1c = 0,

}
.

Зададим X системой уравнений (первый способ ): пусть в
базисе B = {x3; x2y; xy2; y3} координаты кубических форм, порождающих X, удовлетворяют
уравнению pa+ qb+ rc+ td = 0:

a
b
c
d

 =


−3 3
−5 4
1 0
0 1

( F
G

)

892



Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
−3a− 5b+ c = 0,

}
.

Зададим X системой уравнений (первый способ ): пусть в
базисе B = {x3; x2y; xy2; y3} координаты кубических форм, порождающих X, удовлетворяют
уравнению pa+ qb+ rc+ td = 0:

a
b
c
d

 =


−3 3
−5 4

1 0
0 1

( F
G

)
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
−3a− 5b+ c = 0,
3a+ 4b+ 1d = 0

}
.

Зададим X системой уравнений (первый способ ): пусть в
базисе B = {x3; x2y; xy2; y3} координаты кубических форм, порождающих X, удовлетворяют
уравнению pa+ qb+ rc+ td = 0:

a
b
c
d

 =


−3 3
−5 4

1 0
0 1

( F
G

)
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
−3a− 5b+ c = 0,
3a+ 4b+ d = 0

}
.

Зададим X системой уравнений (второй способ ):
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
−3a− 5b+ c = 0,
3a+ 4b+ d = 0

}
.

Зададим X системой уравнений (второй способ ): пусть ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 ∈ X.
По теореме о внутренней характеризации линейной оболочки
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
−3a− 5b+ c = 0,
3a+ 4b+ d = 0

}
.

Зададим X системой уравнений (второй способ ): пусть ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 ∈ X.
По теореме о внутренней характеризации линейной оболочки

α
(
x3 − x2y − 2xy2 + y3

)
+β
(
2x3 − x2y + xy2 − 2y3

)
+γ
(
5x3 − 3x2y − 3y3

)
= ax3+bx2y+cxy2+dy3 ⇒
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
−3a− 5b+ c = 0,
3a+ 4b+ d = 0

}
.

Зададим X системой уравнений (второй способ ): пусть ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 ∈ X.
По теореме о внутренней характеризации линейной оболочки

α
(
x3 − x2y − 2xy2 + y3

)
+β
(
2x3 − x2y + xy2 − 2y3

)
+γ
(
5x3 − 3x2y − 3y3

)
= ax3+bx2y+cxy2+dy3 ⇒

⇒ α


1
−1
−2

1

+ β


2
−1

1
−2

+ γ


5
−3

0
−3

 =


a
b
c
d

 ⇒
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
−3a− 5b+ c = 0,
3a+ 4b+ d = 0

}
.

Зададим X системой уравнений (второй способ ): пусть ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 ∈ X.
По теореме о внутренней характеризации линейной оболочки

α
(
x3 − x2y − 2xy2 + y3

)
+β
(
2x3 − x2y + xy2 − 2y3

)
+γ
(
5x3 − 3x2y − 3y3

)
= ax3+bx2y+cxy2+dy3 ⇒

⇒ α


1
−1
−2

1

+ β


2
−1

1
−2

+ γ


5
−3

0
−3

 =


a
b
c
d

 ⇒


1 2 5 a
−1 −1 −3 b
−2 1 0 c

1 −2 −3 d

 ∼
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
−3a− 5b+ c = 0,
3a+ 4b+ d = 0

}
.

Зададим X системой уравнений (второй способ ): пусть ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 ∈ X.
По теореме о внутренней характеризации линейной оболочки

α
(
x3 − x2y − 2xy2 + y3

)
+β
(
2x3 − x2y + xy2 − 2y3

)
+γ
(
5x3 − 3x2y − 3y3

)
= ax3+bx2y+cxy2+dy3 ⇒

⇒ α


1
−1
−2

1

+ β


2
−1

1
−2

+ γ


5
−3

0
−3

 =


a
b
c
d

 ⇒


1 2 5 a
−1 −1 −3 b
−2 1 0 c

1 −2 −3 d

 ∼


1 2 5 a
0 1 1 a+ b
0 5 10 2a+ c
0 −4 −8 −a+ d

 ∼
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
−3a− 5b+ c = 0,
3a+ 4b+ d = 0

}
.

Зададим X системой уравнений (второй способ ): пусть ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 ∈ X.
По теореме о внутренней характеризации линейной оболочки

α
(
x3 − x2y − 2xy2 + y3

)
+β
(
2x3 − x2y + xy2 − 2y3

)
+γ
(
5x3 − 3x2y − 3y3

)
= ax3+bx2y+cxy2+dy3 ⇒

⇒ α


1
−1
−2

1

+ β


2
−1

1
−2

+ γ


5
−3

0
−3

 =


a
b
c
d

 ⇒


1 2 5 a
−1 −1 −3 b
−2 1 0 c

1 −2 −3 d

 ∼


1 2 5 a
0 1 1 a+ b
0 5 10 2a+ c
0 −4 −8 −a+ d

 ∼


1 2 5 a
0 1 1 a+ b
0 0 0 −3a− 5b+ c
0 0 0 3a+ 4b+ d

 .
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
−3a− 5b+ c = 0,
3a+ 4b+ d = 0

}
.

Зададим X системой уравнений (второй способ ): пусть ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 ∈ X.
По теореме о внутренней характеризации линейной оболочки

α
(
x3 − x2y − 2xy2 + y3

)
+β
(
2x3 − x2y + xy2 − 2y3

)
+γ
(
5x3 − 3x2y − 3y3

)
= ax3+bx2y+cxy2+dy3 ⇒

⇒ α


1
−1
−2

1

+ β


2
−1

1
−2

+ γ


5
−3

0
−3

 =


a
b
c
d

 ⇒ {
−3a− 5b+ c = 0,

3a+ 4b+ d = 0.


1 2 5 a
−1 −1 −3 b
−2 1 0 c

1 −2 −3 d

 ∼


1 2 5 a
0 1 1 a+ b
0 5 10 2a+ c
0 −4 −8 −a+ d

 ∼


1 2 5 a
0 1 1 a+ b
0 0 0 −3a− 5b+ c
0 0 0 3a+ 4b+ d

 .
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Задача 16. Пусть X =
= 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 . Тогда X = {. . .} .

Ответ. X = 〈x3 − x2y − 2xy2 + y3; 2x3 − x2y + xy2 − 2y3; 5x3 − 3x2y − 3y3〉 =

=

{
α (x3 − x2y − 2xy2 + y3) + β (2x3 − x2y + xy2 − 2y3) + γ (5x3 − 3x2y − 3y3) {α, β, γ} ⊆ R

}
=

=

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
−3a− 5b + c = 0,
3a + 4b + d = 0

}
.

Зададим X системой уравнений (второй способ ): пусть ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 ∈ X.
По теореме о внутренней характеризации линейной оболочки

α
(
x3 − x2y − 2xy2 + y3

)
+β
(
2x3 − x2y + xy2 − 2y3

)
+γ
(
5x3 − 3x2y − 3y3

)
= ax3+bx2y+cxy2+dy3 ⇒

⇒ α


1
−1
−2

1

+ β


2
−1

1
−2

+ γ


5
−3

0
−3

 =


a
b
c
d

 ⇒ {
−3a− 5b + c = 0,
3a + 4b + d = 0.

В данном случае получили ту же систему уравнений, хотя могли получить и другую систему.
Другую, но равносильную!

903



Решение задачи 17.
Задача 17. Подпространство P =

〈(
2 −1 3
1 0 2

)
,

(
3 1 2
0 0 1

)〉
задайте системой линей-

ных уравнений.
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Задача 17. Подпространство P =

〈(
2 −1 3
1 0 2

)
,

(
3 1 2
0 0 1

)〉
задайте системой линей-

ных уравнений.

Ответ. P =

〈(
2 −1 3
1 0 2

)
,

(
3 1 2
0 0 1

)〉
=
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Задача 17. Подпространство P =

〈(
2 −1 3
1 0 2

)
,

(
3 1 2
0 0 1

)〉
задайте системой линей-

ных уравнений.

Ответ. P =

〈(
2 −1 3
1 0 2

)
,

(
3 1 2
0 0 1

)〉
=

=

λ
(

2 −1 3
1 0 2

)
+ µ

(
3 1 2
0 0 1

)
{λ;µ; } ⊆ R

 =
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Задача 17. Подпространство P =

〈(
2 −1 3
1 0 2

)
,

(
3 1 2
0 0 1

)〉
задайте системой линей-

ных уравнений.

Ответ. P =

〈(
2 −1 3
1 0 2

)
,

(
3 1 2
0 0 1

)〉
=

=

λ
(

2 −1 3
1 0 2

)
+ µ

(
3 1 2
0 0 1

)
{λ;µ; } ⊆ R

 =

=


(
a b c
d e f

) 
a+ 4d− 3f = 0,
b+ 3d− f = 0,
c+ d− 2f = 0,
e = 0


=


(
a b c
d e f

) 
a− b− c = 0,
a− 3b− 5d = 0,
e = 0,
3a− 4b− 5f = 0


.
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Решение задачи 18.
Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерно-

сти 2× 2 множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпро-
странством. Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его ба-
зиса.
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. По критерию подпространства надо проверить, что
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. По критерию подпространства надо проверить, что{
A ∈ V,
B ∈ V ⇒ λA + µB ∈ V.
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. По критерию подпространства надо проверить, что{
A ∈ V,
B ∈ V ⇒ λA + µB ∈ V.

По свойствам транспонирования матриц

{
A ∈ V,
B ∈ V ⇒
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. По критерию подпространства надо проверить, что{
A ∈ V,
B ∈ V ⇒ λA + µB ∈ V.

По свойствам транспонирования матриц

{
A ∈ V,
B ∈ V ⇒


At = A,
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. По критерию подпространства надо проверить, что{
A ∈ V,
B ∈ V ⇒ λA + µB ∈ V.

По свойствам транспонирования матриц

{
A ∈ V,
B ∈ V ⇒


At = A,
tr (A) = 0,
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. По критерию подпространства надо проверить, что{
A ∈ V,
B ∈ V ⇒ λA + µB ∈ V.

По свойствам транспонирования матриц

{
A ∈ V,
B ∈ V ⇒


At = A,
tr (A) = 0,
Bt = B,
tr (B) = 0

⇒
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. По критерию подпространства надо проверить, что{
A ∈ V,
B ∈ V ⇒ λA + µB ∈ V.

По свойствам транспонирования матриц

{
A ∈ V,
B ∈ V ⇒


At = A,
tr (A) = 0,
Bt = B,
tr (B) = 0

⇒
{

(λA + µB)t = λA + µB,
tr (λA + µB) = λ tr (A) + µ tr (B) = 0

⇒
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. По критерию подпространства надо проверить, что{
A ∈ V,
B ∈ V ⇒ λA + µB ∈ V.

По свойствам транспонирования матриц

{
A ∈ V,
B ∈ V ⇒


At = A,
tr (A) = 0,
Bt = B,
tr (B) = 0

⇒
{

(λA + µB)t = λA + µB,
tr (λA + µB) = λ tr (A) + µ tr (B) = 0

⇒ λA + µB ∈ V.
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. По критерию подпространства надо проверить, что{
A ∈ V,
B ∈ V ⇒ λA + µB ∈ V.

По свойствам транспонирования матриц

{
A ∈ V,
B ∈ V ⇒


At = A,
tr (A) = 0,
Bt = B,
tr (B) = 0

⇒
{

(λA + µB)t = λA + µB,
tr (λA + µB) = λ tr (A) + µ tr (B) = 0

⇒ λA + µB ∈ V.

Следовательно, V — это подпространство.
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Зададим подпространство с помощью системы уравнений. Возьмем естественный

базис пространства матриц размерности 2× 2:
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Зададим подпространство с помощью системы уравнений. Возьмем естественный

базис пространства матриц размерности 2× 2:
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

919



Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Зададим подпространство с помощью системы уравнений. Возьмем естественный

базис пространства матриц размерности 2× 2:
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Пусть A =

(
a b
c d

)
∈ V . Тогда
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Зададим подпространство с помощью системы уравнений. Возьмем естественный

базис пространства матриц размерности 2× 2:
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Пусть A =

(
a b
c d

)
∈ V . Тогда

A ∈ V ⇒
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Зададим подпространство с помощью системы уравнений. Возьмем естественный

базис пространства матриц размерности 2× 2:
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Пусть A =

(
a b
c d

)
∈ V . Тогда

A ∈ V ⇒
{

At = A,
tr (A) = 0

⇒
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Зададим подпространство с помощью системы уравнений. Возьмем естественный

базис пространства матриц размерности 2× 2:
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Пусть A =

(
a b
c d

)
∈ V . Тогда

A ∈ V ⇒
{

At = A,
tr (A) = 0

⇒
{
b = c,
a+ d = 0

⇒
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Зададим подпространство с помощью системы уравнений. Возьмем естественный

базис пространства матриц размерности 2× 2:
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Пусть A =

(
a b
c d

)
∈ V . Тогда

A ∈ V ⇒
{

At = A,
tr (A) = 0

⇒
{
b = c,
a+ d = 0

⇒
{
b− c = 0,
a+ d = 0.

924



Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Зададим подпространство с помощью системы уравнений. Возьмем естественный

базис пространства матриц размерности 2× 2:
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Пусть A =

(
a b
c d

)
∈ V . Тогда

A ∈ V ⇒
{

At = A,
tr (A) = 0

⇒
{
b = c,
a+ d = 0

⇒
{
b− c = 0,
a+ d = 0.

V =

{ }
.

925



Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Зададим подпространство с помощью системы уравнений. Возьмем естественный

базис пространства матриц размерности 2× 2:
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Пусть A =

(
a b
c d

)
∈ V . Тогда

A ∈ V ⇒
{

At = A,
tr (A) = 0

⇒
{
b = c,
a+ d = 0

⇒
{
b− c = 0,
a+ d = 0.

V =

{(
a b
c d

) }
.
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Зададим подпространство с помощью системы уравнений. Возьмем естественный

базис пространства матриц размерности 2× 2:
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Пусть A =

(
a b
c d

)
∈ V . Тогда

A ∈ V ⇒
{

At = A,
tr (A) = 0

⇒
{
b = c,
a+ d = 0

⇒
{
b− c = 0,
a+ d = 0.

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
.
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Итак, в базисе
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
подпространство V за-

дано с помощью системы уравнений:

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
.

Для того, чтобы задать V как линейную оболочку базиса,
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Итак, в базисе
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
подпространство V за-

дано с помощью системы уравнений:

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
.

Для того, чтобы задать V как линейную оболочку базиса, найдем фундаментальную си-
стему решений полученной системы линейных уравнений:
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Итак, в базисе
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
подпространство V за-

дано с помощью системы уравнений:

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
.

Для того, чтобы задать V как линейную оболочку базиса, найдем фундаментальную си-
стему решений полученной системы линейных уравнений:

{
b− c = 0,
a+ d = 0

930



Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Итак, в базисе
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
подпространство V за-

дано с помощью системы уравнений:

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
.

Для того, чтобы задать V как линейную оболочку базиса, найдем фундаментальную си-
стему решений полученной системы линейных уравнений:

{
b− c = 0,
a+ d = 0

(
0 1 −1 0
1 0 0 1

)
∼

931



Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Итак, в базисе
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
подпространство V за-

дано с помощью системы уравнений:

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
.

Для того, чтобы задать V как линейную оболочку базиса, найдем фундаментальную си-
стему решений полученной системы линейных уравнений:

{
b− c = 0,
a+ d = 0

(
0 1 −1 0
1 0 0 1

)
∼
(

1 0 0 1
0 1 −1 0

)
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Итак, в базисе
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
подпространство V за-

дано с помощью системы уравнений:

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
.

Для того, чтобы задать V как линейную оболочку базиса, найдем фундаментальную си-
стему решений полученной системы линейных уравнений:

{
b− c = 0,
a+ d = 0

(
0 1 −1 0
1 0 0 1

)
∼
(

1 0 0 1
0 1 −1 0

)
Φ =
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Итак, в базисе
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
подпространство V за-

дано с помощью системы уравнений:

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
.

Для того, чтобы задать V как линейную оболочку базиса, найдем фундаментальную си-
стему решений полученной системы линейных уравнений:

{
b− c = 0,
a+ d = 0

(
0 1 −1 0
1 0 0 1

)
∼
(

1 0 0 1
0 1 −1 0

)
Φ =

 1
0
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Итак, в базисе
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
подпространство V за-

дано с помощью системы уравнений:

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
.

Для того, чтобы задать V как линейную оболочку базиса, найдем фундаментальную си-
стему решений полученной системы линейных уравнений:

{
b− c = 0,
a+ d = 0

(
0 1 −1 0
1 0 0 1

)
∼
(

1 0 0 1
0 1 −1 0

)
Φ =


0
1
1
0
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Итак, в базисе
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
подпространство V за-

дано с помощью системы уравнений:

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
.

Для того, чтобы задать V как линейную оболочку базиса, найдем фундаментальную систе-
му решений полученной системы линейных уравнений:

{
b− c = 0,
a+ d = 0

(
0 1 −1 0
1 0 0 1

)
∼
(

1 0 0 1
0 1 −1 0

)
Φ =


0
0
1 0
0 1
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Итак, в базисе
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
подпространство V за-

дано с помощью системы уравнений:

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
.

Для того, чтобы задать V как линейную оболочку базиса, найдем фундаментальную си-
стему решений полученной системы линейных уравнений:

{
b− c = 0,
a+ d = 0

(
0 1 −1 0
1 0 0 1

)
∼
(

1 0 0 1
0 1 −1 0

)
Φ =


0 −1
0 0
1 0
0 1



937



Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Итак, в базисе
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
подпространство V за-

дано с помощью системы уравнений:

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
.

Для того, чтобы задать V как линейную оболочку базиса, найдем фундаментальную си-
стему решений полученной системы линейных уравнений:

{
b− c = 0,
a+ d = 0

(
0 1 −1 0
1 0 0 1

)
∼
(

1 0 0 1
0 1 −1 0

)
Φ =


0 −1
1 0
1 0
0 1



938



Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Итак, в базисе
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
подпространство V за-

дано с помощью системы уравнений:

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
.

Для того, чтобы задать V как линейную оболочку базиса, найдем фундаментальную си-
стему решений полученной системы линейных уравнений:

{
b− c = 0,
a+ d = 0

(
0 1 −1 0
1 0 0 1

)
∼
(

1 0 0 1
0 1 −1 0

)
Φ =


0 −1
1 0
1 0
0 1


Значит,

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
=

〈(
0

)
,

〉
.
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Итак, в базисе
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
подпространство V за-

дано с помощью системы уравнений:

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
.

Для того, чтобы задать V как линейную оболочку базиса, найдем фундаментальную си-
стему решений полученной системы линейных уравнений:

{
b− c = 0,
a+ d = 0

(
0 1 −1 0
1 0 0 1

)
∼
(

1 0 0 1
0 1 −1 0

)
Φ =


0 −1
1 0
1 0
0 1


Значит,

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
=

〈(
0 1

)
,

〉
.
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Итак, в базисе
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
подпространство V за-

дано с помощью системы уравнений:

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
.

Для того, чтобы задать V как линейную оболочку базиса, найдем фундаментальную си-
стему решений полученной системы линейных уравнений:

{
b− c = 0,
a+ d = 0

(
0 1 −1 0
1 0 0 1

)
∼
(

1 0 0 1
0 1 −1 0

)
Φ =


0 −1
1 0
1 0
0 1


Значит,

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
=

〈(
0 1
1

)
,

〉
.
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Итак, в базисе
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
подпространство V за-

дано с помощью системы уравнений:

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
.

Для того, чтобы задать V как линейную оболочку базиса, найдем фундаментальную си-
стему решений полученной системы линейных уравнений:

{
b− c = 0,
a+ d = 0

(
0 1 −1 0
1 0 0 1

)
∼
(

1 0 0 1
0 1 −1 0

)
Φ =


0 −1
1 0
1 0
0 1


Значит,

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
=

〈(
0 1
1 0

)
,

〉
.
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Задача 18. Докажите, что в линейном пространстве M2×2(R) матриц размерности 2× 2
множество V всех симметричных матриц с нулевым следом является подпространством.
Задайте его системой линейных уравнений и как линейную оболочку его базиса.

Ответ. Итак, в базисе
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
подпространство V за-

дано с помощью системы уравнений:

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
.

Для того, чтобы задать V как линейную оболочку базиса, найдем фундаментальную си-
стему решений полученной системы линейных уравнений:

{
b− c = 0,
a+ d = 0

(
0 1 −1 0
1 0 0 1

)
∼
(

1 0 0 1
0 1 −1 0

)
Φ =


0 −1
1 0
1 0
0 1


Значит,

V =

{(
a b
c d

) {
b− c = 0,
a+ d = 0

}
=

〈(
0 1
1 0

)
,

(
−1 0

0 1

)〉
.
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Решение задачи 19.
Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-

пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти?
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Уравнения для координат квадратичной формы из V в базисе Б.
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Уравнения для координат квадратичной формы из V в базисе Б.
В каком виде представим ответ?
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Уравнения для координат квадратичной формы из V в базисе Б.
В каком виде представим ответ? Равенством.
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Уравнения для координат квадратичной формы из V в базисе Б.
В каком виде представим ответ? Равенством.
Введем переменные.
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Уравнения для координат квадратичной формы из V в базисе Б.
В каком виде представим ответ? Равенством.
Введем переменные. Обозначим коэффициенты уравнения через α, β, γ, и координаты вектора
из V через a, b, c.
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Уравнения для координат квадратичной формы из V в базисе Б.
В каком виде представим ответ? Равенством.
Введем переменные. Обозначим коэффициенты уравнения через α, β, γ, и координаты векто-
ра из V через a, b, c.
Составим уравнение. Значение какой величины вычислим двумя способами?
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Уравнения для координат квадратичной формы из V в базисе Б.
В каком виде представим ответ? Равенством.
Введем переменные. Обозначим коэффициенты уравнения через α, β, γ, и координаты векто-
ра из V через a, b, c.
Составим уравнение. Значение какой величины вычислим двумя способами? координаты
многочлена (x+ y)2 =
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Уравнения для координат квадратичной формы из V в базисе Б.
В каком виде представим ответ? Равенством.
Введем переменные. Обозначим коэффициенты уравнения через α, β, γ, и координаты векто-
ра из V через a, b, c.
Составим уравнение. Значение какой величины вычислим двумя способами? координаты
многочлена (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2 должны удовлетворять уравнению αa+ βb+ γc = 0:
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Уравнения для координат квадратичной формы из V в базисе Б.
В каком виде представим ответ? Равенством.
Введем переменные. Обозначим коэффициенты уравнения через α, β, γ, и координаты векто-
ра из V через a, b, c.
Составим уравнение. Значение какой величины вычислим двумя способами? координаты
многочлена (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2 должны удовлетворять уравнению αa+ βb+ γc = 0:

α · 1 + β · 2 + γ · 1 = 0.

955



Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Уравнения для координат квадратичной формы из V в базисе Б.
В каком виде представим ответ? Равенством.
Введем переменные. Обозначим коэффициенты уравнения через α, β, γ, и координаты векто-
ра из V через a, b, c.
Составим уравнение. Значение какой величины вычислим двумя способами? координаты
многочлена (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2 должны удовлетворять уравнению αa+ βb+ γc = 0:

α · 1 + β · 2 + γ · 1 = 0.

Следовательно для искомых коэффициентов получили уравнение α + 2β + γ = 0.
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Уравнения для координат квадратичной формы из V в базисе Б.
В каком виде представим ответ? Равенством.
Введем переменные. Обозначим коэффициенты уравнения через α, β, γ, и координаты векто-
ра из V через a, b, c.
Составим уравнение. Значение какой величины вычислим двумя способами? координаты
многочлена (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2 должны удовлетворять уравнению αa+ βb+ γc = 0:

α · 1 + β · 2 + γ · 1 = 0.

Следовательно для искомых коэффициентов получили уравнение α + 2β + γ = 0.
Найдем фундаментальную систему решений:
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Уравнения для координат квадратичной формы из V в базисе Б.
В каком виде представим ответ? Равенством.
Введем переменные. Обозначим коэффициенты уравнения через α, β, γ, и координаты векто-
ра из V через a, b, c.
Составим уравнение. Значение какой величины вычислим двумя способами? координаты
многочлена (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2 должны удовлетворять уравнению αa+ βb+ γc = 0:

α · 1 + β · 2 + γ · 1 = 0.

Следовательно для искомых коэффициентов получили уравнение α + 2β + γ = 0.
Найдем фундаментальную систему решений:

(
1 2 1

)  1
0

 ,

 0
1
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Уравнения для координат квадратичной формы из V в базисе Б.
В каком виде представим ответ? Равенством.
Введем переменные. Обозначим коэффициенты уравнения через α, β, γ, и координаты векто-
ра из V через a, b, c.
Составим уравнение. Значение какой величины вычислим двумя способами? координаты
многочлена (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2 должны удовлетворять уравнению αa+ βb+ γc = 0:

α · 1 + β · 2 + γ · 1 = 0.

Следовательно для искомых коэффициентов получили уравнение α + 2β + γ = 0.
Найдем фундаментальную систему решений:

(
1 2 1

)  −21
0

 ,

 0
1
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Уравнения для координат квадратичной формы из V в базисе Б.
В каком виде представим ответ? Равенством.
Введем переменные. Обозначим коэффициенты уравнения через α, β, γ, и координаты векто-
ра из V через a, b, c.
Составим уравнение. Значение какой величины вычислим двумя способами? координаты
многочлена (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2 должны удовлетворять уравнению αa+ βb+ γc = 0:

α · 1 + β · 2 + γ · 1 = 0.

Следовательно для искомых коэффициентов получили уравнение α + 2β + γ = 0.
Найдем фундаментальную систему решений:

(
1 2 1

)  −2
1
0

 ,

 0
1
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Уравнения для координат квадратичной формы из V в базисе Б.
В каком виде представим ответ? Равенством.
Введем переменные. Обозначим коэффициенты уравнения через α, β, γ, и координаты векто-
ра из V через a, b, c.
Составим уравнение. Значение какой величины вычислим двумя способами? координаты
многочлена (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2 должны удовлетворять уравнению αa+ βb+ γc = 0:

α · 1 + β · 2 + γ · 1 = 0.

Следовательно для искомых коэффициентов получили уравнение α + 2β + γ = 0.
Найдем фундаментальную систему решений:

(
1 2 1

)  −2
1
0

 ,

 −10
1
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Уравнения для координат квадратичной формы из V в базисе Б.
В каком виде представим ответ? Равенством.
Введем переменные. Обозначим коэффициенты уравнения через α, β, γ, и координаты векто-
ра из V через a, b, c.
Составим уравнение. Значение какой величины вычислим двумя способами? координаты
многочлена (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2 должны удовлетворять уравнению αa+ βb+ γc = 0:

α · 1 + β · 2 + γ · 1 = 0.

Следовательно для искомых коэффициентов получили уравнение α + 2β + γ = 0.
Найдем фундаментальную систему решений:

(1 2 1)

 −2
1
0

 ,

 −1
0
1


Значит,

V =
〈
(x+ y)2

〉
=

{ }
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Уравнения для координат квадратичной формы из V в базисе Б.
В каком виде представим ответ? Равенством.
Введем переменные. Обозначим коэффициенты уравнения через α, β, γ, и координаты векто-
ра из V через a, b, c.
Составим уравнение. Значение какой величины вычислим двумя способами? координаты
многочлена (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2 должны удовлетворять уравнению αa+ βb+ γc = 0:

α · 1 + β · 2 + γ · 1 = 0.

Следовательно для искомых коэффициентов получили уравнение α + 2β + γ = 0.
Найдем фундаментальную систему решений:

(1 2 1)

 −2
1
0

 ,

 −1
0
1


Значит,

V =
〈
(x+ y)2

〉
=

{
ax2 + bxy + cy2

}
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Задача 19. В линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y задайте под-
пространство V = 〈(x+ y)2〉 системой уравнений в базисе Б = {x2, xy, y2}.

Ответ. Воспользуемся стратегией составления уравнений.
Что надо найти? Уравнения для координат квадратичной формы из V в базисе Б.
В каком виде представим ответ? Равенством.
Введем переменные. Обозначим коэффициенты уравнения через α, β, γ, и координаты векто-
ра из V через a, b, c.
Составим уравнение. Значение какой величины вычислим двумя способами? координаты
многочлена (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2 должны удовлетворять уравнению αa+ βb+ γc = 0:

α · 1 + β · 2 + γ · 1 = 0.

Следовательно для искомых коэффициентов получили уравнение α + 2β + γ = 0.
Найдем фундаментальную систему решений:

(1 2 1)

 −2
1
0

 ,

 −1
0
1


Значит,

V =
〈
(x+ y)2

〉
=

{
ax2 + bxy + cy2

{
−2a+ b = 0,
−a+ c = 0

}
.
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Решение задачи 20.
Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпростран-

ство W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ.
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Запишем координаты векторов, порождающих подпространство W :
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Запишем координаты векторов, порождающих подпространство W :

x2 − y2 → (x− y)2 →
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Запишем координаты векторов, порождающих подпространство W :

x2 − y2 →

 1
0
−1

 ; (x− y)2 →

 1
−2

1
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Запишем координаты векторов, порождающих подпространство W :

x2 − y2 →

 1
0
−1

 ; (x− y)2 →

 1
−2

1


Уравнение, задающее подпространство, это утверждение о координатах вектора из этого под-
пространства, поэтому выберем произвольный вектор из подпространства W с координатами a

b
c



972



Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Запишем координаты векторов, порождающих подпространство W :

x2 − y2 →

 1
0
−1

 ; (x− y)2 →

 1
−2

1


Уравнение, задающее подпространство, это утверждение о координатах вектора из этого под-
пространства, поэтому выберем произвольный вектор из подпространства W с координатами a

b
c

 Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc = 0
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Запишем координаты векторов, порождающих подпространство W :

x2 − y2 →

 1
0
−1

 ; (x− y)2 →

 1
−2

1


Уравнение, задающее подпространство, это утверждение о координатах вектора из этого под-
пространства, поэтому выберем произвольный вектор из подпространства W с координатами a

b
c

 Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc = 0

Подставим в это уравнение координаты данных векторов:
{
α− γ = 0,
α− 2β + γ = 0
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc = 0{
α− γ = 0,
α− 2β + γ = 0

Решим методом Гаусса:
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc = 0{
α− γ = 0,
α− 2β + γ = 0

Решим методом Гаусса:(
1 0 −1
1 −2 1

)
∼
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc = 0{
α− γ = 0,
α− 2β + γ = 0

Решим методом Гаусса:(
1 0 −1
1 −2 1

)
∼
(

1 0 −1
0 −2 2

)
∼
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc = 0{
α− γ = 0,
α− 2β + γ = 0

Решим методом Гаусса:(
1 0 −1
1 −2 1

)
∼
(

1 0 −1
0 −2 2

)
∼
(

1 0 −1
0 −1 1

)
∼

978



Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc = 0{
α− γ = 0,
α− 2β + γ = 0

Решим методом Гаусса:(
1 0 −1
1 −2 1

)
∼
(

1 0 −1
0 −2 2

)
∼
(

1 0 −1
0 −1 1

)
∼
(

1 0 −1
0 1 −1

)
∼
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc = 0{
α− γ = 0,
α− 2β + γ = 0

Решим методом Гаусса:(
1 0 −1
1 −2 1

)
∼
(

1 0 −1
0 −2 2

)
∼
(

1 0 −1
0 −1 1

)
∼
(

1 0 −1
0 1 −1

)
∼
(

1 0 −1
0 1 −1

)
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc = 0{
α− γ = 0,
α− 2β + γ = 0 (

1 0 −1
0 1 −1

)
∼
(

1 0 −1
0 1 −1

)
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc = 0{
α− γ = 0,
α− 2β + γ = 0

(
1 0 −1
0 1 −1

)
Φ =

 ••
1
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc = 0{
α− γ = 0,
α− 2β + γ = 0

(
1 0 −1
0 1 −1

)
Φ =

 ••
1


(

1 0 −1
0 1 −1

)
·

 α
β
1

 =

(
0
0

)
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc = 0{
α− γ = 0,
α− 2β + γ = 0

(
1 0 −1
0 1 −1

)
Φ =

 ••
1


(

1 0 −1
0 1 −1

)
·

 α
β
1

 =

(
0
0

)
(
α
β

)
+

(
−1
−1

)
=

(
0
0

)
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc = 0{
α− γ = 0,
α− 2β + γ = 0

(
1 0 −1
0 1 −1

)
Φ =

 ••
1


(

1 0 −1
0 1 −1

)
·

 α
β
1

 =

(
0
0

)
(
α
β

)
+

(
−1
−1

)
=

(
0
0

)
(
α
β

)
=

(
1
1

)
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc = 0{
α− γ = 0,
α− 2β + γ = 0

(
1 0 −1
0 1 −1

)
Φ =

 1
1
1


(

1 0 −1
0 1 −1

)
·

 α
β
1

 =

(
0
0

)
(
α
β

)
+

(
−1
−1

)
=

(
0
0

)
(
α
β

)
=

(
1
1

)
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Задача 20. В пространстве U квадратичных форм (ax2 + bxy + cy2) задано подпространство
W = 〈x2 − y2, (x− y)2〉. Задайте подпространство системой линейных уравнений

Ответ. Выделим естественный базис пространства U :

Б =
{
x2, xy, y2

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc = 0{
α− γ = 0,
α− 2β + γ = 0

Φ =

 1
1
1


Ответ: W =

{
ax2 + bxy + cy2 α + β + γ = 0

}
.
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Решение задачи 21.
Задача 21. В пространстве P4(x) задано подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задай-

те подпространство A системой линейных уравнений.
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Задача 21. В пространстве P4(x) задано подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задайте
подпространство A системой линейных уравнений.

Ответ.
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Задача 21. В пространстве P4(x) задано подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задайте
подпространство A системой линейных уравнений.

Ответ. Выделим базис пространства P4(x):
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Задача 21. В пространстве P4(x) задано подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задайте
подпространство A системой линейных уравнений.

Ответ. Выделим базис пространства P4(x):

Б =
{
x0, x, x2, x3, x4

}
.
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Задача 21. В пространстве P4(x) задано подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задайте
подпространство A системой линейных уравнений.

Ответ. Выделим базис пространства P4(x):

Б =
{
x0, x, x2, x3, x4

}
.

Запишем координаты векторов, порождающих подпространство A:
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Задача 21. В пространстве P4(x) задано подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задайте
подпространство A системой линейных уравнений.

Ответ. Выделим базис пространства P4(x):

Б =
{
x0, x, x2, x3, x4

}
.

Запишем координаты векторов, порождающих подпространство A:

x− 1→ x2 − 1→ x4 − 1→
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Задача 21. В пространстве P4(x) задано подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задайте
подпространство A системой линейных уравнений.

Ответ. Выделим базис пространства P4(x):

Б =
{
x0, x, x2, x3, x4

}
.

Запишем координаты векторов, порождающих подпространство A:

x− 1→


−1

1
0
0
0

 ; x2 − 1→


−1

0
1
0
0

 ; x4 − 1→


−1

0
0
0
1
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Задача 21. В пространстве P4(x) задано подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задайте
подпространство A системой линейных уравнений.

Ответ. Выделим базис пространства P4(x):

Б =
{
x0, x, x2, x3, x4

}
.

Запишем координаты векторов, порождающих подпространство A:

x− 1→


−1

1
0
0
0

 ; x2 − 1→


−1

0
1
0
0

 ; x4 − 1→


−1

0
0
0
1


Уравнение, задающее подпространство, это утверждение о координатах вектора из этого под-

пространства. Поэтому возьмем произвольный вектор с координатами

 a
b
c

 из подпростран-

ства A. Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:
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Задача 21. В пространстве P4(x) задано подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задайте
подпространство A системой линейных уравнений.

Ответ. Выделим базис пространства P4(x):

Б =
{
x0, x, x2, x3, x4

}
.

Запишем координаты векторов, порождающих подпространство A:

x− 1→


−1

1
0
0
0

 ; x2 − 1→


−1

0
1
0
0

 ; x4 − 1→


−1

0
0
0
1


Уравнение, задающее подпространство, это утверждение о координатах вектора из этого под-

пространства. Поэтому возьмем произвольный вектор с координатами

 a
b
c

 из подпростран-

ства A. Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc+ δd+ εe = 0
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Задача 21. В пространстве P4(x) задано подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задайте
подпространство A системой линейных уравнений.

Ответ. Выделим базис пространства P4(x):

Б =
{
x0, x, x2, x3, x4

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc+ δd+ εe = 0

Подставим в это уравнение координаты данных векторов: −α + β = 0,
−α + γ = 0,
−α + ε = 0.

997



Задача 21. В пространстве P4(x) задано подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задайте
подпространство A системой линейных уравнений.

Ответ. Выделим базис пространства P4(x):

Б =
{
x0, x, x2, x3, x4

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc+ δd+ εe = 0

Подставим в это уравнение координаты данных векторов: −α + β = 0,
−α + γ = 0,
−α + ε = 0.

 −1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1

 ∼
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Задача 21. В пространстве P4(x) задано подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задайте
подпространство A системой линейных уравнений.

Ответ. Выделим базис пространства P4(x):

Б =
{
x0, x, x2, x3, x4

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc+ δd+ εe = 0

Подставим в это уравнение координаты данных векторов: −α + β = 0,
−α + γ = 0,
−α + ε = 0.

 −1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1

 ∼
 −1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1
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Задача 21. В пространстве P4(x) задано подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задайте
подпространство A системой линейных уравнений.

Ответ. Выделим базис пространства P4(x):

Б =
{
x0, x, x2, x3, x4

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc+ δd+ εe = 0

Подставим в это уравнение координаты данных векторов: −α + β = 0,
−α + γ = 0,
−α + ε = 0.

 −1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1

 ∼
 −1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1



Φ =


1 0
• •
• •
0 1
• •
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Задача 21. В пространстве P4(x) задано подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задайте
подпространство A системой линейных уравнений.

Ответ. Выделим базис пространства P4(x):

Б =
{
x0, x, x2, x3, x4

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc+ δd+ εe = 0

Подставим в это уравнение координаты данных векторов: −α + β = 0,
−α + γ = 0,
−α + ε = 0.

 −1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1

 ∼
 −1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1



Φ =


1 0
• •
• •
0 1
• •


 −1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1

 ·


1
β
γ
0
ε

 =

 0
0
0
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Задача 21. В пространстве P4(x) задано подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задайте
подпространство A системой линейных уравнений.

Ответ. Выделим базис пространства P4(x):

Б =
{
x0, x, x2, x3, x4

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc+ δd+ εe = 0

Подставим в это уравнение координаты данных векторов: −α + β = 0,
−α + γ = 0,
−α + ε = 0.

 −1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1

 ∼
 −1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1



Φ =


1 0
• •
• •
0 1
• •


 −1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1

 ·


1
β
γ
0
ε

 =

 0
0
0

⇔ 1 ·

 −1
−1
−1

+

 β
γ
ε

 =

 0
0
0
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Задача 21. В пространстве P4(x) задано подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задайте
подпространство A системой линейных уравнений.

Ответ. Выделим базис пространства P4(x):

Б =
{
x0, x, x2, x3, x4

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc+ δd+ εe = 0

Подставим в это уравнение координаты данных векторов: −α + β = 0,
−α + γ = 0,
−α + ε = 0.

 −1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1

 ∼
 −1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1



Φ =


1 0
1 •
1 •
0 1
1 •


 −1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1

 ·


1
β
γ
0
ε

 =

 0
0
0

⇔ 1 ·

 −1
−1
−1

+

 β
γ
ε

 =

 0
0
0
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Задача 21. В пространстве P4(x) задано подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задайте
подпространство A системой линейных уравнений.

Ответ. Выделим базис пространства P4(x):

Б =
{
x0, x, x2, x3, x4

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc+ δd+ εe = 0

Подставим в это уравнение координаты данных векторов: −α + β = 0,
−α + γ = 0,
−α + ε = 0.

 −1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1

 ∼
 −1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1



Φ =


1 0
1 0
1 0
0 1
1 0
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Задача 21. В пространстве P4(x) задано подпространство A = 〈x− 1, x2, x4 − 1 〉. Задайте
подпространство A системой линейных уравнений.

Ответ. Выделим базис пространства P4(x):

Б =
{
x0, x, x2, x3, x4

}
.

Искомое утверждение о координатах вектора представим в виде уравнения:

αa+ βb+ γc+ δd+ εe = 0

Подставим в это уравнение координаты данных векторов: −α + β = 0,
−α + γ = 0,
−α + ε = 0.

 −1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1

 ∼
 −1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1



Φ =


1 0
1 0
1 0
0 1
1 0


Ответ.

A =

{
ax0 + bx+ cx2 + dx3 + ex4

{
a+ b+ c+ e = 0,
d = 0.

}
.
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Решение задачи 22.
Задача 22. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-

гда x ∈ P ∩Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P ∩Q =

{
. . . . . .

}
.
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Задача 22. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-
гда x ∈ P ∩Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P ∩Q =

{
. . . . . .

}
.

Ответ. x ∈ P ∩Q ⇔
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Задача 22. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-
гда x ∈ P ∩Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P ∩Q =

{
. . . . . .

}
.

Ответ. x ∈ P ∩Q ⇔
{
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Задача 22. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-
гда x ∈ P ∩Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P ∩Q =

{
. . . . . .

}
.

Ответ. x ∈ P ∩Q ⇔
{
x ∈ P,
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Задача 22. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-
гда x ∈ P ∩Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P ∩Q =

{
. . . . . .

}
.

Ответ. x ∈ P ∩Q ⇔
{
x ∈ P,
x ∈ Q.
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Задача 22. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-
гда x ∈ P ∩Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P ∩Q =

{
. . . . . .

}
.

Ответ. x ∈ P ∩Q ⇔
{
x ∈ P,
x ∈ Q.

P ∩Q =

x
 .
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Задача 22. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-
гда x ∈ P ∩Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P ∩Q =

{
. . . . . .

}
.

Ответ. x ∈ P ∩Q ⇔
{
x ∈ P,
x ∈ Q.

P ∩Q =

x
{  .
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Задача 22. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-
гда x ∈ P ∩Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P ∩Q =

{
. . . . . .

}
.

Ответ. x ∈ P ∩Q ⇔
{
x ∈ P,
x ∈ Q.

P ∩Q =

x
{
x ∈ P,

 .
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Задача 22. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-
гда x ∈ P ∩Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P ∩Q =

{
. . . . . .

}
.

Ответ. x ∈ P ∩Q ⇔
{
x ∈ P,
x ∈ Q.

P ∩Q =

x
{
x ∈ P,
x ∈ Q

 .
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Решение задачи 23.
Задача 23. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-

гда x ∈ P +Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P +Q =

{
. . . . . .

}
.
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Задача 23. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-
гда x ∈ P +Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P +Q =

{
. . . . . .

}
.

Ответ. x ∈ P +Q ⇔
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Задача 23. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-
гда x ∈ P +Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P +Q =

{
. . . . . .

}
.

Ответ. x ∈ P +Q ⇔ ∃p ∃q
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Задача 23. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-
гда x ∈ P +Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P +Q =

{
. . . . . .

}
.

Ответ. x ∈ P +Q ⇔ ∃p ∃q

 p ∈ P,
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Задача 23. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-
гда x ∈ P +Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P +Q =

{
. . . . . .

}
.

Ответ. x ∈ P +Q ⇔ ∃p ∃q

 p ∈ P,
q ∈ Q,
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Задача 23. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-
гда x ∈ P +Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P +Q =

{
. . . . . .

}
.

Ответ. x ∈ P +Q ⇔ ∃p ∃q

 p ∈ P,
q ∈ Q,
x = p+ q.
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Задача 23. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-
гда x ∈ P +Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P +Q =

{
. . . . . .

}
.

Ответ. x ∈ P +Q ⇔ ∃p ∃q

 p ∈ P,
q ∈ Q,
x = p+ q.

P +Q =

x
 .
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Задача 23. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-
гда x ∈ P +Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P +Q =

{
. . . . . .

}
.

Ответ. x ∈ P +Q ⇔ ∃p ∃q

 p ∈ P,
q ∈ Q,
x = p+ q.

P +Q =

x ∃p ∃q


 .

1022



Задача 23. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-
гда x ∈ P +Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P +Q =

{
. . . . . .

}
.

Ответ. x ∈ P +Q ⇔ ∃p ∃q

 p ∈ P,
q ∈ Q,
x = p+ q.

P +Q =

x ∃p ∃q

 p ∈ P,
 .
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Задача 23. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-
гда x ∈ P +Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P +Q =

{
. . . . . .

}
.

Ответ. x ∈ P +Q ⇔ ∃p ∃q

 p ∈ P,
q ∈ Q,
x = p+ q.

P +Q =

x ∃p ∃q

 p ∈ P,
q ∈ Q,

 .
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Задача 23. Пусть P и Q — подпространства линейного пространства S над полем R. То-
гда x ∈ P +Q ⇔ . . . Задайте с помощью характеристического свойства подпространство
P +Q =

{
. . . . . .

}
.

Ответ. x ∈ P +Q ⇔ ∃p ∃q

 p ∈ P,
q ∈ Q,
x = p+ q.

P +Q =

x ∃p ∃q

 p ∈ P,
q ∈ Q,
x = p+ q.

 .
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Решение задачи 24.
Задача 24. Докажите, что в линейном пространстве U многочленов степени не выше 4

подпространствами являются подмножества

V =

{
f(x)

{
f(x) ∈ U,
f(−1) = f ′(−1) = 0

}
,

W =
〈
7 + 9x+ 2x2 − x3 + 2x4, 6 + 7x− 6x2 − 3x3 + x4

〉
.

Найдите сумму и пересечение этих подпространств.
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Задача 24. Докажите, что в линейном пространстве U многочленов степени не выше 4
подпространствами являются подмножества

V =

{
f(x)

{
f(x) ∈ U,
f(−1) = f ′(−1) = 0

}
,

W =
〈
7 + 9x+ 2x2 − x3 + 2x4, 6 + 7x− 6x2 − 3x3 + x4

〉
.

Найдите сумму и пересечение этих подпространств.
Ответ.

V =
〈
1 + 2x+ x2, −2− 3x+ x2, 3 + 4x+ x4

〉
.
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Задача 24. Докажите, что в линейном пространстве U многочленов степени не выше 4
подпространствами являются подмножества

V =

{
f(x)

{
f(x) ∈ U,
f(−1) = f ′(−1) = 0

}
,

W =
〈
7 + 9x+ 2x2 − x3 + 2x4, 6 + 7x− 6x2 − 3x3 + x4

〉
.

Найдите сумму и пересечение этих подпространств.
Ответ.

V =
〈
1 + 2x+ x2, −2− 3x+ x2, 3 + 4x+ x4

〉
.

V +W =
〈
1 + 2x+ x2, −2− 3x+ x2, 3 + 4x+ x4,

= 7 + 9x+ 2x2 − x3 + 2x4
〉
.
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Задача 24. Докажите, что в линейном пространстве U многочленов степени не выше 4
подпространствами являются подмножества

V =

{
f(x)

{
f(x) ∈ U,
f(−1) = f ′(−1) = 0

}
,

W =
〈
7 + 9x+ 2x2 − x3 + 2x4, 6 + 7x− 6x2 − 3x3 + x4

〉
.

Найдите сумму и пересечение этих подпространств.
Ответ.

V =
〈
1 + 2x+ x2, −2− 3x+ x2, 3 + 4x+ x4

〉
.

V +W =
〈
1 + 2x+ x2, −2− 3x+ x2, 3 + 4x+ x4,

= 7 + 9x+ 2x2 − x3 + 2x4
〉
.

V ∩W =
〈
13 + 16x− 4x2 − 4x3 + 3x4

〉
.
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Решение задачи 25.
Задача 25. Постройте «стандартный» изоморфизм линейного пространства M2×2 мат-

риц размерности 2× 2 на линейное пространство R4 матриц-столбцов.
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Задача 25. Постройте «стандартный» изоморфизм линейного пространства M2×2 мат-
риц размерности 2× 2 на линейное пространство R4 матриц-столбцов.

Ответ. Воспользуемся теоремой о стандартном изомофизме в Rn.
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Задача 25. Постройте «стандартный» изоморфизм линейного пространства M2×2 мат-
риц размерности 2× 2 на линейное пространство R4 матриц-столбцов.

Ответ.
БM2×2 =

{(
1 0
0 0

)
,

}
,
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Задача 25. Постройте «стандартный» изоморфизм линейного пространства M2×2 мат-
риц размерности 2× 2 на линейное пространство R4 матриц-столбцов.

Ответ.
БM2×2 =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

}
,
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Задача 25. Постройте «стандартный» изоморфизм линейного пространства M2×2 мат-
риц размерности 2× 2 на линейное пространство R4 матриц-столбцов.

Ответ.
БM2×2 =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

}
,
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Задача 25. Постройте «стандартный» изоморфизм линейного пространства M2×2 мат-
риц размерности 2× 2 на линейное пространство R4 матриц-столбцов.

Ответ.
БM2×2 =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
,
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Задача 25. Постройте «стандартный» изоморфизм линейного пространства M2×2 мат-
риц размерности 2× 2 на линейное пространство R4 матриц-столбцов.

Ответ.
БM2×2 =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
,

БR4 =


 ,
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Задача 25. Постройте «стандартный» изоморфизм линейного пространства M2×2 мат-
риц размерности 2× 2 на линейное пространство R4 матриц-столбцов.

Ответ.
БM2×2 =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
,

БR4 =




1
0
0
0

 ,

 ,
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Задача 25. Постройте «стандартный» изоморфизм линейного пространства M2×2 мат-
риц размерности 2× 2 на линейное пространство R4 матриц-столбцов.

Ответ.
БM2×2 =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
,

БR4 =




1
0
0
0

 ,


0
1
0
0

 ,

 ,

1038



Задача 25. Постройте «стандартный» изоморфизм линейного пространства M2×2 мат-
риц размерности 2× 2 на линейное пространство R4 матриц-столбцов.

Ответ.
БM2×2 =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
,

БR4 =




1
0
0
0

 ,


0
1
0
0

 ,


0
0
1
0

 ,

 ,
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Задача 25. Постройте «стандартный» изоморфизм линейного пространства M2×2 мат-
риц размерности 2× 2 на линейное пространство R4 матриц-столбцов.

Ответ.
БM2×2 =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
,

БR4 =




1
0
0
0

 ,


0
1
0
0

 ,


0
0
1
0

 ,


0
0
0
1


 ,
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Задача 25. Постройте «стандартный» изоморфизм линейного пространства M2×2 мат-
риц размерности 2× 2 на линейное пространство R4 матриц-столбцов.

Ответ.
БM2×2 =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
,

БR4 =




1
0
0
0

 ,


0
1
0
0

 ,


0
0
1
0

 ,


0
0
0
1


 ,

f

(
x y
z t

)
=


x
y
z
t

 .
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Решение задачи 26.
Задача 26. Постройте изоморфизм линейного пространства R3 матриц-столбцов на ли-

нейное пространство P2(x) многочленов степени не выше 2, обратный к «стандартному».
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Задача 26. Постройте изоморфизм линейного пространства R3 матриц-столбцов на ли-
нейное пространство P2(x) многочленов степени не выше 2, обратный к «стандартному».

Ответ. Воспользуемся теоремой о стандартном изомофизме в Rn.
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Задача 26. Постройте изоморфизм линейного пространства R3 матриц-столбцов на ли-
нейное пространство P2(x) многочленов степени не выше 2, обратный к «стандартному».

Ответ. Воспользуемся теоремой о стандартном изомофизме в Rn.

БR3 =


 ,
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Задача 26. Постройте изоморфизм линейного пространства R3 матриц-столбцов на ли-
нейное пространство P2(x) многочленов степени не выше 2, обратный к «стандартному».

Ответ. Воспользуемся теоремой о стандартном изомофизме в Rn.

БR3 =


 1

0
0

 ,

 ,
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Задача 26. Постройте изоморфизм линейного пространства R3 матриц-столбцов на ли-
нейное пространство P2(x) многочленов степени не выше 2, обратный к «стандартному».

Ответ. Воспользуемся теоремой о стандартном изомофизме в Rn.

БR3 =


 1

0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

 ,

1046



Задача 26. Постройте изоморфизм линейного пространства R3 матриц-столбцов на ли-
нейное пространство P2(x) многочленов степени не выше 2, обратный к «стандартному».

Ответ. Воспользуемся теоремой о стандартном изомофизме в Rn.

БR3 =


 1

0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

 ,

Построим естественный базис пространства P2(x) по аналогии с решением примера 5:
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Задача 26. Постройте изоморфизм линейного пространства R3 матриц-столбцов на ли-
нейное пространство P2(x) многочленов степени не выше 2, обратный к «стандартному».

Ответ. Воспользуемся теоремой о стандартном изомофизме в Rn.

БR3 =


 1

0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

 ,

Построим естественный базис пространства P2(x) по аналогии с решением примера 5:

БP2(x) =
{
x0,

}
,
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Задача 26. Постройте изоморфизм линейного пространства R3 матриц-столбцов на ли-
нейное пространство P2(x) многочленов степени не выше 2, обратный к «стандартному».

Ответ. Воспользуемся теоремой о стандартном изомофизме в Rn.

БR3 =


 1

0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

 ,

Построим естественный базис пространства P2(x) по аналогии с решением примера 5:

БP2(x) =
{
x0, x,

}
,
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Задача 26. Постройте изоморфизм линейного пространства R3 матриц-столбцов на ли-
нейное пространство P2(x) многочленов степени не выше 2, обратный к «стандартному».

Ответ. Воспользуемся теоремой о стандартном изомофизме в Rn.

БR3 =


 1

0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

 ,

Построим естественный базис пространства P2(x) по аналогии с решением примера 5:

БP2(x) =
{
x0, x, x2

}
,
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Задача 26. Постройте изоморфизм линейного пространства R3 матриц-столбцов на ли-
нейное пространство P2(x) многочленов степени не выше 2, обратный к «стандартному».

Ответ. Воспользуемся теоремой о стандартном изомофизме в Rn.

БR3 =


 1

0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

 ,

Построим естественный базис пространства P2(x) по аналогии с решением примера 5:

БP4(x) =
{
x0, x, x2

}
,

По теореме о стандартном изомофизме в Rn
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Задача 26. Постройте изоморфизм линейного пространства R3 матриц-столбцов на ли-
нейное пространство P2(x) многочленов степени не выше 2, обратный к «стандартному».

Ответ. Воспользуемся теоремой о стандартном изомофизме в Rn.

БR3 =


 1

0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

 ,

Построим естественный базис пространства P2(x) по аналогии с решением примера 5:

БP4(x) =
{
x0, x, x2

}
,

По теореме о стандартном изомофизме в Rn

g

 α
β
γ

 =
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Задача 26. Постройте изоморфизм линейного пространства R3 матриц-столбцов на ли-
нейное пространство P2(x) многочленов степени не выше 2, обратный к «стандартному».

Ответ. Воспользуемся теоремой о стандартном изомофизме в Rn.

БR3 =


 1

0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

 ,

Построим естественный базис пространства P2(x) по аналогии с решением примера 5:

БP4(x) =
{
x0, x, x2

}
,

По теореме о стандартном изомофизме в Rn

g

 α
β
γ

 = g

α
 1

0
0

+

 =
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Задача 26. Постройте изоморфизм линейного пространства R3 матриц-столбцов на ли-
нейное пространство P2(x) многочленов степени не выше 2, обратный к «стандартному».

Ответ. Воспользуемся теоремой о стандартном изомофизме в Rn.

БR3 =


 1

0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

 ,

Построим естественный базис пространства P2(x) по аналогии с решением примера 5:

БP4(x) =
{
x0, x, x2

}
,

По теореме о стандартном изомофизме в Rn

g

 α
β
γ

 = g

α
 1

0
0

+ β

 0
1
0

+

 =
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Задача 26. Постройте изоморфизм линейного пространства R3 матриц-столбцов на ли-
нейное пространство P2(x) многочленов степени не выше 2, обратный к «стандартному».

Ответ. Воспользуемся теоремой о стандартном изомофизме в Rn.

БR3 =


 1

0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

 ,

Построим естественный базис пространства P2(x) по аналогии с решением примера 5:

БP4(x) =
{
x0, x, x2

}
,

По теореме о стандартном изомофизме в Rn

g

 α
β
γ

 = g

α
 1

0
0

+ β

 0
1
0

+ γ

 0
0
1

 =

1055



Задача 26. Постройте изоморфизм линейного пространства R3 матриц-столбцов на ли-
нейное пространство P2(x) многочленов степени не выше 2, обратный к «стандартному».

Ответ. Воспользуемся теоремой о стандартном изомофизме в Rn.

БR3 =


 1

0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

 ,

Построим естественный базис пространства P2(x) по аналогии с решением примера 5:

БP4(x) =
{
x0, x, x2

}
,

По теореме о стандартном изомофизме в Rn

g

 α
β
γ

 = g

α
 1

0
0

+ β

 0
1
0

+ γ

 0
0
1

 = α + βx+ γx2.
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Решение задачи 27.
Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от

переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ.
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{ }

,
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
,
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{ }
.
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построим с помощью правила, применённого при доказательстве критерия изо-
морфности конечномерных пространств:
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построим с помощью правила, применённого при доказательстве критерия изо-
морфности конечномерных пространств:

f
(
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

)
=
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построим с помощью правила, применённого при доказательстве критерия изо-
морфности конечномерных пространств:

f
(
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

)
= a

( )
+ b

( )
+ c

( )
+ d

( )
.
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построим с помощью правила, применённого при доказательстве критерия изо-
морфности конечномерных пространств:

f
(
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

)
= a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ c

(
0 0
1 0

)
+ d

(
0 0
0 1

)
.
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построим с помощью правила, применённого при доказательстве критерия изо-
морфности конечномерных пространств:

f
(
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

)
= a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ c

(
0 0
1 0

)
+ d

(
0 0
0 1

)
.

Зададим подпространство Q стандартным образом:
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построим с помощью правила, применённого при доказательстве критерия изо-
морфности конечномерных пространств:

f
(
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

)
= a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ c

(
0 0
1 0

)
+ d

(
0 0
0 1

)
.

Зададим подпространство Q стандартным образом:
— с помощью системы уравнений, т.е.
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построим с помощью правила, применённого при доказательстве критерия изо-
морфности конечномерных пространств:

f
(
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

)
= a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ c

(
0 0
1 0

)
+ d

(
0 0
0 1

)
.

Зададим подпространство Q стандартным образом:
— с помощью системы уравнений, т.е.
утверждения о координатах произвольного вектора из Q;
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построим с помощью правила, применённого при доказательстве критерия изо-
морфности конечномерных пространств:

f
(
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

)
= a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ c

(
0 0
1 0

)
+ d

(
0 0
0 1

)
.

Зададим подпространство Q стандартным образом:
— с помощью системы уравнений;
— как линейную оболочку базиса.
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построим с помощью правила, применённого при доказательстве критерия изо-
морфности конечномерных пространств:

f
(
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

)
= a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ c

(
0 0
1 0

)
+ d

(
0 0
0 1

)
.

Зададим подпространство Q стандартным образом.

∂

∂x

(
a
(
x2
)3

+ b
(
x2
)2
x+ cx2x2 + dx3

)
=

∂

∂x

(
ax3 + bx2x2 + c

(
x2
)2
x+ d

(
x2
)3) ⇒
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построим с помощью правила, применённого при доказательстве критерия изо-
морфности конечномерных пространств:

f
(
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

)
= a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ c

(
0 0
1 0

)
+ d

(
0 0
0 1

)
.

Зададим подпространство Q стандартным образом.

∂

∂x

(
a
(
x2
)3

+ b
(
x2
)2
x+ cx2x2 + dx3

)
=

∂

∂x

(
ax3 + bx2x2 + c

(
x2
)2
x+ d

(
x2
)3) ⇒

⇒ 6ax5 + 5bx4 + 4cx3 + 3dx2 = 3ax2 + 4bx3 + 5cx4 + 6dx5 ⇒
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построим с помощью правила, применённого при доказательстве критерия изо-
морфности конечномерных пространств:

f
(
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

)
= a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ c

(
0 0
1 0

)
+ d

(
0 0
0 1

)
.

Зададим подпространство Q стандартным образом.

∂

∂x

(
a
(
x2
)3

+ b
(
x2
)2
x+ cx2x2 + dx3

)
=

∂

∂x

(
ax3 + bx2x2 + c

(
x2
)2
x+ d

(
x2
)3) ⇒

⇒ 6ax5 + 5bx4 + 4cx3 + 3dx2 = 3ax2 + 4bx3 + 5cx4 + 6dx5 ⇒
{
a− d = 0,
b− c = 0.
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построим с помощью правила, применённого при доказательстве критерия изо-
морфности конечномерных пространств:

f
(
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

)
= a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ c

(
0 0
1 0

)
+ d

(
0 0
0 1

)
.

Зададим подпространство Q стандартным образом.

Q =

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
a− d = 0,
b− c = 0.

}
⇒
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построим с помощью правила, применённого при доказательстве критерия изо-
морфности конечномерных пространств:

f
(
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

)
= a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ c

(
0 0
1 0

)
+ d

(
0 0
0 1

)
.

Зададим подпространство Q стандартным образом.

Q =

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
a− d = 0,
b− c = 0.

}
⇒

⇒ Q′ =

{
a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ c

(
0 0
1 0

)
+ d

(
0 0
0 1

) {
a− d = 0,
b− c = 0.

}
.
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построим с помощью правила, применённого при доказательстве критерия изо-
морфности конечномерных пространств:

f
(
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

)
= a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ c

(
0 0
1 0

)
+ d

(
0 0
0 1

)
.

Зададим подпространство Q стандартным образом.

Q =

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
a− d = 0,
b− c = 0.

}
⇒ Q′ =

{(
a b
c d

) {
a− d = 0,
b− c = 0.

}
.

Q′ =

{
a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ c

(
0 0
1 0

)
+ d

(
0 0
0 1

) {
a− d = 0,
b− c = 0.

}
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построен с помощью правила: f (ax3 + bx2y + cxy2 + dy3) =

(
a b
c d

)
.

Зададим подпространство Q стандартным образом.

Q =

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
a− d = 0,
b− c = 0.

}
=
〈 〉

,

Q′ =

{(
a b
c d

) {
a− d = 0,
b− c = 0.

}
=

〈 〉
.

(
1 0 0 −1
0 1 −1 0

)
7→
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построен с помощью правила: f (ax3 + bx2y + cxy2 + dy3) =

(
a b
c d

)
.

Зададим подпространство Q стандартным образом.

Q =

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
a− d = 0,
b− c = 0.

}
=
〈 〉

,

Q′ =

{(
a b
c d

) {
a− d = 0,
b− c = 0.

}
=

〈 〉
.

(
1 0 0 −1
0 1 −1 0

)
7→


• •
• •
1 0
0 1

 .
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построен с помощью правила: f (ax3 + bx2y + cxy2 + dy3) =

(
a b
c d

)
.

Зададим подпространство Q стандартным образом.

Q =

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
a− d = 0,
b− c = 0.

}
=
〈 〉

,

Q′ =

{(
a b
c d

) {
a− d = 0,
b− c = 0.

}
=

〈 〉
.

(
1 0 0 −1
0 1 −1 0

)
7→


0 •
1 •
1 0
0 1

 .
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построен с помощью правила: f (ax3 + bx2y + cxy2 + dy3) =

(
a b
c d

)
.

Зададим подпространство Q стандартным образом.

Q =

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
a− d = 0,
b− c = 0.

}
=
〈 〉

,

Q′ =

{(
a b
c d

) {
a− d = 0,
b− c = 0.

}
=

〈 〉
.

(
1 0 0 −1
0 1 −1 0

)
7→


0 1
1 0
1 0
0 1

 .
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Задача 27. Постройте изоморфизм линейного пространства P3(x, y) кубических форм от
переменных x, y, т.е. выражений вида ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 в линейное пространство M2×2.
Найдите образ Q′ подпространства Q < P3(x, y), где

p(x, y) ∈ Q ⇔ ∂

∂x
p(x2, x) =

∂

∂x
p(x, x2).

Ответ. Как обычно, сначала выбираем базисы:

Б =
{
x3, x2y, xy2, y3

}
, B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Изоморфизм построен с помощью правила: f (ax3 + bx2y + cxy2 + dy3) =

(
a b
c d

)
.

Зададим подпространство Q стандартным образом.

Q =

{
ax3 + bx2y + cxy2 + dy3

{
a− d = 0,
b− c = 0.

}
=
〈
x2y + xy2, x3 + y3

〉
,

Q′ =

{(
a b
c d

) {
a− d = 0,
b− c = 0.

}
=

〈(
0 1
1 0

)
,

(
1 0
0 1

)〉
.

(
1 0 0 −1
0 1 −1 0

)
7→


0 1
1 0
1 0
0 1

 .
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Решение задачи 28.
Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .
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Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ.
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Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :
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Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{ }
, B = { }.
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Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

1087



Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V
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Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V системой линейных уравнений, т.е.
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Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V системой линейных уравнений, т.е.
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Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V системой линейных уравнений, т.е. утверждением о координатах вектора из V .
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Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V системой линейных уравнений, т.е. утверждением о координатах вектора из V .(
a b
b c

)
∈ V ⇔
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Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V системой линейных уравнений, т.е. утверждением о координатах вектора из V .(
a b
b c

)
∈ V ⇔

(
1 1
1 1

)(
a b
b c

)(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
⇔

1093



Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V системой линейных уравнений, т.е. утверждением о координатах вектора из V .(
a b
b c

)
∈ V ⇔

(
1 1
1 1

)(
a b
b c

)(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
⇔

(
a+ b b+ c
a+ b b+ c

)(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
⇔

1094



Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V системой линейных уравнений, т.е. утверждением о координатах вектора из V .(
a b
b c

)
∈ V ⇔

(
1 1
1 1

)(
a b
b c

)(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
⇔

(
a+ b b+ c
a+ b b+ c

)(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
⇔
(
a+ 2b+ c a+ 2b+ c
a+ 2b+ c a+ 2b+ c

)
=

(
0 0
0 0

)
.

1095



Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V системой линейных уравнений, т.е. утверждением о координатах вектора из V .(
a b
b c

)
∈ V ⇔

(
1 1
1 1

)(
a b
b c

)(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
⇔ a+ 2b+ c = 0.

(
a+ b b+ c
a+ b b+ c

)(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
⇔
(
a+ 2b+ c a+ 2b+ c
a+ 2b+ c a+ 2b+ c

)
=

(
0 0
0 0

)

1096



Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V системой линейных уравнений, т.е. утверждением о координатах вектора из V .(
a b
b c

)
∈ V ⇔

(
1 1
1 1

)(
a b
b c

)(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
⇔ a+ 2b+ c = 0.

a+ 2b+ c = 0 ⇔

 a
b
c

 =

(1 2 1)

  ,

  .
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Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V системой линейных уравнений, т.е. утверждением о координатах вектора из V .(
a b
b c

)
∈ V ⇔

(
1 1
1 1

)(
a b
b c

)(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
⇔ a+ 2b+ c = 0.

a+ 2b+ c = 0 ⇔

 a
b
c

 =

(1 2 1)

 •1
0

 ,

 •0
1

 .
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Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V системой линейных уравнений, т.е. утверждением о координатах вектора из V .(
a b
b c

)
∈ V ⇔

(
1 1
1 1

)(
a b
b c

)(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
⇔ a+ 2b+ c = 0.

a+ 2b+ c = 0 ⇔

 a
b
c

 =

(1 2 1)

 −2
1
0

 ,

 •0
1

 .
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Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V системой линейных уравнений, т.е. утверждением о координатах вектора из V .(
a b
b c

)
∈ V ⇔

(
1 1
1 1

)(
a b
b c

)(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
⇔ a+ 2b+ c = 0.

a+ 2b+ c = 0 ⇔

 a
b
c

 =

(1 2 1)

 −2
1
0

 ,

 −1
0
1

 .

1100



Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V системой линейных уравнений, т.е. утверждением о координатах вектора из V .(
a b
b c

)
∈ V ⇔

(
1 1
1 1

)(
a b
b c

)(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
⇔ a+ 2b+ c = 0.

a+ 2b+ c = 0 ⇔

 a
b
c

 =

 −2 −1
1 0
0 1

( C
D

)
.

(1 2 1)

 −2
1
0

 ,

 −1
0
1

 .

1101



Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V системой линейных уравнений, т.е. утверждением о координатах вектора из V .(
a b
b c

)
∈ V ⇔

(
1 1
1 1

)(
a b
b c

)(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
⇔ a+ 2b+ c = 0.

a+ 2b+ c = 0 ⇔

 a
b
c

 =

 −2 −1
1 0
0 1

( C
D

)
.

V =
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Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V системой линейных уравнений, т.е. утверждением о координатах вектора из V .(
a b
b c

)
∈ V ⇔

(
1 1
1 1

)(
a b
b c

)(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
⇔ a+ 2b+ c = 0.

a+ 2b+ c = 0 ⇔

 a
b
c

 =

 −2 −1
1 0
0 1

( C
D

)
.

V =

{(
a b
b c

) }
=

1103



Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V системой линейных уравнений, т.е. утверждением о координатах вектора из V .(
a b
b c

)
∈ V ⇔

(
1 1
1 1

)(
a b
b c

)(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
⇔ a+ 2b+ c = 0.

a+ 2b+ c = 0 ⇔

 a
b
c

 =

 −2 −1
1 0
0 1

( C
D

)
.

V =

{(
a b
b c

)
a+ 2b+ c = 0

}
=

1104



Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V системой линейных уравнений, т.е. утверждением о координатах вектора из V .(
a b
b c

)
∈ V ⇔

(
1 1
1 1

)(
a b
b c

)(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
⇔ a+ 2b+ c = 0.

a+ 2b+ c = 0 ⇔

 a
b
c

 =

 −2 −1
1 0
0 1

( C
D

)
.

V =

{(
a b
b c

)
a+ 2b+ c = 0

}
=

〈
,

〉
⇒

1105



Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Теперь зададим V системой линейных уравнений, т.е. утверждением о координатах вектора из V .(
a b
b c

)
∈ V ⇔

(
1 1
1 1

)(
a b
b c

)(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
⇔ a+ 2b+ c = 0.

a+ 2b+ c = 0 ⇔

 a
b
c

 =

 −2 −1
1 0
0 1

( C
D

)
.

V =

{(
a b
b c

)
a+ 2b+ c = 0

}
=

〈(
−2 1

1 0

)
,

(
−1 0

0 1

)〉
⇒

1106



Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
с операциями f(x, y, z) � g(x, y, z) = f(x, y, z) · g(x, y, z) и λ� f(x, y, z) = f(x, y, z)λ. Найти V ,
какой-либо изоморфизм U в P и образ Q подпространства V в линейном пространстве P .

Ответ. Возьмём базисы пространств V и P :

Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
, B = {x, y, z}.

Задали V системой линейных уравнений, т.е. утверждением о координатах вектора из V
и как линейную оболочку базиса

V =

{(
a b
b c

)
a+ 2b+ c = 0

}
=

〈(
−2 1

1 0

)
,

(
−1 0

0 1

)〉
.

Построим изоморфизм:

ϕ

(
a b
b c

)
=

1107



Задача 28. В линейном пространствеU симметричных матриц размерности 2× 2 рассмот-

рим подмножество W таких симметричных матриц X, что
(

1 1
1 1

)
X

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Обозначим через P линейное пространство функций, задаваемых выражениями вида xαyβzγ
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Решение задачи 29.
Задача 29. Запишите определение матрицы перехода TБ→Б’ для следующих

случаев: 1) Б = {e1, e2, e3, e4}, Б’ = {e′1, e′2, e′3, e′4}; 2) Б = {p1, p2}, Б’ = {q1, q2};
3) Б = {u1, u2, u3}, Б’ = {v1, v2, v3}; 4) Б = {X1, X2, X3, X4}, Б’ = {Y1, Y2, Y3, Y4};
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3) vm = t1mu1 + t2mu2 + t3mu3 =
3∑

k=1

tkmuk,

4) Yα =

1127



Задача 29. Запишите определение матрицы перехода TБ→Б’ для следующих
случаев: 1) Б = {e1, e2, e3, e4}, Б’ = {e′1, e′2, e′3, e′4}; 2) Б = {p1, p2}, Б’ = {q1, q2};
3) Б = {u1, u2, u3}, Б’ = {v1, v2, v3}; 4) Б = {X1, X2, X3, X4}, Б’ = {Y1, Y2, Y3, Y4};

Ответ. 1) e′i = t1ie1 + t2ie2 + t3ie3 + t4ie4 =
4∑
j=1

tjiej,

2) qi = t1ip1 + t2ip2 =
2∑
s=1

tsips,

3) vm = t1mu1 + t2mu2 + t3mu3 =
3∑

k=1

tkmuk,

4) Yα = t1αX1 + t2αX2 + t3αX3 + t4αX4 =

1128



Задача 29. Запишите определение матрицы перехода TБ→Б’ для следующих
случаев: 1) Б = {e1, e2, e3, e4}, Б’ = {e′1, e′2, e′3, e′4}; 2) Б = {p1, p2}, Б’ = {q1, q2};
3) Б = {u1, u2, u3}, Б’ = {v1, v2, v3}; 4) Б = {X1, X2, X3, X4}, Б’ = {Y1, Y2, Y3, Y4};

Ответ. 1) e′i = t1ie1 + t2ie2 + t3ie3 + t4ie4 =
4∑
j=1

tjiej,

2) qi = t1ip1 + t2ip2 =
2∑
s=1

tsips,

3) vm = t1mu1 + t2mu2 + t3mu3 =
3∑

k=1

tkmuk,

4) Yα = t1αX1 + t2αX2 + t3αX3 + t4αX4 =
4∑

β=1

tβαXβ.

1129



Решение задачи 30.
Задача 30. Найдитематрицу перехода из базисаБ =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

1130



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем

1131



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 
[(

2 1
1 −1

)]
Б

=

1132



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 
[(

2 1
1 −1

)]
Б

=

[
2

(
1 0
0 0

)
+

(
0 1
1 0

)
+ (−1)

(
0 0
0 1

)]
Б

=

1133



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 
[(

2 1
1 −1

)]
Б

=

[
2

(
1 0
0 0

)
+

(
0 1
1 0

)
+ (−1)

(
0 0
0 1

)]
Б

=

 2
1
−1

 ,

1134



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2
1
−1


[(

2 1
1 −1

)]
Б

=

[
2

(
1 0
0 0

)
+

(
0 1
1 0

)
+ (−1)

(
0 0
0 1

)]
Б

=

 2
1
−1

 ,

1135



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2
1
−1


[(

2 1
1 −1

)]
Б

=

[
2

(
1 0
0 0

)
+

(
0 1
1 0

)
+ (−1)

(
0 0
0 1

)]
Б

=

 2
1
−1

 ,

[(
1 2
2 −3

)]
Б

=

1136



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2
1
−1


[(

2 1
1 −1

)]
Б

=

[
2

(
1 0
0 0

)
+

(
0 1
1 0

)
+ (−1)

(
0 0
0 1

)]
Б

=

 2
1
−1

 ,

[(
1 2
2 −3

)]
Б

=

[(
1 0
0 0

)
+ 2

(
0 1
1 0

)
+ (−3)

(
0 0
0 1

)]
Б

=

1137



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2
1
−1


[(

2 1
1 −1

)]
Б

=

[
2

(
1 0
0 0

)
+

(
0 1
1 0

)
+ (−1)

(
0 0
0 1

)]
Б

=

 2
1
−1

 ,

[(
1 2
2 −3

)]
Б

=

[(
1 0
0 0

)
+ 2

(
0 1
1 0

)
+ (−3)

(
0 0
0 1

)]
Б

=

 1
2
−3

 ,

1138



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1
1 2
−1 −3


[(

2 1
1 −1

)]
Б

=

[
2

(
1 0
0 0

)
+

(
0 1
1 0

)
+ (−1)

(
0 0
0 1

)]
Б

=

 2
1
−1

 ,

[(
1 2
2 −3

)]
Б

=

[(
1 0
0 0

)
+ 2

(
0 1
1 0

)
+ (−3)

(
0 0
0 1

)]
Б

=

 1
2
−3

 ,

1139



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1
1 2
−1 −3


[(

2 1
1 −1

)]
Б

=

[
2

(
1 0
0 0

)
+

(
0 1
1 0

)
+ (−1)

(
0 0
0 1

)]
Б

=

 2
1
−1

 ,

[(
1 2
2 −3

)]
Б

=

[(
1 0
0 0

)
+ 2

(
0 1
1 0

)
+ (−3)

(
0 0
0 1

)]
Б

=

 1
2
−3

 ,

[(
2 −1
−1 1

)]
Б

=

1140



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1
1 2
−1 −3


[(

2 1
1 −1

)]
Б

=

[
2

(
1 0
0 0

)
+

(
0 1
1 0

)
+ (−1)

(
0 0
0 1

)]
Б

=

 2
1
−1

 ,

[(
1 2
2 −3

)]
Б

=

[(
1 0
0 0

)
+ 2

(
0 1
1 0

)
+ (−3)

(
0 0
0 1

)]
Б

=

 1
2
−3

 ,

[(
2 −1
−1 1

)]
Б

=

[
2

(
1 0
0 0

)
+ (−1)

(
0 1
1 0

)
+

(
0 0
0 1

)]
Б

=

1141



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1
1 2
−1 −3


[(

2 1
1 −1

)]
Б

=

[
2

(
1 0
0 0

)
+

(
0 1
1 0

)
+ (−1)

(
0 0
0 1

)]
Б

=

 2
1
−1

 ,

[(
1 2
2 −3

)]
Б

=

[(
1 0
0 0

)
+ 2

(
0 1
1 0

)
+ (−3)

(
0 0
0 1

)]
Б

=

 1
2
−3

 ,

[(
2 −1
−1 1

)]
Б

=

[
2

(
1 0
0 0

)
+ (−1)

(
0 1
1 0

)
+

(
0 0
0 1

)]
Б

=

 2
−1

1

 .

1142



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1


[(

2 1
1 −1

)]
Б

=

[
2

(
1 0
0 0

)
+

(
0 1
1 0

)
+ (−1)

(
0 0
0 1

)]
Б

=

 2
1
−1

 ,

[(
1 2
2 −3

)]
Б

=

[(
1 0
0 0

)
+ 2

(
0 1
1 0

)
+ (−3)

(
0 0
0 1

)]
Б

=

 1
2
−3

 ,

[(
2 −1
−1 1

)]
Б

=

[
2

(
1 0
0 0

)
+ (−1)

(
0 1
1 0

)
+

(
0 0
0 1

)]
Б

=

 2
−1

1

 .

1143



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б =

1144



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б = T−1Б→Б’ =

1145



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б = T−1Б→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

−1 =

1146



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б = T−1Б→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

−1 =

 1/4 7/4 5/4
0 −1 −1

1/4 −5/4 −3/4

.

1147



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б = T−1Б→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

−1 =

 1/4 7/4 5/4
0 −1 −1

1/4 −5/4 −3/4

.

([(
2 2
2 −4

)]
Б’

[(
9 4
4 −5

)]
Б’

[(
1 0
0 0

)]
Б’

[(
1 2
2 −3

)]
Б’

)
=

1148



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б = T−1Б→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

−1 =

 1/4 7/4 5/4
0 −1 −1

1/4 −5/4 −3/4

.

([(
2 2
2 4

)]
Б’

[(
9 4
4 −5

)]
Б’

[(
1 0
0 0

)]
Б’

[(
1 2
2 −3

)]
Б’

)
= TБ’→Б

  =

1149



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б = T−1Б→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

−1 =

 1/4 7/4 5/4
0 −1 −1

1/4 −5/4 −3/4

.

([(
2 2
2 4

)]
Б’

[(
9 4
4 −5

)]
Б’

[(
1 0
0 0

)]
Б’

[(
1 2
2 −3

)]
Б’

)
= TБ’→Б

 2
2
−4

 =

1150



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б = T−1Б→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

−1 =

 1/4 7/4 5/4
0 −1 −1

1/4 −5/4 −3/4

.

([(
2 2
2 −4

)]
Б’

[(
9 4
4 -5

)]
Б’

[(
1 0
0 0

)]
Б’

[(
1 2
2 −3

)]
Б’

)
= TБ’→Б

 2
2
−4

 =

1151



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б = T−1Б→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

−1 =

 1/4 7/4 5/4
0 −1 −1

1/4 −5/4 −3/4

.

([(
2 2
2 −4

)]
Б’

[(
9 4
4 -5

)]
Б’

[(
1 0
0 0

)]
Б’

[(
1 2
2 −3

)]
Б’

)
= TБ’→Б

 2 9
2 4
−4 −5

 =

1152



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б = T−1Б→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

−1 =

 1/4 7/4 5/4
0 −1 −1

1/4 −5/4 −3/4

.

([(
2 2
2 −4

)]
Б’

[(
9 4
4 −5

)]
Б’

[(
1 0
0 0

)]
Б’

[(
1 2
2 −3

)]
Б’

)
= TБ’→Б

 2 9
2 4
−4 −5

 =

1153



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б = T−1Б→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

−1 =

 1/4 7/4 5/4
0 −1 −1

1/4 −5/4 −3/4

.

([(
2 2
2 −4

)]
Б’

[(
9 4
4 −5

)]
Б’

[(
1 0
0 0

)]
Б’

[(
1 2
2 −3

)]
Б’

)
= TБ’→Б

 2 9 1
2 4 0
−4 −5 0

 =

1154



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б = T−1Б→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

−1 =

 1/4 7/4 5/4
0 −1 −1

1/4 −5/4 −3/4

.

([(
2 2
2 −4

)]
Б’

[(
9 4
4 −5

)]
Б’

[(
1 0
0 0

)]
Б’

[(
1 2
2 -3

)]
Б’

)
= TБ’→Б

 2 9 1
2 4 0
−4 −5 0

 =

1155



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б = T−1Б→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

−1 =

 1/4 7/4 5/4
0 −1 −1

1/4 −5/4 −3/4

.

([(
2 2
2 −4

)]
Б’

[(
9 4
4 −5

)]
Б’

[(
1 0
0 0

)]
Б’

[(
1 2
2 -3

)]
Б’

)
= TБ’→Б

 2 9 1 1
2 4 0 2
−4 −5 0 −3

 =

1156



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б = T−1Б→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

−1 =

 1/4 7/4 5/4
0 −1 −1

1/4 −5/4 −3/4

.

([(
2 2
2 −4

)]
Б’

[(
9 4
4 −5

)]
Б’

[(
1 0
0 0

)]
Б’

[(
1 2
2 −3

)]
Б’

)
= TБ’→Б

 2 9 1 1
2 4 0 2
−4 −5 0 −3

 =

=

 1/4 7/4 5/4
0 −1 −1

1/4 −5/4 −3/4

 2 9 1 1
2 4 0 2
−4 −5 0 −3

 =

1157



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б = T−1Б→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

−1 =

 1/4 7/4 5/4
0 −1 −1

1/4 −5/4 −3/4

.

([(
2 2
2 −4

)]
Б’

[(
9 4
4 −5

)]
Б’

[(
1 0
0 0

)]
Б’

[(
1 2
2 −3

)]
Б’

)
= TБ’→Б

 2 9 1 1
2 4 0 2
−4 −5 0 −3

 =

=

 1/4 7/4 5/4
0 −1 −1

1/4 −5/4 −3/4

 2 9 1 1
2 4 0 2
−4 −5 0 −3

 =

 −1 3 1/4 0
2 1 0 1
1 1 1/4 0

 .
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Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б = T−1Б→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

−1 =

 1/4 7/4 5/4
0 −1 −1

1/4 −5/4 −3/4

.

([(
2 2
2 −4

)]
Б’

[(
9 4
4 −5

)]
Б’

[(
1 0
0 0

)]
Б’

[(
1 2
2 −3

)]
Б’

)
=

 −1 3 1/4 0
2 1 0 1
1 1 1/4 0

 .

[(
2 2
2 −4

)]
Б’

=

 −1
2
1

 ,

1159



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б = T−1Б→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

−1 =

 1/4 7/4 5/4
0 −1 −1

1/4 −5/4 −3/4

.

([(
2 2
2 −4

)]
Б’

[(
9 4
4 −5

)]
Б’

[(
1 0
0 0

)]
Б’

[(
1 2
2 −3

)]
Б’

)
=

 −1 3 1/4 0
2 1 0 1
1 1 1/4 0

 .

[(
2 2
2 −4

)]
Б’

=

 −1
2
1

 ,

[(
9 4
4 −5

)]
Б’

=

 3
1
1

 ,
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Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б = T−1Б→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

−1 =

 1/4 7/4 5/4
0 −1 −1

1/4 −5/4 −3/4

.

([(
2 2
2 −4

)]
Б’

[(
9 4
4 −5

)]
Б’

[(
1 0
0 0

)]
Б’

[(
1 2
2 −3

)]
Б’

)
=

 −1 3 1/4 0
2 1 0 1
1 1 1/4 0

 .

[(
2 2
2 −4

)]
Б’

=

 −1
2
1

 ,

[(
9 4
4 −5

)]
Б’

=

 3
1
1

 ,

[(
1 0
0 0

)]
Б’

=

 1/4
0

1/4

 ,

1161



Задача 30. Найдите матрицу перехода из базиса Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
в базис B =

{(
2 1
1 −1

)
,

(
1 2
2 −3

)
,

(
2 −1
−1 1

)}
и, используя TБ→Б’ и TБ’→Б, коорди-

наты матриц
(

2 2
2 −4

)
,
(

9 4
4 −5

)
,
(

1 0
0 0

)
,
(

1 2
2 −3

)
в базисах Б и Б’.

Ответ. По определению матрицы перехода получаем TБ→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

,

TБ’→Б = T−1Б→Б’ =

 2 1 2
1 2 −1
−1 −3 1

−1 =

 1/4 7/4 5/4
0 −1 −1

1/4 −5/4 −3/4

.

([(
2 2
2 −4

)]
Б’

[(
9 4
4 −5

)]
Б’

[(
1 0
0 0

)]
Б’

[(
1 2
2 −3

)]
Б’

)
=

 −1 3 1/4 0
2 1 0 1
1 1 1/4 0

 .

[(
2 2
2 −4

)]
Б’

=

 −1
2
1

 ,

[(
9 4
4 −5

)]
Б’

=

 3
1
1

 ,

[(
1 0
0 0

)]
Б’

=

 1/4
0

1/4

 ,

[(
1 2
2 −3

)]
Б’

=

 0
1
0

 .
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Решение задачи 31.
Задача 31. Пусть TБ→Б’ — матрица перехода из базисаБ в базисБ’, TБ→Б” — матрица

перехода из базиса Б в базис Б” . Найдите матрицу перехода из базиса Б’ в базис Б” .
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Задача 31. Пусть TБ→Б’ — матрица перехода из базиса Б в базис Б’, TБ→Б” — матрица
перехода из базиса Б в базис Б” . Найдите матрицу перехода из базиса Б’ в базис Б” .

Ответ. Пусть TБ→Б’ =
(
t′ij
)
, TБ→Б” =

(
t′′ij
)
, TБ’→Б” = (tij).

1164



Задача 31. Пусть TБ→Б’ — матрица перехода из базиса Б в базис Б’, TБ→Б” — матрица
перехода из базиса Б в базис Б” . Найдите матрицу перехода из базиса Б’ в базис Б” .

Ответ. Пусть TБ→Б’ =
(
t′ij
)
, TБ→Б” =

(
t′′ij
)
, TБ’→Б” = (tij).

По определению матрицы перехода
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Задача 31. Пусть TБ→Б’ — матрица перехода из базиса Б в базис Б’, TБ→Б” — матрица
перехода из базиса Б в базис Б” . Найдите матрицу перехода из базиса Б’ в базис Б” .

Ответ. Пусть TБ→Б’ =
(
t′ij
)
, TБ→Б” =

(
t′′ij
)
, TБ’→Б” = (tij).

По определению матрицы перехода e′′i =
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Задача 31. Пусть TБ→Б’ — матрица перехода из базиса Б в базис Б’, TБ→Б” — матрица
перехода из базиса Б в базис Б” . Найдите матрицу перехода из базиса Б’ в базис Б” .

Ответ. Пусть TБ→Б’ =
(
t′ij
)
, TБ→Б” =

(
t′′ij
)
, TБ’→Б” = (tij).

По определению матрицы перехода e′′i =
n∑
j=1

tjie
′
j.
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Задача 31. Пусть TБ→Б’ — матрица перехода из базиса Б в базис Б’, TБ→Б” — матрица
перехода из базиса Б в базис Б” . Найдите матрицу перехода из базиса Б’ в базис Б” .

Ответ. Пусть TБ→Б’ =
(
t′ij
)
, TБ→Б” =

(
t′′ij
)
, TБ’→Б” = (tij).

По определению матрицы перехода e′′i =
n∑
j=1

tjie
′
j. Поэтому с помощью умножения на мак-

роуровне получаем

[e′′i ]Б =

[
n∑
j=1

tjie
′
j

]
Б

=

1168



Задача 31. Пусть TБ→Б’ — матрица перехода из базиса Б в базис Б’, TБ→Б” — матрица
перехода из базиса Б в базис Б” . Найдите матрицу перехода из базиса Б’ в базис Б” .

Ответ. Пусть TБ→Б’ =
(
t′ij
)
, TБ→Б” =

(
t′′ij
)
, TБ’→Б” = (tij).

По определению матрицы перехода e′′i =
n∑
j=1

tjie
′
j. Поэтому с помощью умножения на мак-

роуровне получаем

[e′′i ]Б =

[
n∑
j=1

tjie
′
j

]
Б

=
n∑
j=1

tji
[
e′j
]
Б .

1169



Задача 31. Пусть TБ→Б’ — матрица перехода из базиса Б в базис Б’, TБ→Б” — матрица
перехода из базиса Б в базис Б” . Найдите матрицу перехода из базиса Б’ в базис Б” .

Ответ. Пусть TБ→Б’ =
(
t′ij
)
, TБ→Б” =

(
t′′ij
)
, TБ’→Б” = (tij).

По определению матрицы перехода e′′i =
n∑
j=1

tjie
′
j. Поэтому с помощью умножения на мак-

роуровне получаем

[e′′i ]Б =

[
n∑
j=1

tjie
′
j

]
Б

=
n∑
j=1

tji
[
e′j
]
Б .

=
(
[e′′1]Б . . . [e′′n]Б

)
=

(
n∑
j=1

tj1
[
e′j
]
Б . . .

n∑
j=1

tjn
[
e′j
]
Б

)
=
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Задача 31. Пусть TБ→Б’ — матрица перехода из базиса Б в базис Б’, TБ→Б” — матрица
перехода из базиса Б в базис Б” . Найдите матрицу перехода из базиса Б’ в базис Б” .

Ответ. Пусть TБ→Б’ =
(
t′ij
)
, TБ→Б” =

(
t′′ij
)
, TБ’→Б” = (tij).

По определению матрицы перехода e′′i =
n∑
j=1

tjie
′
j. Поэтому с помощью умножения на мак-

роуровне получаем

[e′′i ]Б =

[
n∑
j=1

tjie
′
j

]
Б

=
n∑
j=1

tji
[
e′j
]
Б .

TБ→Б” =
(
[e′′1]Б . . . [e′′n]Б

)
=

(
n∑
j=1

tj1
[
e′j
]
Б . . .

n∑
j=1

tjn
[
e′j
]
Б

)
=
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Задача 31. Пусть TБ→Б’ — матрица перехода из базиса Б в базис Б’, TБ→Б” — матрица
перехода из базиса Б в базис Б” . Найдите матрицу перехода из базиса Б’ в базис Б” .

Ответ. Пусть TБ→Б’ =
(
t′ij
)
, TБ→Б” =

(
t′′ij
)
, TБ’→Б” = (tij).

По определению матрицы перехода e′′i =
n∑
j=1

tjie
′
j. Поэтому с помощью умножения на мак-

роуровне получаем

[e′′i ]Б =

[
n∑
j=1

tjie
′
j

]
Б

=
n∑
j=1

tji
[
e′j
]
Б .

TБ→Б” =
(
[e′′1]Б . . . [e′′n]Б

)
=

(
n∑
j=1

tj1
[
e′j
]
Б . . .

n∑
j=1

tjn
[
e′j
]
Б

)
=

=

([e′1]Б . . . [e′n]Б
) t11

. . .
tn1

 . . .
(
[e′1]Б . . . [e′n]Б

) t1n
. . .
tnn

 =
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Задача 31. Пусть TБ→Б’ — матрица перехода из базиса Б в базис Б’, TБ→Б” — матрица
перехода из базиса Б в базис Б” . Найдите матрицу перехода из базиса Б’ в базис Б” .

Ответ. Пусть TБ→Б’ =
(
t′ij
)
, TБ→Б” =

(
t′′ij
)
, TБ’→Б” = (tij).

По определению матрицы перехода e′′i =
n∑
j=1

tjie
′
j. Поэтому с помощью умножения на мак-

роуровне получаем

[e′′i ]Б =

[
n∑
j=1

tjie
′
j

]
Б

=
n∑
j=1

tji
[
e′j
]
Б .

TБ→Б” =
(
[e′′1]Б . . . [e′′n]Б

)
=

(
n∑
j=1

tj1
[
e′j
]
Б . . .

n∑
j=1

tjn
[
e′j
]
Б

)
=

=

([e′1]Б . . . [e′n]Б
) t11

. . .
tn1

 . . .
(
[e′1]Б . . . [e′n]Б

) t1n
. . .
tnn

 =

=

TБ→Б’
 t11

. . .
tn1

 . . . TБ→Б’

 t1n
. . .
tnn

 = TБ→Б’

 t11
. . .
tn1

 . . .

 t1n
. . .
tnn

 = TБ→Б’TБ’→Б”
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Задача 31. Пусть TБ→Б’ — матрица перехода из базиса Б в базис Б’, TБ→Б” — матрица
перехода из базиса Б в базис Б” . Найдите матрицу перехода из базиса Б’ в базис Б” .

Ответ. Пусть TБ→Б’ =
(
t′ij
)
, TБ→Б” =

(
t′′ij
)
, TБ’→Б” = (tij).

По определению матрицы перехода e′′i =
n∑
j=1

tjie
′
j. Поэтому с помощью умножения на мак-

роуровне получаем

[e′′i ]Б =

[
n∑
j=1

tjie
′
j

]
Б

=
n∑
j=1

tji
[
e′j
]
Б .

TБ→Б” =
(
[e′′1]Б . . . [e′′n]Б

)
=

(
n∑
j=1

tj1
[
e′j
]
Б . . .

n∑
j=1

tjn
[
e′j
]
Б

)
=

=

([e′1]Б . . . [e′n]Б
) t11

. . .
tn1

 . . .
(
[e′1]Б . . . [e′n]Б

) t1n
. . .
tnn

 =

=

TБ→Б’
 t11

. . .
tn1

 . . . TБ→Б’

 t1n
. . .
tnn

 = TБ→Б’

 t11
. . .
tn1

 . . .

 t1n
. . .
tnn

 = TБ→Б’TБ’→Б”

TБ→Б” = TБ→Б’TБ’→Б” ⇒
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Задача 31. Пусть TБ→Б’ — матрица перехода из базиса Б в базис Б’, TБ→Б” — матрица
перехода из базиса Б в базис Б” . Найдите матрицу перехода из базиса Б’ в базис Б” .

Ответ. Пусть TБ→Б’ =
(
t′ij
)
, TБ→Б” =

(
t′′ij
)
, TБ’→Б” = (tij).

По определению матрицы перехода e′′i =
n∑
j=1

tjie
′
j. Поэтому с помощью умножения на мак-

роуровне получаем

[e′′i ]Б =

[
n∑
j=1

tjie
′
j

]
Б

=
n∑
j=1

tji
[
e′j
]
Б .

TБ→Б” =
(
[e′′1]Б . . . [e′′n]Б

)
=

(
n∑
j=1

tj1
[
e′j
]
Б . . .

n∑
j=1

tjn
[
e′j
]
Б

)
=

=

([e′1]Б . . . [e′n]Б
) t11

. . .
tn1

 . . .
(
[e′1]Б . . . [e′n]Б

) t1n
. . .
tnn

 =

=

TБ→Б’
 t11

. . .
tn1

 . . . TБ→Б’

 t1n
. . .
tnn

 = TБ→Б’

 t11
. . .
tn1

 . . .

 t1n
. . .
tnn

 = TБ→Б’TБ’→Б”

TБ→Б” = TБ→Б’TБ’→Б” ⇒ TБ’→Б” = T−1Б→Б’TБ→Б” =
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Задача 31. Пусть TБ→Б’ — матрица перехода из базиса Б в базис Б’, TБ→Б” — матрица
перехода из базиса Б в базис Б” . Найдите матрицу перехода из базиса Б’ в базис Б” .

Ответ. Пусть TБ→Б’ =
(
t′ij
)
, TБ→Б” =

(
t′′ij
)
, TБ’→Б” = (tij).

По определению матрицы перехода e′′i =
n∑
j=1

tjie
′
j. Поэтому с помощью умножения на мак-

роуровне получаем

[e′′i ]Б =

[
n∑
j=1

tjie
′
j

]
Б

=
n∑
j=1

tji
[
e′j
]
Б .

TБ→Б” =
(
[e′′1]Б . . . [e′′n]Б

)
=

(
n∑
j=1

tj1
[
e′j
]
Б . . .

n∑
j=1

tjn
[
e′j
]
Б

)
=

=

([e′1]Б . . . [e′n]Б
) t11

. . .
tn1

 . . .
(
[e′1]Б . . . [e′n]Б

) t1n
. . .
tnn

 =

=

TБ→Б’
 t11

. . .
tn1

 . . . TБ→Б’

 t1n
. . .
tnn

 = TБ→Б’

 t11
. . .
tn1

 . . .

 t1n
. . .
tnn

 = TБ→Б’TБ’→Б”

TБ→Б” = TБ→Б’TБ’→Б” ⇒ TБ’→Б” = T−1Б→Б’TБ→Б” = TБ’→БTБ→Б” .
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Задача 31. Пусть TБ→Б’ — матрица перехода из базиса Б в базис Б’, TБ→Б” — матрица
перехода из базиса Б в базис Б” . Найдите матрицу перехода из базиса Б’ в базис Б” .

Ответ. Пусть TБ→Б’ =
(
t′ij
)
, TБ→Б” =

(
t′′ij
)
, TБ’→Б” = (tij).

По определению матрицы перехода e′′i =
n∑
j=1

tjie
′
j. Поэтому с помощью умножения на мак-

роуровне получаем

[e′′i ]Б =

[
n∑
j=1

tjie
′
j

]
Б

=
n∑
j=1

tji
[
e′j
]
Б .

TБ→Б” =
(
[e′′1]Б . . . [e′′n]Б

)
=

(
n∑
j=1

tj1
[
e′j
]
Б . . .

n∑
j=1

tjn
[
e′j
]
Б

)
=

=

([e′1]Б . . . [e′n]Б
) t11

. . .
tn1

 . . .
(
[e′1]Б . . . [e′n]Б

) t1n
. . .
tnn

 =

=

TБ→Б’
 t11

. . .
tn1

 . . . TБ→Б’

 t1n
. . .
tnn

 = TБ→Б’

 t11
. . .
tn1

 . . .

 t1n
. . .
tnn

 = TБ→Б’TБ’→Б”

TБ→Б” = TБ→Б’TБ’→Б” ⇒ TБ’→Б” = T−1Б→Б’TБ→Б” = TБ’→БTБ→Б” .

TБ’→Б” = TБ’→БTБ→Б” .
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Задача 31. Пусть TБ→Б’ — матрица перехода из базиса Б в базис Б’, TБ→Б” — матрица
перехода из базиса Б в базис Б” . Найдите матрицу перехода из базиса Б’ в базис Б” .

Ответ.
TБ’→Б” = TБ’→БTБ→Б” .

Задача решена.
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Решение задачи 32.
Задача 32. Опишите типовой план решения задачи по линейной алгебре.
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Задача 32. Опишите типовой план решения задачи по линейной алгебре.
Ответ.

I) Свести исходную задачу к типовой задаче матричной алгебры;
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Задача 32. Опишите типовой план решения задачи по линейной алгебре.
Ответ.

I) Свести исходную задачу к типовой задаче матричной алгебры;
II) решить полученную задачу матричной алгебры;
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Задача 32. Опишите типовой план решения задачи по линейной алгебре.
Ответ.

I) Свести исходную задачу к типовой задаче матричной алгебры;
II) решить полученную задачу матричной алгебры;
III) интерпретировать результат для исходной задачи.
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Задача 32. Опишите типовой план решения задачи по линейной алгебре.
Ответ.

I) Свести исходную задачу к типовой задаче матричной алгебры;
II) решить полученную задачу матричной алгебры;
III) интерпретировать результат для исходной задачи.
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Задача 32. Опишите типовой план решения задачи по линейной алгебре.
Ответ.

I) Свести исходную задачу к типовой задаче матричной алгебры;
1) ввести базис пространства U ;
2) представить исходные объекты их стандартными образами в Rn;

II) решить полученную задачу матричной алгебры;
III) интерпретировать результат для исходной задачи.
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Решение задачи 33.
Задача 33. Как найти координаты вектора в базисе B, отличном от естественного Б.
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Задача 33. Как найти координаты вектора в базисе B, отличном от естественного Б.
Ответ.

I) Свести исходную задачу к типовой задаче матричной алгебры;
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Задача 33. Как найти координаты вектора в базисе B, отличном от естественного Б.
Ответ.

I) Свести исходную задачу к типовой задаче матричной алгебры;
1) ввести естественный базис пространства U ;
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Задача 33. Как найти координаты вектора в базисе B, отличном от естественного Б.
Ответ.

I) Свести исходную задачу к типовой задаче матричной алгебры;
1) ввести естественный базис пространства U ;
2) составить матрицу перехода из Б в B;
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Задача 33. Как найти координаты вектора в базисе B, отличном от естественного Б.
Ответ.

I) Свести исходную задачу к типовой задаче матричной алгебры;
1) ввести естественный базис пространства U ;
2) составить матрицу перехода из Б в B;
3) найти координаты исходного вектора в B с помощью теоремы о координатах вектора

в разных базисах.
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Решение задачи 34.
Задача 34. Опишите типовой план нахождения максимальной линейно независимой под-

системы некоторой системы векторов M линейного пространства U .

1190



Задача 34. Опишите типовой план нахождения максимальной линейно независимой подси-
стемы некоторой системы векторов M линейного пространства U .

Ответ.
I) Свести исходную задачу к типовой задаче матричной алгебры;

1191



Задача 34. Опишите типовой план нахождения максимальной линейно независимой подси-
стемы некоторой системы векторов M линейного пространства U .

Ответ.
I) Свести исходную задачу к типовой задаче матричной алгебры;
II) решить полученную задачу матричной алгебры;
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Задача 34. Опишите типовой план нахождения максимальной линейно независимой подси-
стемы некоторой системы векторов M линейного пространства U .

Ответ.
I) Свести исходную задачу к типовой задаче матричной алгебры;
II) решить полученную задачу матричной алгебры;
III) интерпретировать результат для исходной задачи.

1193



Задача 34. Опишите типовой план нахождения максимальной линейно независимой
подсистемы некоторой системы векторов M линейного пространства U .

Ответ.
I) Свести исходную задачу к типовой задаче матричной алгебры:
1) ввести базис пространства U ;

II) решить полученную задачу матричной алгебры:

III) интерпретировать результат для исходной задачи:
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Задача 34. Опишите типовой план нахождения максимальной линейно независимой
подсистемы некоторой системы векторов M линейного пространства U .

Ответ.
I) Свести исходную задачу к типовой задаче матричной алгебры:
1) ввести базис пространства U ;
2) составить матрицу M′, столбцами которой являются столбцы координат векторов из M ;

II) решить полученную задачу матричной алгебры:

III) интерпретировать результат для исходной задачи:

1195



Задача 34. Опишите типовой план нахождения максимальной линейно независимой
подсистемы некоторой системы векторов M линейного пространства U .

Ответ.
I) Свести исходную задачу к типовой задаче матричной алгебры:
1) ввести базис пространства U ;
2) составить матрицу M′, столбцами которой являются столбцы координат векторов из M ;
3) сформулировать задачу матричной алгебры: найти максимальную линейно независимую

систему подсистемы столбцов матрицы M′;
II) решить полученную задачу матричной алгебры:

III) интерпретировать результат для исходной задачи:

1196



Задача 34. Опишите типовой план нахождения максимальной линейно независимой
подсистемы некоторой системы векторов M линейного пространства U .

Ответ.
I) Свести исходную задачу к типовой задаче матричной алгебры:
1) ввести базис пространства U ;
2) составить матрицу M′, столбцами которой являются столбцы координат векторов из M ;
3) сформулировать задачу матричной алгебры: найти максимальную линейно независимую

систему подсистемы столбцов матрицы M′;
II) решить полученную задачу матричной алгебры:
1) элементарными преобразованиями строк матрицы M′ получить «ступенчатую» матри-

цу

 1 . . . ∗ ∗ . . . ∗
0 . . . 0 1 . . . ∗

. . .

;

III) интерпретировать результат для исходной задачи:
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Задача 34. Опишите типовой план нахождения максимальной линейно независимой
подсистемы некоторой системы векторов M линейного пространства U .

Ответ.
I) Свести исходную задачу к типовой задаче матричной алгебры:
1) ввести базис пространства U ;
2) составить матрицу M′, столбцами которой являются столбцы координат векторов из M ;
3) сформулировать задачу матричной алгебры: найти максимальную линейно независимую

систему подсистемы столбцов матрицы M′;
II) решить полученную задачу матричной алгебры:
1) элементарными преобразованиями строк матрицы M′ получить «ступенчатую» матри-

цу

 1 . . . ∗ ∗ . . . ∗
0 . . . 0 1 . . . ∗

. . .

;

2) составить список S тех номеров столбцов, каждый из которых является началом очередной
«ступеньки»;
III) интерпретировать результат для исходной задачи:

1198



Задача 34. Опишите типовой план нахождения максимальной линейно независимой подси-
стемы некоторой системы векторов M линейного пространства U .

Ответ.
I) Свести исходную задачу к типовой задаче матричной алгебры:
1) ввести базис пространства U ;
2) составить матрицу M′, столбцами которой являются столбцы координат векторов из M ;
3) сформулировать задачу матричной алгебры: найти максимальную линейно независимую

систему подсистемы столбцов матрицы M′;
II) решить полученную задачу матричной алгебры:
1) элементарными преобразованиями строк матрицы M′ получить «ступенчатую» матри-

цу

 1 . . . ∗ ∗ . . . ∗
0 . . . 0 1 . . . ∗

. . .

;

2) составить список S тех номеров столбцов, каждый из которых является началом очередной
«ступеньки»;
III) интерпретировать результат для исходной задачи: максимальная линейно независимая си-
стема состоит из векторов системы M с номерами из списка S.
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Решение задачи 35.
Задача 35. Пусть подпространство V линейного пространства U задано системой равенств

для элементов подпространства V . Укажите пункты типового плана задания подпростран-
ства V системой уравнений для координат векторов из V .
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Задача 35. Пусть подпространство V линейного пространства U задано системой равенств
для элементов подпространства V . Укажите пункты типового плана задания подпростран-
ства V системой уравнений для координат векторов из V .

Ответ. Это частный случай сведения задачи к задаче матричной алгебры. Для этого надо:
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Задача 35. Пусть подпространство V линейного пространства U задано системой равенств
для элементов подпространства V . Укажите пункты типового плана задания подпростран-
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а) либо результат подстановки в одно из исходных равенств вместо вектора из V его раз-
ложение по базису Б (если значением левой и правой частей равенства являются числа);
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б) либо результат сравнения k-той координаты вектора в левой и правой частях равенства
(если значением левой и правой частей равенства являются векторы из U).
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Задача 35. Пусть подпространство V линейного пространства U задано системой равенств

для элементов подпространства V . Укажите пункты типового плана задания подпростран-

ства V системой уравнений для координат векторов из V .

Ответ.
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