
Исчисления
Одна из задач математической логики — построение процедур, ко-

торые позволяли бы на синтаксическом уровне выяснять, истинны ли
те или иные утверждения в любой модели при определенной интер-
претации грамматических конструкций.
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Исчисления
Одна из задач математической логики — построение процедур, ко-

торые позволяли бы на синтаксическом уровне выяснять, истинны ли
те или иные утверждения в любой модели при определенной интер-
претации грамматических конструкций.

Определение 1 Говорят, что задано исчисление I, если заданы
следующие четыре множества:

• алфавит A(I);

• множество E(I) слов алфавита A(I), называемое множе-
ством выражений исчисления I;

• множество Ax(I) выражений исчисления I, называемое
множеством аксиом исчисления I;

• множество {f1, f2, . . . , fk} частичных операций на множе-
стве E(I), называемых правилами вывода исчисления I.
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Выражения исчисления I , в соответствии с обозначениями
из [?], называются секвенциями и формулами. Правило вывода
f : Y → E(I) записываются так:

Φ1, Φ2, . . . , Φn

f (Φ1, Φ2, . . . , Φn)
.

При этом указывается область определения функции f , если она не
совпадает с (E(I))n. При этом Φ1, Φ2, . . . , Φn называются посылка-
ми, а f (Φ1, Φ2, . . . , Φn) — заключением.

Пара 〈A(I), E(I)〉 называется языком исчисления I и обозначим
через L(I).
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Определение 2 Пусть T (I) — подмножество множества вы-
ражений E(I), определяемое индуктивным правилом (то есть
наименьшее множество, для которого выполняются следую-
щие утверждения)

• Ax(I) ⊆ T (I);

• если {S1, S2, . . . , Sn} ⊆ T (I), то для любого n-местного пра-
вила вывода f исчисления I имеем f (S1, S2, . . . , Sn) ∈ T (I).

Тогда множество T (I) называется множеством теорем исчис-
ления I или множеством доказуемых выражений исчисления I,
а его элементы — теоремами исчисления I.

Теория языка L(I) — произвольное множество теорем этого язы-
ка.

4



Одной из основных целей введения исчисления в каждом разделе
математики (разумеется, не только математики) является обеспече-
ние «работы» с соответствующими объектами на грамматическом,
формальном уровне, без привлечения семантики (то есть смысло-
вого значения) соответствующих грамматических конструкций: слов,
символов, обозначений, выражений, формул и т.п.
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Например, человек, изучивший правила дифференцирования, мо-
жет правильно продифференцировать функцию даже в случае, когда
он не знает определения этой функции. Он может не знать, например,
что такое тригонометрическая функция, но если ему известна форму-
ла (sin x)′ = cos x и формальные правила дифференцирования, то он
может получить равенство

(sin 2x− sin 3x)′ = 2 cos 2x− 3 cos 3x,

не смотря на то, что этот человек, быть может, не понимает, что такое
производная, и что такое sin и cos.
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Можно, разумеется, получить последнее равенство и исполь-
зуя семантику понятия «производная» и обозначений sin и cos:
(sin 2x− sin 3x)′ =

= lim
∆x→0

(sin 2(x + ∆x) − sin 3(x + ∆x)) − (sin 2x− sin 3x)

∆x
=

= . . . = 2 cos 2x− 3 cos 3x,

но это, понятно, намного труднее и зачастую требует виртуознейше-
го владения аппаратом теории пределов и глубокого знания свойств
соответствующих функций.
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Основными инструментальными понятиями исчислений являются
понятие формулы и выводимости формулы. Под формулой понима-
ется высказывание, записанное средствами соответствующего язы-
ка, а под выводом формулы — некая жестко формализованная про-
цедура «доказательства истинности» этой формулы. Следует отме-
тить, что выразительные возможности различных языков существен-
но различаются. «Платой» за повышение универсальности языка ча-
сто является, например, большая громоздкость формул, существен-
ное «уменьшение» (в том или ином смысле) множества доказуемых
формул и т.п.
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Например, в исчислении высказываний фактически невозможно
отметить «общие черты» высказываний «всякий x обладает свой-
ством P (x)» и «существует хотя бы один такой x, который обла-
дает свойством P (x)». На языке исчисления предикатов каждое из
этих высказываний можно «расщепить», и выделить общий преди-
кат P (x), при этом эти высказывания можно записать формулами,
учитывающими «общий» предикат P (x): ∀x P (x) и ∃x P (x). С дру-
гой стороны, в так называемом «узком исчислении предикатов», или
языке теорий первого порядка нельзя таким образом «расщепить»
высказывание «для любого x найдется такой предикат P , который
истинен на элементе x» (то есть для которого верно P (x)). Дело в
том, что в этом высказывании необходимо поставить квантор суще-
ствования перед предикатом, что недопустимо в узком исчислении
предикатов.
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Векторное исчисление
В данном случае мы не будем выписывать аксиомы и правила вы-

вода.
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Вернуться?
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