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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx;

2) многочлены r1(x), r2(x), соответствующие при типовом изо-
морфизме базису, взаимному к базису Б =

{
x0, x

}
.

Решение.
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. Ответ на первый вопрос задачи получим с помощью
стратегии составления уравнений.
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. Что надо найти? Многочлен q(x).
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. Что надо найти? Многочлен q(x). В каком виде пред-
ставим ответ?
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. Что надо найти? Многочлен q(x). В каком виде пред-
ставим ответ? Запишем соответствующее выражение.
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. Что надо найти? Многочлен q(x). В каком виде пред-
ставим ответ? Запишем соответствующее выражение. Введем пе-
ременные,
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. Что надо найти? Многочлен q(x). В каком виде пред-
ставим ответ? Запишем соответствующее выражение. Введем пе-
ременные, поскольку конструктивное построение мы провести не мо-
жем (по крайней мере, пока). Обозначим коэффициенты искомого
многочлена буквами: q(x) = α + βx.
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
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ременные, поскольку конструктивное построение мы провести не мо-
жем (по крайней мере, пока). Обозначим коэффициенты искомого
многочлена буквами: q(x) = α + βx. Составим уравнения,
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. Что надо найти? Многочлен q(x). В каком виде пред-
ставим ответ? Запишем соответствующее выражение. Введем пере-
менные: обозначим коэффициенты искомого многочлена буквами:
q(x) = α + βx. Составим уравнения, для чего вычислим какую-либо
величину разными способами.
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. Положим q(x) = α + βx. Используя типовой изомор-
физм, вычислим двумя способами результат действия функционала
F на векторы исходного пространства.
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. Положим q(x) = α + βx. Действуя на векторы базиса
Б, получаем
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. Положим q(x) = α + βx. Действуя на векторы базиса
Б, получаем

F (x0) = 1 =
1∫

0

x0 (α + βx) dx = α + 1
2β,
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. Положим q(x) = α + βx. Действуя на векторы базиса
Б, получаем

F (x0) = 1 =
1∫

0

x0 (α + βx) dx = α + 1
2β,

F (x) = 1 =
1∫

0

x (α + βx) dx = 1
2α + 1

3β.
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Решение. Положим q(x) = α + βx. Действуя на векторы базиса Б,
получаем 

F (x0) = 1 =
1∫

0

x0 (α + βx) dx = α + 1
2β,

F (x) = 1 =
1∫

0

x (α + βx) dx = 1
2α + 1

3β.

Решая полученную систему уравнений, получаем
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Решение. Положим q(x) = α + βx. Действуя на векторы базиса Б,
получаем 

F (x0) = 1 =
1∫

0

x0 (α + βx) dx = α + 1
2β,

F (x) = 1 =
1∫

0

x (α + βx) dx = 1
2α + 1

3β.

Решая полученную систему уравнений, получаем
{
α = −2

β = 6
, то есть

q(x) = −2 + 6x.
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Решение. Положим q(x) = α + βx. Действуя на векторы базиса Б,
получаем 

F (x0) = 1 =
1∫

0

x0 (α + βx) dx = α + 1
2β,

F (x) = 1 =
1∫

0

x (α + βx) dx = 1
2α + 1

3β.

Решая полученную систему уравнений, получаем
{
α = −2

β = 6
, то есть

q(x) = −2 + 6x.

Проверим выполнение равенства F (p) = p(1) =
1∫

0

p(x)(6x− 2) dx

для многочлена p(x) = 1 + 3x.
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. Проверим выполнение равенства

F (p) = p(1) =
1∫

0

p(x)(6x− 2) dx для многочлена p(x) = 1 + 3x.

Получаем, с одной стороны,

21



Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. Проверим выполнение равенства

F (p) = p(1) =
1∫

0

p(x)(6x− 2) dx для многочлена p(x) = 1 + 3x.

Получаем, с одной стороны,

F (1 + 3x) =
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. Проверим выполнение равенства

F (p) = p(1) =
1∫

0

p(x)(6x− 2) dx для многочлена p(x) = 1 + 3x.

Получаем, с одной стороны,

F (1 + 3x) = 1 + 3x
x=1

=
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. Проверим выполнение равенства

F (p) = p(1) =
1∫

0

p(x)(6x− 2) dx для многочлена p(x) = 1 + 3x.

Получаем, с одной стороны,

F (1 + 3x) = 1 + 3x
x=1

= 4.
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. Проверим выполнение равенства

F (p) = p(1) =
1∫

0

p(x)(6x− 2) dx для многочлена p(x) = 1 + 3x.

Получаем, с одной стороны, F (1 + 3x) = 4.
С другой стороны,
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. С другой стороны,
1∫

0

(1 + 3x)(6x− 2) dx =
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. С другой стороны,
1∫

0

(1 + 3x)(6x− 2) dx = −2

1∫
0

(
1− 9x2

)
dx =

27



Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. С другой стороны,
1∫

0

(1 + 3x)(6x− 2) dx = −2

1∫
0

(
1− 9x2

)
dx = 4,
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

1) многочлен q(x), соответствующий при типовом изомор-
физме линейному функционалу F (p(x)) = p(1), то есть такой

многочлен q(x), что p(1) =
1∫

0

p(x)q(x) dx.

Решение. С другой стороны,
1∫

0

(1 + 3x)(6x− 2) dx = −2

1∫
0

(
1− 9x2

)
dx = 4,

то есть равенство F (1 + 3x) =
1∫

0

(1 + 3x)(6x− 2) dx выполняется.

29



Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

2) многочлены r1(x), r2(x), соответствующие при типовом
изоморфизме базису, взаимному к базису Б =

{
x0, x

}
.

Решение. Осталось вычислить многочлены r1(x), r2(x).
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

2) многочлены r1(x), r2(x), соответствующие при типовом
изоморфизме базису, взаимному к базису Б =

{
x0, x

}
.

Решение. Пусть r1 = u1 + u2x, r2 = v1 + v2x. Из определения вза-
имного базиса получаем системы равенств:
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

2) многочлены r1(x), r2(x), соответствующие при типовом
изоморфизме базису, взаимному к базису Б =

{
x0, x

}
.

Решение. Пусть r1 = u1 + u2x, r2 = v1 + v2x. Из определения вза-
имного базиса получаем системы равенств:{

1 = (x0, u1 + u2x) =

0 = (x, u1 + u2x) =

32



Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

2) многочлены r1(x), r2(x), соответствующие при типовом
изоморфизме базису, взаимному к базису Б =

{
x0, x

}
.

Решение. Пусть r1 = u1 + u2x, r2 = v1 + v2x. Из определения вза-
имного базиса получаем системы равенств:{

1 = (x0, u1 + u2x) = u1 + 1
2u2,

0 = (x, u1 + u2x) =

33



Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

2) многочлены r1(x), r2(x), соответствующие при типовом
изоморфизме базису, взаимному к базису Б =

{
x0, x

}
.

Решение. Пусть r1 = u1 + u2x, r2 = v1 + v2x. Из определения вза-
имного базиса получаем системы равенств:{

1 = (x0, u1 + u2x) = u1 + 1
2u2,

0 = (x, u1 + u2x) = 1
2u1 + 1

3u2

,
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

2) многочлены r1(x), r2(x), соответствующие при типовом
изоморфизме базису, взаимному к базису Б =

{
x0, x

}
.

Решение. Пусть r1 = u1 + u2x, r2 = v1 + v2x. Из определения вза-
имного базиса получаем системы равенств:{

1 = (x0, u1 + u2x) = u1 + 1
2u2,

0 = (x, u1 + u2x) = 1
2u1 + 1

3u2

,

{
0 = (x0, v1 + v2x) =

1 = (x, v1 + v2x) =
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

2) многочлены r1(x), r2(x), соответствующие при типовом
изоморфизме базису, взаимному к базису Б =

{
x0, x

}
.

Решение. Пусть r1 = u1 + u2x, r2 = v1 + v2x. Из определения вза-
имного базиса получаем системы равенств:{

1 = (x0, u1 + u2x) = u1 + 1
2u2,

0 = (x, u1 + u2x) = 1
2u1 + 1

3u2

,

{
0 = (x0, v1 + v2x) = v1 + 1

2v2,

1 = (x, v1 + v2x) = 1
2v1 + 1

3v2
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{
1 = (x0, u1 + u2x) = u1 + 1

2u2,

0 = (x, u1 + u2x) = 1
2u1 + 1

3u2

,

{
0 = (x0, v1 + v2x) = v1 + 1

2v2,

1 = (x, v1 + v2x) = 1
2v1 + 1

3v2

Записывая эти системы в матричном виде, получаем(
1 1

2
1
2

1
3

)(
u1

u2

)
=

(
1

0

)
,

(
1 1

2
1
2

1
3

)(
v1

v2

)
=

(
0

1

)
,
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{
1 = (x0, u1 + u2x) = u1 + 1

2u2,

0 = (x, u1 + u2x) = 1
2u1 + 1

3u2

,

{
0 = (x0, v1 + v2x) = v1 + 1

2v2,

1 = (x, v1 + v2x) = 1
2v1 + 1

3v2

Записывая эти системы в матричном виде, получаем(
1 1

2
1
2

1
3

)(
u1

u2

)
=

(
1

0

)
,

(
1 1

2
1
2

1
3

)(
v1

v2

)
=

(
0

1

)
,

что равносильно (используя умножение матриц на макроуровне),(
1 1

2
1
2

1
3

)(
u1 v1

u2 v2

)
=

(
1 0

0 1

)
.

Следовательно,
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{
1 = (x0, u1 + u2x) = u1 + 1

2u2,

0 = (x, u1 + u2x) = 1
2u1 + 1

3u2

,

{
0 = (x0, v1 + v2x) = v1 + 1

2v2,

1 = (x, v1 + v2x) = 1
2v1 + 1

3v2

Записывая эти системы в матричном виде, получаем(
1 1

2
1
2

1
3

)(
u1

u2

)
=

(
1

0

)
,

(
1 1

2
1
2

1
3

)(
v1

v2

)
=

(
0

1

)
,

что равносильно (используя умножение матриц на макроуровне),(
1 1

2
1
2

1
3

)(
u1 v1

u2 v2

)
=

(
1 0

0 1

)
.

Следовательно,(
u1 v1

u2 v2

)
=

(
1 1

2
1
2

1
3

)−1

=

(
4 −6

−6 12

)
.
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

2) многочлены r1(x), r2(x), соответствующие при типовом
изоморфизме базису, взаимному к базису Б =

{
x0, x

}
.

(
u1 v1

u2 v2

)
=

(
1 1

2
1
2

1
3

)−1

=

(
4 −6

−6 12

)
.

Таким образом, векторам базиса, взаимного к Б =
{
x0, x

}
, соответ-

ствуют многочлены r1(x) = 4− 6x и −6 + 12x. Иными словами,
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

2) многочлены r1(x), r2(x), соответствующие при типовом
изоморфизме базису, взаимному к базису Б =

{
x0, x

}
.

(
u1 v1

u2 v2

)
=

(
1 1

2
1
2

1
3

)−1

=

(
4 −6

−6 12

)
.

Таким образом, векторам базиса, взаимного к Б =
{
x0, x

}
, соответ-

ствуют многочлены r1(x) = 4− 6x и −6 + 12x. Иными словами,
1∫

0

(a + bx)(4− 6x) dx = a,

1∫
0

(a + bx)(−6 + 12x) dx = b,
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Пример 1. Пусть в эвклидовом пространстве многочленов
степени не выше 1 скалярное произведение задано формулой

(p(x), q(x)) =
1∫

0

p(x)q(x) dx. Найти

2) многочлены r1(x), r2(x), соответствующие при типовом
изоморфизме базису, взаимному к базису Б =

{
x0, x

}
.

Решение. Векторам базиса, взаимного к Б =
{
x0, x

}
, соответству-

ют многочлены r1(x) = 4− 6x и −6 + 12x. Иными словами,
1∫

0

(a + bx)(4− 6x) dx = a,

1∫
0

(a + bx)(−6 + 12x) dx = b,

что нетрудно проверить непосредственным вычислением.
Вернуться к лекции?
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Пример 2. Пусть V — линейное пространство кососимметриче-
ских матриц размерности 3× 3, и

Б =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


— его базис.
Требуется найти в V взаимный базис Б∗ к базису Б и вектор, со-

ответствующий функции f (X) = tr

( 0 1 1
)
·X ·

 1

0

1

, если

скалярное произведение введено формулой (X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Решение.
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
У нас описано два метода нахождения базиса Б∗:
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
У нас описано два метода нахождения базиса Б∗:

— использование определения взаимного базиса;

45



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
У нас описано два метода нахождения базиса Б∗:

— использование определения взаимного базиса;
— применения свойств метрического тензора.

46



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
У нас описано два метода нахождения базиса Б∗:

— использование определения взаимного базиса;
— применения свойств метрического тензора.
Проделаем вычисления и по первому, и по второму методу, чтобы

сравнить их эффективность.
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Первый метод. Как известно, при отождествлении V с V ∗ каждому

вектору x ставится в соответствие функция f :
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Первый метод. Как известно, при отождествлении V с V ∗ каждому

вектору x ставится в соответствие функция f : f (y) = (y, x).
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Первый метод. Как известно, при отождествлении V с V ∗ каждому

вектору x ставится в соответствие функция f : f (y) = (y, x).
Координаты векторов из Б∗ удобнее искать в естественном базисе
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Первый метод. Как известно, при отождествлении V с V ∗ каждому

вектору x ставится в соответствие функция f : f (y) = (y, x).
Координаты векторов из Б∗ удобнее искать в естественном базисе

Б′ =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 = {h1, h2, h3} .
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Первый метод. Как известно, при отождествлении V с V ∗ каждому

вектору x ставится в соответствие функция f : f (y) = (y, x).
Координаты векторов из Б∗ удобнее искать в естественном базисе

Б′ =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 = {h1, h2, h3} .

Итак, пусть e1 = u · h1 + v · h2 + w · h3. По определению взаимного

базиса
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Первый метод. Как известно, при отождествлении V с V ∗ каждому

вектору x ставится в соответствие функция f : f (y) = (y, x).
Координаты векторов из Б∗ удобнее искать в естественном базисе

Б′ =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 = {h1, h2, h3} .

Итак, пусть e1 = u · h1 + v · h2 + w · h3. По определению взаимного

базиса


(
e1, h1

)
= 1,(

e1, h2

)
= 0,(

e1, h3

)
= 0
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Первый метод. Как известно, при отождествлении V с V ∗ каждому

вектору x ставится в соответствие функция f : f (y) = (y, x).
Координаты векторов из Б∗ удобнее искать в естественном базисе

Б′ =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 = {h1, h2, h3} .

Итак, пусть e1 = u · h1 + v · h2 + w · h3. По определению взаимного

базиса


(
e1, h1

)
= 1,(

e1, h2

)
= 0,(

e1, h3

)
= 0


u + w = 1,

u + v + w = 0,

−v + w = 0
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Первый метод. Как известно, при отождествлении V с V ∗ каждому

вектору x ставится в соответствие функция f : f (y) = (y, x).
Координаты векторов из Б∗ удобнее искать в естественном базисе

Б′ =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 = {h1, h2, h3} .

Решая полученную систему


u + w = 1,

u + v + w = 0,

−v + w = 0,

получаем искомые ко-

ординаты
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Первый метод. Как известно, при отождествлении V с V ∗ каждому

вектору x ставится в соответствие функция f : f (y) = (y, x).
Координаты векторов из Б∗ удобнее искать в естественном базисе

Б′ =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 = {h1, h2, h3} .

Решая полученную систему


u + w = 1,

u + v + w = 0,

−v + w = 0,

получаем искомые ко-

ординаты
(

2 −1 −1
)
в базисе Б′.
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Первый метод. Как известно, при отождествлении V с V ∗ каждому

вектору x ставится в соответствие функция f : f (y) = (y, x).
Координаты векторов из Б∗ удобнее искать в естественном базисе

Б′ =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 = {h1, h2, h3} .

Получили искомые координаты
(

2 −1 −1
)

в базисе Б′, откуда

e1 =
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Первый метод. Как известно, при отождествлении V с V ∗ каждому

вектору x ставится в соответствие функция f : f (y) = (y, x).
Координаты векторов из Б∗ удобнее искать в естественном базисе

Б′ =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 = {h1, h2, h3} .

Получили искомые координаты
(

2 −1 −1
)

в базисе Б′, откуда

e1 =

 0 2 −1

−2 0 −1

1 1 0

.
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Первый метод. Как известно, при отождествлении V с V ∗ каждому

вектору x ставится в соответствие функция f : f (y) = (y, x).
Координаты векторов из Б∗ удобнее искать в естественном базисе

Б′ =


 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 = {h1, h2, h3} .

Для нахождения e2, e3 надо составить и решить еще две системы ли-
нейных уравнений.
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Второй метод. Мы хотим воспользоваться соответствующей

формулой. Матрица Грама (то есть значение метрического тензора
в базисе Б′, если мы под тензором понимаем тензор-функцию,
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Второй метод. Мы хотим воспользоваться соответствующей

формулой. Матрица Грама (то есть значение метрического тензора
в базисе Б′, если мы под тензором понимаем тензор-функцию, или
просто метрический тензор в базисе Б′, если мы под тензором пони-

маем тензор-массив)
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Второй метод. Мы хотим воспользоваться соответствующей

формулой. Матрица Грама (то есть значение метрического тензора
в базисе Б′, если мы под тензором понимаем тензор-функцию, или
просто метрический тензор в базисе Б′, если мы под тензором пони-

маем тензор-массив) равна (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 ???
t

(сначала составим матрицу из миноров)
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6
t

(сначала составим матрицу из миноров)

64



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 ???
t

(сначала составим матрицу из миноров)

65



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 4
t

(сначала составим матрицу из миноров)

66



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 4 ???
t

(сначала составим матрицу из миноров)

67



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 4 −3
t

(сначала составим матрицу из миноров)

68



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 4 −3

???

t

(сначала составим матрицу из миноров)

69



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 4 −3

4

t

(сначала составим матрицу из миноров)

70



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 4 −3

4 ???

t

(сначала составим матрицу из миноров)

71



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 4 −3

4 3

t

(сначала составим матрицу из миноров)

72



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 4 −3

4 3 ???

t

(сначала составим матрицу из миноров)

73



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 4 −3

4 3 −2

t

(сначала составим матрицу из миноров)

74



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 4 −3

4 3 −2

???

t

(сначала составим матрицу из миноров)

75



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 4 −3

4 3 −2

−3

t

(сначала составим матрицу из миноров)

76



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 4 −3

4 3 −2

−3 ???

t

(сначала составим матрицу из миноров)

77



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 4 −3

4 3 −2

−3 −2

t

(сначала составим матрицу из миноров)

78



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 4 −3

4 3 −2

−3 −2 ???

t

(сначала составим матрицу из миноров)

79



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 4 −3

4 3 −2

−3 −2 2

t

(теперь сменим знаки в соответствующих местах)
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 4 −3

4 3 −2

−3 −2 2

t

(теперь сменим знаки в соответствующих местах)

81



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 −4 −3

−4 3 2

−3 2 2

t

(теперь найдем детерминант)

82



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

 6 −4 −3

−4 3 2

−3 2 2

t

(теперь найдем детерминант)

83



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

2 · 6 + 2 · (−4) + 1 · (−3)

 6 −4 −3

−4 3 2

−3 2 2

t

(теперь найдем детерминант)

84



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

1

 6 −4 −3

−4 3 2

−3 2 2

t

(Проверим)

1 =
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

1

 6 −4 −3

−4 3 2

−3 2 2

t

(Проверим)

1 = 2 · (−4) + 3 · 3 + 0 · 2 =

86



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

1

 6 −4 −3

−4 3 2

−3 2 2

t

(Проверим)

1 = 2 · (−4) + 3 · 3 + 0 · 2 =

87



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

1

 6 −4 −3

−4 3 2

−3 2 2

t

(Проверим)

1 = 2 · (−4) + 3 · 3 + 0 · 2 = 1 · (−3) + 0 · 2 + 2 · 2.
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

1

 6 −4 −3

−4 3 2

−3 2 2

t

(остается выполнить транспонирование)

89



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. (gij) =

 2 2 1

2 3 0

1 0 2

.

Применим метод присоединенной матрицы(
gij
)

= (gij)
−1 =

1

1

 6 −4 −3

−4 3 2

−3 2 2


(остается выполнить транспонирование, что в данном случае упро-
щается симметричностью матрицы)
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. Итак
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 6 −4 −3

−4 3 2

−3 2 2

. Значит, по

соответствующей формуле,

91



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. Итак
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 6 −4 −3

−4 3 2

−3 2 2

. Значит, по

соответствующей формуле,

e1 = g1jej =

92



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. Итак
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 6 −4 −3

−4 3 2

−3 2 2

. Значит, по

соответствующей формуле,

e1 = g1jej = 6 · e1 − 4 · e2 − 3 · e3 =

93



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. Итак
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 6 −4 −3

−4 3 2

−3 2 2

. Значит, по

соответствующей формуле,

e1 = g1jej = 6 · e1 − 4 · e2 − 3 · e3 =

= 6

(
0 1 0
−1 0 1

0 −1 0

)
−4

(
0 1 1
−1 0 1
−1 −1 0

)
−3

(
0 0 −1
0 0 1
1 −1 0

)
=

94



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. Итак
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 6 −4 −3

−4 3 2

−3 2 2

. Значит, по

соответствующей формуле,

e1 = g1jej = 6 · e1 − 4 · e2 − 3 · e3 =

= 6

(
0 1 0
−1 0 1

0 −1 0

)
−4

(
0 1 1
−1 0 1
−1 −1 0

)
−3

(
0 0 −1
0 0 1
1 −1 0

)
=

(
0 2 −1
−2 0 −1

1 1 0

)
.
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. Итак
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 6 −4 −3

−4 3 2

−3 2 2

. Значит, по

соответствующей формуле,

e1 = g1jej = 6 · e1 − 4 · e2 − 3 · e3 =

 0 2 −1

−2 0 −1

1 1 0

 ,

что совпадает с результатом, вычисленным первым методом. Теперь
легко находятся e2, e3.
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. Итак
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 6 −4 −3

−4 3 2

−3 2 2

. Значит, по

соответствующей формуле,

e1 = g1jej =

 0 2 −1

−2 0 −1

1 1 0

 , e2 = g2jej =

 0 −1 1

1 0 1

−1 −1 0

 ,
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).

Второй метод. Итак
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 6 −4 −3

−4 3 2

−3 2 2

. Значит, по

соответствующей формуле,

e1 = g1jej =

 0 2 −1

−2 0 −1

1 1 0

 , e2 = g2jej =

 0 −1 1

1 0 1

−1 −1 0

 ,

e3 = g3jej =

 0 −1 0

1 0 1

0 −1 0

 .
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Осталось выполнить последнее задание: найти матрицу из

V , соответствующую функции f (X) = tr

( 0 1 1
)
·X ·

 1

0

1

.

Для этого проще всего найти координаты функции f в базисе
B =

{
f 1, f 2, f 3

}
пространства V ∗, взаимном к Б, это будут коорди-

наты искомой матрицы в базисе Б∗.
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Осталось выполнить последнее задание: найти матрицу из V , со-

ответствующую функции f (X) = tr

( 0 1 1
)
·X ·

 1

0

1

.

f
(
xi · ei

)
=

100



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Осталось выполнить последнее задание: найти матрицу из V , со-

ответствующую функции f (X) = tr

( 0 1 1
)
·X ·

 1

0

1

.

f
(
xi · ei

)
= f

(
x1 · e1 + x2 · e2 + x3 · e3

)
=

101



Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Осталось выполнить последнее задание: найти матрицу из V , со-

ответствующую функции f (X) = tr

( 0 1 1
)
·X ·

 1

0

1

.

f
(
xi · ei

)
= f

(
x1 · e1 + x2 · e2 + x3 · e3

)
=

= f

 0 x1 + x2 x2 − x3

−x1 − x2 0 x1 + x2 + x3

x3 − x2 −x1 − x2 − x3 0

 =
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Осталось выполнить последнее задание: найти матрицу из V , со-

ответствующую функции f (X) = tr

( 0 1 1
)
·X ·

 1

0

1

.

f
(
xi · ei

)
= f

(
x1 · e1 + x2 · e2 + x3 · e3

)
=

= f

 0 x1 + x2 x2 − x3

−x1 − x2 0 x1 + x2 + x3

x3 − x2 −x1 − x2 − x3 0

 =

= tr(−x2 + 2x3) =
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Осталось выполнить последнее задание: найти матрицу из V , со-

ответствующую функции f (X) = tr

( 0 1 1
)
·X ·

 1

0

1

.

f
(
xi · ei

)
= f

(
x1 · e1 + x2 · e2 + x3 · e3

)
=

= f

 0 x1 + x2 x2 − x3

−x1 − x2 0 x1 + x2 + x3

x3 − x2 −x1 − x2 − x3 0

 =

= tr(−x2 + 2x3) = −x2 + 2x3.
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Осталось выполнить последнее задание: найти матрицу из V , со-

ответствующую функции f (X) = tr

( 0 1 1
)
·X ·

 1

0

1

.

f
(
xi · ei

)
= tr(−x2 + 2x3) = −x2 + 2x3.

Заметим, что операция tr здесь служит только одной цели — она
«извлекает» из матрицы ее единственный элемент.
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Осталось выполнить последнее задание: найти матрицу из V , со-

ответствующую функции f (X) = tr

( 0 1 1
)
·X ·

 1

0

1

.

f
(
xi · ei

)
= tr(−x2 + 2x3) = −x2 + 2x3.

Итак, f (xi · ei) = −x2 + 2x3. С другой стороны,

f = yi · f i = y1 · f 1 + y2 · f 2 + y3 · f 3.
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Осталось выполнить последнее задание: найти матрицу из V , со-

ответствующую функции f (X) = tr

( 0 1 1
)
·X ·

 1

0

1

.

f
(
xi · ei

)
= −x2 + 2x3 = x1 · y1 + x2 · y2 + x3 · y3.

Следовательно,
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Осталось выполнить последнее задание: найти матрицу из V , со-

ответствующую функции f (X) = tr

( 0 1 1
)
·X ·

 1

0

1

.

f
(
xi · ei

)
= −x2 + 2x3 = x1 · y1 + x2 · y2 + x3 · y3.

Следовательно, y1 = 0, y2 = −1, y3 = 2. Итак,
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Осталось выполнить последнее задание: найти матрицу из V , со-

ответствующую функции f (X) = tr

( 0 1 1
)
·X ·

 1

0

1

.

f
(
xi · ei

)
= −x2 + 2x3 = x1 · y1 + x2 · y2 + x3 · y3.

Следовательно, y1 = 0, y2 = −1, y3 = 2. Итак,
f = −f 2 + 2 · f 3. Значит, функции f соответствует матрица
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Осталось выполнить последнее задание: найти матрицу из V , со-

ответствующую функции f (X) = tr

( 0 1 1
)
·X ·

 1

0

1

.

f
(
xi · ei

)
= −x2 + 2x3 = x1 · y1 + x2 · y2 + x3 · y3.

Следовательно, y1 = 0, y2 = −1, y3 = 2. Итак,
f = −f 2 + 2 · f 3. Значит, функции f соответствует матрица

F = −e2 + 2 · e3 =
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Б = {e1, e2, e3} =


 0 1 0

−1 0 1

0 −1 0

 ,

 0 1 1

−1 0 1

−1 −1 0

 ,

 0 0 −1

0 0 1

1 −1 0


(X, Y ) = 0.5 · tr(X · Y t).
Осталось выполнить последнее задание: найти матрицу из V , со-

ответствующую функции f (X) = tr

( 0 1 1
)
·X ·

 1

0

1

.

f
(
xi · ei

)
= −x2 + 2x3 = x1 · y1 + x2 · y2 + x3 · y3.

Следовательно, y1 = 0, y2 = −1, y3 = 2. Итак,
f = −f 2 + 2 · f 3. Значит, функции f соответствует матрица

F = −e2 + 2 · e3 =

 0 −1 −1

1 0 1

1 −1 0

. Вернуться к лекции?
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение.
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. Это прекрасная задача, но у нее есть один недостаток —
ее нельзя решить. Дело в том, что
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. Это прекрасная задача, но у нее есть один недостаток —
ее нельзя решить. Дело в том, что она некорректно поставлена: не
указано, как введено скалярное произведение.
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. Мы решим эту задачу для двух случаев:

1. (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx;

2. (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1).

С чего начнем решение?
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. Мы решим эту задачу для двух случаев:

1. (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx;

2. (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1).

Сначала договоримся, как будем задавать тензор.
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. Мы решим эту задачу для двух случаев:

1. (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx;

2. (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1).

Зададим его, как тензор-массив.
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. Мы решим эту задачу для двух случаев:

1. (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx;

2. (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1).

Зададим его, как тензор-массив. Следовательно, надо выбрать ба-
зис.
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. Мы решим эту задачу для двух случаев:

1. (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx;

2. (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1).

Зададим его, как тензор-массив. Пусть Б =
{
x0, x

}
. Зададим сна-

чала линейный оператор естественным образом — как смешанный
тензор, то есть
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. Мы решим эту задачу для двух случаев:

1. (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx;

2. (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1).

Зададим его, как тензор-массив. Пусть Б =
{
x0, x

}
. Зададим сна-

чала линейный оператор естественным образом — как смешанный
тензор, то есть найдем матрицу этого оператора в этом базисе.
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. Мы решим эту задачу для двух случаев:

1. (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx;

2. (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1).

DБ =
(
Di
•j
)

=

( )
.

Пусть Б =
{
x0, x

}
. Имеем

(
x0
)′

= 0 = 0 · 1 + 0 · x, значит, первый
столбец матрицы D —
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. Мы решим эту задачу для двух случаев:

1. (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx;

2. (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1).

DБ =
(
Di
•j
)

=

( )
.

Пусть Б =
{
x0, x

}
. Имеем

(
x0
)′

= 0 = 0 · 1 + 0 · x, значит, первый
столбец матрицы D — нулевой.
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. Мы решим эту задачу для двух случаев:

1. (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx;

2. (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1).

DБ =
(
Di
•j
)

=

(
0

0

)
.

Пусть Б =
{
x0, x

}
. Имеем

(
x0
)′

= 0 = 0 · 1 + 0 · x, значит, первый
столбец матрицы D — нулевой.
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. Мы решим эту задачу для двух случаев:

1. (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx;

2. (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1).

DБ =
(
Di
•j
)

=

(
0

0

)
.

Пусть Б =
{
x0, x

}
. Далее, x′ = 1 = 1 · x0 + 0 · x, поэтому второй

столбец матрицы D равен
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. Мы решим эту задачу для двух случаев:

1. (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx;

2. (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1).

DБ =
(
Di
•j
)

=

(
0

0

)
.

Пусть Б =
{
x0, x

}
. Далее, x′ = 1 = 1 · x0 + 0 · x, поэтому второй

столбец матрицы D равен
(

1

0

)
.
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. Мы решим эту задачу для двух случаев:

1. (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx;

2. (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1).

DБ =
(
Di
•j
)

=

(
0 1

0 0

)
.

Пусть Б =
{
x0, x

}
. Далее, x′ = 1 = 1 · x0 + 0 · x, поэтому второй

столбец матрицы D равен
(

1

0

)
.
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. Мы решим эту задачу для двух случаев:

1. (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx;

2. (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1).

DБ =
(
Di
•j
)

=

(
0 1

0 0

)
, Б =

{
x0, x

}
.

Теперь приступим к «жонглированию».
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 1) (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx. Дважды ковариантный

метрический тензор в базисе Б =
{
x0, x

}
, очевидно, равен

(gij) =

(
6 3

3 2

)
. По соответствующей формуле получаем, что

(Dij) =
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 1) (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx. Дважды ковариантный

метрический тензор в базисе Б =
{
x0, x

}
, очевидно, равен

(gij) =

(
6 3

3 2

)
. По соответствующей формуле получаем, что

(Dij) =
(
gik ·Dk

•j
)

=
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 1) (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx. Дважды ковариантный

метрический тензор в базисе Б =
{
x0, x

}
, очевидно, равен

(gij) =

(
6 3

3 2

)
. По соответствующей формуле получаем, что

(Dij) =
(
gik ·Dk

•j
)

= (gik) ·
(
Dk
•j
)

=
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 1) (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx. Дважды ковариантный

метрический тензор в базисе Б =
{
x0, x

}
, очевидно, равен

(gij) =

(
6 3

3 2

)
. По соответствующей формуле получаем, что

(Dij) =
(
gik ·Dk

•j
)

= (gik) ·
(
Dk
•j
)

=

(
6 3

3 2

)(
0 1

0 0

)
=
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 1) (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx. Дважды ковариантный

метрический тензор в базисе Б =
{
x0, x

}
, очевидно, равен

(gij) =

(
6 3

3 2

)
. По соответствующей формуле получаем, что

(Dij) =
(
gik ·Dk

•j
)

= (gik) ·
(
Dk
•j
)

=

(
6 3

3 2

)(
0 1

0 0

)
=

(
0 6

0 3

)
.
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 1) (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx.

(
Di
j

)
=

(
0 1

0 0

)
, (Dij) =

(
gik ·Dk

•j
)

=

(
0 6

0 3

)
.

Тензоры Dij и Di
•j явно различны: и координаты, и структура неоди-

наковы. Почему мы говорим, что это один и тот же тензор?
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 1) (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx.

(
Di
j

)
=

(
0 1

0 0

)
, (Dij) =

(
gik ·Dk

•j
)

=

(
0 6

0 3

)
, (gij) =

(
6 3

3 2

)
.

Это массивы координат одного тензор-вектора в разных базисах.
В нашем примере, как нетрудно подсчитать,
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 1) (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx.

(
Di
j

)
=

(
0 1

0 0

)
, (Dij) =

(
gik ·Dk

•j
)

=

(
0 6

0 3

)
, (gij) =

(
6 3

3 2

)
.

Это массивы координат одного тензор-вектора в разных базисах.
В нашем примере, как нетрудно подсчитать, 1 = 6 · e1 + 3 · e2,
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 1) (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx.

(
Di
j

)
=

(
0 1

0 0

)
, (Dij) =

(
gik ·Dk

•j
)

=

(
0 6

0 3

)
, (gij) =

(
6 3

3 2

)
.

Это массивы координат одного тензор-вектора в разных базисах.
В нашем примере, как нетрудно подсчитать, 1 = 6 · e1 + 3 · e2,
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 1) (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx.

(
Di
j

)
=

(
0 1

0 0

)
, (Dij) =

(
gik ·Dk

•j
)

=

(
0 6

0 3

)
, (gij) =

(
6 3

3 2

)
.

Это массивы координат одного тензор-вектора в разных базисах.
В нашем примере, как нетрудно подсчитать, 1 = 6 · e1 + 3 · e2,
x = 3 · e1 + 2 · e2,
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 1) (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx.

(
Di
j

)
=

(
0 1

0 0

)
, (Dij) =

(
gik ·Dk

•j
)

=

(
0 6

0 3

)
, (gij) =

(
6 3

3 2

)
.

Это массивы координат одного тензор-вектора в разных базисах.
В нашем примере, как нетрудно подсчитать, 1 = 6 · e1 + 3 · e2,
x = 3 · e1 + 2 · e2, поэтому
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 1) (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx.

(
Di
j

)
=

(
0 1

0 0

)
, (Dij) =

(
gik ·Dk

•j
)

=

(
0 6

0 3

)
, (gij) =

(
6 3

3 2

)
.

Это массивы координат одного тензор-вектора в разных базисах.
В нашем примере, как нетрудно подсчитать, 1 = 6 · e1 + 3 · e2,
x = 3 · e1 + 2 · e2, поэтому

Di
•j · ei ⊗ ej =

139



Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 1) (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx.

(
Di
j

)
=

(
0 1

0 0

)
, (Dij) =

(
gik ·Dk

•j
)

=

(
0 6

0 3

)
, (gij) =

(
6 3

3 2

)
.

Это массивы координат одного тензор-вектора в разных базисах.
В нашем примере, как нетрудно подсчитать, 1 = 6 · e1 + 3 · e2,
x = 3 · e1 + 2 · e2, поэтому

Di
•j · ei ⊗ ej = e1 ⊗ e2 =
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 1) (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx.

(
Di
j

)
=

(
0 1

0 0

)
, (Dij) =

(
gik ·Dk
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)

=

(
0 6

0 3

)
, (gij) =

(
6 3

3 2

)
.

Это массивы координат одного тензор-вектора в разных базисах.
В нашем примере, как нетрудно подсчитать, 1 = 6 · e1 + 3 · e2,
x = 3 · e1 + 2 · e2, поэтому, по формуле

Di
•j · ei ⊗ ej = e1 ⊗ e2 =
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 1) (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx.

(
Di
j

)
=

(
0 1

0 0

)
, (Dij) =

(
gik ·Dk

•j
)

=

(
0 6

0 3

)
, (gij) =

(
6 3

3 2

)
.

Это массивы координат одного тензор-вектора в разных базисах.
В нашем примере, как нетрудно подсчитать, 1 = 6 · e1 + 3 · e2,
x = 3 · e1 + 2 · e2, поэтому, по формуле

Di
•j · ei ⊗ ej = e1 ⊗ e2 =

(
6 · e1 + 3 · e2

)
⊗ e2 =
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 1) (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx.

(
Di
j

)
=

(
0 1

0 0

)
, (Dij) =

(
gik ·Dk

•j
)

=

(
0 6

0 3

)
, (gij) =

(
6 3

3 2

)
.

Это массивы координат одного тензор-вектора в разных базисах.
В нашем примере, как нетрудно подсчитать, 1 = 6 · e1 + 3 · e2,
x = 3 · e1 + 2 · e2, поэтому, по формуле

Di
•j · ei ⊗ ej = e1 ⊗ e2 =

(
6 · e1 + 3 · e2

)
⊗ e2 =

= 6 · e1 ⊗ e2 + 3 · e2 ⊗ e2 =
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 1) (f, g) = 6 ·
1∫

0

f (x)g(x) dx.

(
Di
j

)
=

(
0 1

0 0

)
, (Dij) =

(
gik ·Dk

•j
)

=

(
0 6

0 3

)
, (gij) =

(
6 3

3 2

)
.

Это массивы координат одного тензор-вектора в разных базисах.
В нашем примере, как нетрудно подсчитать, 1 = 6 · e1 + 3 · e2,
x = 3 · e1 + 2 · e2, поэтому, по формуле

Di
•j · ei ⊗ ej = e1 ⊗ e2 =

(
6 · e1 + 3 · e2

)
⊗ e2 =

= 6 · e1 ⊗ e2 + 3 · e2 ⊗ e2 = Dij · ei ⊗ ej.
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 2) (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1). Проделывая те же

операции, что и в предыдущем случае, получаем:
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 2) (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1). Проделывая те же

операции, что и в предыдущем случае, получаем: (gij) =

(
2 −1

−1 1

)
,
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 2) (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1). Проделывая те же

операции, что и в предыдущем случае, получаем: (gij) =

(
2 −1

−1 1

)
,

(Dij) =
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 2) (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1). Проделывая те же

операции, что и в предыдущем случае, получаем: (gij) =
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 2) (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1). Проделывая те же

операции, что и в предыдущем случае, получаем: (gij) =

(
2 −1

−1 1

)
,

(Dij) =
(
gik ·Dk

•j
)

= (gik)·
(
Dk
•j
)

=

149



Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 2) (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1). Проделывая те же

операции, что и в предыдущем случае, получаем: (gij) =

(
2 −1

−1 1

)
,

(Dij) =
(
gik ·Dk

•j
)

= (gik)·
(
Dk
•j
)

=

(
2 −1

−1 1

)(
0 1

0 0

)
=
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. 2) (f, g) = f (0) · g(0) + f (−1) · g(−1). Проделывая те же

операции, что и в предыдущем случае, получаем: (gij) =

(
2 −1

−1 1

)
,

(Dij) =
(
gik ·Dk

•j
)

= (gik)·
(
Dk
•j
)

=

(
2 −1

−1 1

)(
0 1

0 0

)
=

(
0 2

0 −1

)
.
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. В первом случае получили (Dij) =

(
0 6

0 3

)
,
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. В первом случае получили (Dij) =

(
0 6

0 3

)
, а во втором

случае — (Dij) =

(
0 2

0 −1

)
.
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. В первом случае получили (Dij) =

(
0 6

0 3

)
, а во втором

случае — (Dij) =

(
0 2

0 −1

)
.

Тензор Dij, полученный во втором случае, существенно отличается
от первого. Что это, ошибка?

154



Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. В первом случае получили (Dij) =

(
0 6

0 3

)
, а во втором

случае — (Dij) =

(
0 2

0 −1

)
.

Тензор Dij, полученный во втором случае, существенно отличается
от первого. Что это, ошибка?
Скалярное произведение в первом и во втором случае резко отли-

чаются (метрические тензоры различны), поэтому отождествление
V ∗ с V осуществляется по-разному.
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. В первом случае получили (Dij) =

(
0 6

0 3

)
, а во втором

случае — (Dij) =

(
0 2

0 −1

)
.

Тензору Di
•j соответствует линейный оператор D̂, а тензору Dij —

билинейная форма D. Оказывается, они связаны между собой доста-
точно естественным (с точки зрения теории линейных пространств)
образом.
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Пример 3. Задать линейный оператор дифференцирования в про-
странстве многочленов степени, не выше 1, как дважды ковари-
антный тензор.

Решение. В первом случае получили (Dij) =

(
0 6

0 3

)
, а во втором

случае — (Dij) =

(
0 2

0 −1

)
.

Тензору Di
•j соответствует линейный оператор D̂, а тензору Dij —

билинейная форма D. Нетрудно понять, что для любых x, y ∈ U

D(x, y) =
(
x, D̂(y)

)
.

Вернуться к лекции?
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение.
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. Нетрудно подсчитать, что (gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,

det (gij) = 1. Согласно формуле получаем
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. Нетрудно подсчитать, что (gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,

det (gij) = 1. Согласно формуле получаем

[x, y] =
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. Нетрудно подсчитать, что (gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,

det (gij) = 1. Согласно формуле получаем

[x, y] = eijk · xi · yj · vk =
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. Нетрудно подсчитать, что (gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,

det (gij) = 1. Согласно формуле получаем

[x, y] = eijk · xi · yj · vk =
(
e231 · x2 · y3 + e321 · x3 · y2

)
· v1+

+
(
e132 · x1 · y3 + e312 · x3 · y1

)
· v2 +

(
e123 · x1 · y2 + e213 · x2 · y1

)
· v3 =

162



Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. Нетрудно подсчитать, что (gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,

det (gij) = 1. Согласно формуле получаем

[x, y] = eijk · xi · yj · vk =
(
e231 · x2 · y3 + e321 · x3 · y2

)
· v1+

+
(
e132 · x1 · y3 + e312 · x3 · y1

)
· v2 +

(
e123 · x1 · y2 + e213 · x2 · y1

)
· v3 =

= v1 − v2 + v3.
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. Нетрудно подсчитать, что (gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,

det (gij) = 1. Согласно формуле получаем

[x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3.

Проверим верность результата независимыми расчетами.
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из
дополнительных миноров:
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из

дополнительных миноров:

 ???
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из

дополнительных миноров:

 2


167



Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из

дополнительных миноров:

 2 ???
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из

дополнительных миноров:

 2 1
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из

дополнительных миноров:

 2 1 ???
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из

дополнительных миноров:

 2 1 2
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из

дополнительных миноров:

 2 1 2

???
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из

дополнительных миноров:

 2 1 2

1
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из

дополнительных миноров:

 2 1 2

1 ???
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из

дополнительных миноров:

 2 1 2

1 1
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из

дополнительных миноров:

 2 1 2

1 1 ???
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из

дополнительных миноров:

 2 1 2

1 1 1
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из

дополнительных миноров:

 2 1 2

1 1 1

???
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из

дополнительных миноров:

 2 1 2

1 1 1

2
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из

дополнительных миноров:

 2 1 2

1 1 1

2 ???
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из

дополнительных миноров:

 2 1 2

1 1 1

2 1
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из

дополнительных миноров:

 2 1 2

1 1 1

2 1 ???
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Матрица из

дополнительных миноров:

 2 1 2

1 1 1

2 1 3
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Сменим знаки в

нужных местах, чтобы получить матрицу из миноров:

 2 1 2

1 1 1

2 1 3
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Сменим знаки в

нужных местах, чтобы получить матрицу из миноров:

 2 1 2

1 1 1

2 1 3
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Сменим зна-
ки в нужных местах, чтобы получить матрицу из миноров: 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3



186



Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Осталось транс-
понировать полученную матрицу и найти детерминант исходной

матрицы:

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Осталось транс-
понировать полученную матрицу и найти детерминант исходной

матрицы:

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3

,

det (gij) = 2 · 2 + 1 · (−1) + (−1) · 2 =
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Осталось транс-
понировать полученную матрицу и найти детерминант исходной

матрицы:

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3

,

det (gij) = 2 · 2 + 1 · (−1) + (−1) · 2 = 1
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Осталось транс-
понировать полученную матрицу и найти детерминант исходной

матрицы:

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3

,

det (gij) = 1 =
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Осталось транс-
понировать полученную матрицу и найти детерминант исходной

матрицы:

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3

,

det (gij) = 1 = 1 · (−1) + 2 · 1 + 0 · (−1)
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Осталось транс-
понировать полученную матрицу и найти детерминант исходной

матрицы:

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3

,

det (gij) = 1 =
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 
Применим метод присоединенной матрицы. Осталось транс-
понировать полученную матрицу и найти детерминант исходной

матрицы:

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3

,

det (gij) = 1 = (−1) · 2 + 0 · (−1) + 1 · 3.
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Применим метод присоединенной матрицы. Осталось транс-
понировать полученную матрицу и найти детерминант исходной

матрицы: PA =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3

,

det (gij) = 1.
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Получаем
v1 = 2v1 + (−1)v2 + 2v3 =
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Получаем
v1 = 2v1 + (−1)v2 + 2v3 = 2 (e1 − e2)− (e1 − e3) + 2e2 =

196



Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Получаем
v1 = 2v1 + (−1)v2 + 2v3 = 2 (e1 − e2)− (e1 − e3) + 2e2 = e1 + e3,
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Получаем
v1 = 2 · v1 − v2 + 2 · v3 = e1 + e3,
v2 = −v1 + v2 − v3 =

198



Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Получаем
v1 = 2 · v1 − v2 + 2 · v3 = e1 + e3,
v2 = −v1 + v2 − v3 = − (e1 − e2) + (e1 − e3)− e2 =

199



Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Получаем
v1 = 2 · v1 − v2 + 2 · v3 = e1 + e3,
v2 = −v1 + v2 − v3 = − (e1 − e2) + (e1 − e3)− e2 = −e3
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Получаем
v1 = 2 · v1 − v2 + 2 · v3 = e1 + e3,
v2 = −v1 + v2 − v3 = −e3,
v3 = 2 · v1 − v2 + 3 · v3 =
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Получаем
v1 = 2 · v1 − v2 + 2 · v3 = e1 + e3,
v2 = −v1 + v2 − v3 = −e3,
v3 = 2 · v1 − v2 + 3 · v3 = 2 (e1 − e2)− (e1 − e3) + 3e2 =
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Получаем
v1 = 2 · v1 − v2 + 2 · v3 = e1 + e3,
v2 = −v1 + v2 − v3 = −e3,
v3 = 2 · v1 − v2 + 3 · v3 = 2 (e1 − e2)− (e1 − e3) + 3e2 = e1 + e2 + e3.

203



Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Получаем
v1 = e1 + e3, v2 = −e3, v3 = e1 + e2 + e3.
Следовательно, [x, y] = v1 − v2 + v3 =
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Получаем
v1 = e1 + e3, v2 = −e3, v3 = e1 + e2 + e3.
Следовательно, [x, y] = v1 − v2 + v3 = 2 · e1 + e2 + 3 · e3.
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Следовательно, [x, y] = v1 − v2 + v3 = 2 · e1 + e2 + 3 · e3.
С другой стороны, x = (e1 − e2) + (e1 − e3) =
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Следовательно, [x, y] = v1 − v2 + v3 = 2 · e1 + e2 + 3 · e3.
С другой стороны, x = (e1 − e2) + (e1 − e3) = 2 · e1 − e2 − e3,
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Следовательно, [x, y] = v1 − v2 + v3 = 2 · e1 + e2 + 3 · e3.
С другой стороны, x = (e1 − e2) + (e1 − e3) = 2 · e1 − e2 − e3,
y = (e1 − e3) + e2 =
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Следовательно, [x, y] = v1 − v2 + v3 = 2 · e1 + e2 + 3 · e3.
С другой стороны, x = (e1 − e2) + (e1 − e3) = 2 · e1 − e2 − e3,
y = (e1 − e3) + e2 = e1 + e2 − e3,
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Следовательно, [x, y] = v1 − v2 + v3 = 2 · e1 + e2 + 3 · e3.
С другой стороны, x = 2e1 − e2 − e3, y = e1 + e2 − e3. Поэтому

210



Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Следовательно, [x, y] = v1 − v2 + v3 = 2 · e1 + e2 + 3 · e3.
С другой стороны, x = 2e1 − e2 − e3, y = e1 + e2 − e3. Поэтому

[x, y] =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

2 −1 −1

1 1 −1

∣∣∣∣∣∣ =
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Следовательно, [x, y] = v1 − v2 + v3 = 2 · e1 + e2 + 3 · e3.
С другой стороны, x = 2e1 − e2 − e3, y = e1 + e2 − e3. Поэтому

[x, y] =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

2 −1 −1

1 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = 2 · e1 + e2 + 3 · e3.
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Пример 4. Пусть дан ОНБ {e1, e2, e3}, и v1 = e1 − e2, v2 = e1 − e3,
v3 = e2. Необходимо найти векторное произведение векторов
x = v1 + v2, y = v2 + v3.

Решение. [x, y] = eijk · xi · yj · vk = v1 − v2 + v3,

(gij) =

 2 1 −1

1 2 0

−1 0 1

,
(
gij
)

= (gij)
−1 =

 2 −1 2

−1 1 −1

2 −1 3


Следовательно, [x, y] = v1 − v2 + v3 = 2 · e1 + e2 + 3 · e3.
С другой стороны, x = 2e1 − e2 − e3, y = e1 + e2 − e3. Поэтому

[x, y] =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

2 −1 −1

1 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = 2 · e1 + e2 + 3 · e3.

Еще пример или вернуться к лекции?
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Пример 5. Доказать тождество:

([a, b], [c, d]) = (a, c) · (b, d)− (a, d) · (b, c).

Решение.
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Пример 5. Доказать тождество:

([a, b], [c, d]) = (a, c) · (b, d)− (a, d) · (b, c).

Решение. Зафиксируем произвольный базис. Согласно формуле и
свойству 4) символа Леви-Чивита, получаем

([a, b], [c, d]) = εikl · ak · bl · εipr · cp · dr =
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Пример 5. Доказать тождество:

([a, b], [c, d]) = (a, c) · (b, d)− (a, d) · (b, c).

Решение. Зафиксируем произвольный базис. Согласно формуле и
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= (δpk · δ
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Пример 5. Доказать тождество:

([a, b], [c, d]) = (a, c) · (b, d)− (a, d) · (b, c).

Решение. Зафиксируем произвольный базис. Согласно формуле и
свойству 4) символа Леви-Чивита, получаем

([a, b], [c, d]) = εikl · ak · bl · εipr · cp · dr =

= (δpk · δ
r
l − δrk · δ

p
l ) · a

k · bl · cp · dr = ak · ck · bl · dl − ak · dk · bl · cl =
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Пример 5. Доказать тождество:

([a, b], [c, d]) = (a, c) · (b, d)− (a, d) · (b, c).

Решение. Зафиксируем произвольный базис. Согласно формуле и
свойству 4) символа Леви-Чивита, получаем

([a, b], [c, d]) = εikl · ak · bl · εipr · cp · dr =

= (δpk · δ
r
l − δrk · δ

p
l ) · a

k · bl · cp · dr = ak · ck · bl · dl − ak · dk · bl · cl =

= (a, c) · (b, d)− (a, d) · (b, c),
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Пример 5. Доказать тождество:

([a, b], [c, d]) = (a, c) · (b, d)− (a, d) · (b, c).

Решение. Зафиксируем произвольный базис. Согласно формуле и
свойству 4) символа Леви-Чивита, получаем

([a, b], [c, d]) = εikl · ak · bl · εipr · cp · dr =

= (δpk · δ
r
l − δrk · δ

p
l ) · a

k · bl · cp · dr = ak · ck · bl · dl − ak · dk · bl · cl =

= (a, c) · (b, d)− (a, d) · (b, c),
что и требовалось доказать.

Вернуться к лекции?
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Задачи для самостоятельного решения
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Задача II.1. (Ответ приведен на стр.229.) В евклидовом пространстве
многочленов степени не выше 2 скалярное произведение определено

формулой (p(x); q(x)) =
∞∫
0

e−xp(x)q(x) dx. Найдите базис, взаимный

к базису Б =
{
x0, x, x2

}
.
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Задача II.2. (Ответ приведен на стр.233.) На плоскости геометрических
векторов имеем |e1| = 1/2, |e2| = 4 и ê1, e2 = α. Найти базис Б∗, вза-
имный к базису Б = {e1, e2}.
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Задача III.3. (Ответ приведен на стр.248.) Пусть {e1, e2} —
ОНБ, и в базисе Б = {e1 − e2, e1} тензор T имеет координаты

T (Б) = (T •ji·k) =


(

1 0

−1 0

)
(

0 2

−1 0

)
. Найдите, с помощью жонглирования

индексами, координаты тензоров T ij••k, T
•jk
i , и Tijk.
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Задача III.4. (Ответ приведен на стр.265.) На евклидовом простран-
стве многочленов степени не выше 1 со скалярным произведени-

ем (p, q) =
1∫

0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f (p, q) = p(0)q(0).

Найдите линейный оператор F̂ , соответствующий этой билинейной
форме, то есть оператор, матрица которого получается из матри-
цы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами».
Проверьте, что этот линейный оператор позволяет выразить били-
нейную форму с помощью скалярного произведения следующим об-
разом: f (p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.
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Задача IV.5. (Ответ приведен на стр.289.) В пространстве геометриче-
ских векторов задан базис Б =

{−→e 1,
−→e 2,
−→e 3

}
, где |−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2,

|−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами
−→e 1 и −→e 2 образует угол π4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение
2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите координаты проекции точки с радиус-
вектором

−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.
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Задача IV.6. (Ответ приведен на стр.335.) ABCD — правильный тет-
раэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора

[−→
AB;

−→
AC
]

по базису Б =
{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.
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Ответы и решения
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Решение задачи 1.
Задача 1. В евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное произ-

ведение определено формулой (p(x); q(x)) =
∞∫
0

e−xp(x)q(x) dx. Найдите базис, взаимный к бази-

су Б = {x0, x, x2}.
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Задача 1. В евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное произве-

дение определено формулой (p(x); q(x)) =
∞∫
0

e−xp(x)q(x) dx. Найдите базис, взаимный к бази-

су Б = {x0, x, x2}.
Ответ. Коэффициенты матрицы Грама (дважды коваринтного метрического тензора) мож-

но найти, например, как значения гамма-функции: (gij) =

 1 1 2
1 2 3
2 3 4

.
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Задача 1. В евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное произве-

дение определено формулой (p(x); q(x)) =
∞∫
0

e−xp(x)q(x) dx. Найдите базис, взаимный к бази-

су Б = {x0, x, x2}.
Ответ. Коэффициенты матрицы Грама (дважды коваринтного метрического тензора) мож-

но найти, например, как значения гамма-функции: (gij) =

 1 1 2
1 2 3
2 3 4

.

Получаем (gij) =

 1 −2 1
−2 0 1

1 1 −1

.
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Задача 1. В евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное произве-

дение определено формулой (p(x); q(x)) =
∞∫
0

e−xp(x)q(x) dx. Найдите базис, взаимный к бази-

су Б = {x0, x, x2}.
Ответ. Коэффициенты матрицы Грама (дважды коваринтного метрического тензора) мож-

но найти, например, как значения гамма-функции: (gij) =

 1 1 2
1 2 3
2 3 4

.

Получаем (gij) =

 1 −2 1
−2 0 1

1 1 −1

.

Следовательно, по формуле получения взаимного базиса с помощью метрического
тензора
Б∗ = {1− 2x+ x2, x2 − 2, 1 + x− x2}.
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Решение задачи 2.
Задача 2. На плоскости геометрических векторов имеем |e1| = 1/2, |e2| = 4 и ê1, e2 = α.

Найти базис Б∗, взаимный к базису Б = {e1, e2}.
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Задача 2. На плоскости геометрических векторов имеем |e1| = 1/2, |e2| = 4 и ê1, e2 = α.
Найти базис Б∗, взаимный к базису Б = {e1, e2}.

Ответ.

-−→e 1
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Задача 2. На плоскости геометрических векторов имеем |e1| = 1/2, |e2| = 4 и ê1, e2 = α.
Найти базис Б∗, взаимный к базису Б = {e1, e2}.

Ответ.

-−→e 1
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�
��7
−→e 2

Согласно определению вза-
имного базиса и правилу
отождествления вектора с
линейным функционалом
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Задача 2. На плоскости геометрических векторов имеем |e1| = 1/2, |e2| = 4 и ê1, e2 = α.
Найти базис Б∗, взаимный к базису Б = {e1, e2}.

Ответ.
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= 1,(−→e 1, −→e 2

)
= 0.
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Задача 2. На плоскости геометрических векторов имеем |e1| = 1/2, |e2| = 4 и ê1, e2 = α.
Найти базис Б∗, взаимный к базису Б = {e1, e2}.
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= 0.
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Задача 2. На плоскости геометрических векторов имеем |e1| = 1/2, |e2| = 4 и ê1, e2 = α.
Найти базис Б∗, взаимный к базису Б = {e1, e2}.
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)
= 0,
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Задача 2. На плоскости геометрических векторов имеем |e1| = 1/2, |e2| = 4 и ê1, e2 = α.
Найти базис Б∗, взаимный к базису Б = {e1, e2}.
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−→e 1 = 1,(−→e 1, −→e 2

)
= 0,

238



Задача 2. На плоскости геометрических векторов имеем |e1| = 1/2, |e2| = 4 и ê1, e2 = α.
Найти базис Б∗, взаимный к базису Б = {e1, e2}.
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= 1,(−→e 1, −→e 2

)
= 0,{ ∣∣−→e 1

∣∣ пр−→e 1

−→e 1 = 1,(−→e 1, −→e 2

)
= 0,{

(1/2) пр−→e 1

−→e 1 = 1,(−→e 1, −→e 2

)
= 0,{

пр−→e 1

−→e 1 = 2,(−→e 1, −→e 2

)
= 0,
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Задача 2. На плоскости геометрических векторов имеем |e1| = 1/2, |e2| = 4 и ê1, e2 = α.
Найти базис Б∗, взаимный к базису Б = {e1, e2}.

Ответ.

-
Z

Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
ZZ

pppppppppppppppp
-−→e 1

�
�
�
�
�
�
�
�
��7
−→e 2

Z
Z
Z
Z
Z
Z~−→e 1

Согласно определению вза-
имного базиса и правилу
отождествления вектора с
линейным функционалом{ (−→e 1, −→e 1

)
= 1,(−→e 1, −→e 2

)
= 0,{ ∣∣−→e 1

∣∣ пр−→e 1

−→e 1 = 1,(−→e 1, −→e 2

)
= 0,{

(1/2) пр−→e 1

−→e 1 = 1,(−→e 1, −→e 2

)
= 0,{

пр−→e 1

−→e 1 = 2,(−→e 1, −→e 2

)
= 0,
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Задача 2. На плоскости геометрических векторов имеем |e1| = 1/2, |e2| = 4 и ê1, e2 = α.
Найти базис Б∗, взаимный к базису Б = {e1, e2}.

Ответ.

-
Z

Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
ZZ

pppppppppppppppp
-−→e 1

�
�
�
�
�
�
�
�
��7
−→e 2

Z
Z
Z
Z
Z
Z~−→e 1

Согласно определению вза-
имного базиса и правилу
отождествления вектора с
линейным функционалом{

пр−→e 1

−→e 1 = 2,(−→e 1, −→e 2

)
= 0,{ (−→e 2, −→e 1

)
= 0,(−→e 2, −→e 2

)
= 1,
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Задача 2. На плоскости геометрических векторов имеем |e1| = 1/2, |e2| = 4 и ê1, e2 = α.
Найти базис Б∗, взаимный к базису Б = {e1, e2}.

Ответ.

-
Z

Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
ZZ

pppppppppppppppp
-−→e 1

�
�
�
�
�
�
�
�
��7
−→e 2

Z
Z
Z
Z
Z
Z~−→e 1

Согласно определению вза-
имного базиса и правилу
отождествления вектора с
линейным функционалом{

пр−→e 1

−→e 1 = 2,(−→e 1, −→e 2

)
= 0,{ (−→e 2, −→e 1

)
= 0,(−→e 2, −→e 2

)
= 1,

242



Задача 2. На плоскости геометрических векторов имеем |e1| = 1/2, |e2| = 4 и ê1, e2 = α.
Найти базис Б∗, взаимный к базису Б = {e1, e2}.

Ответ.

-
Z

Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
ZZ

pppppppppppppppp
-−→e 1

�
�
�
�
�
�
�
�
��7
−→e 2

Z
Z
Z
Z
Z
Z~−→e 1

Согласно определению вза-
имного базиса и правилу
отождествления вектора с
линейным функционалом{

пр−→e 1

−→e 1 = 2,(−→e 1, −→e 2

)
= 0,{ (−→e 2, −→e 1

)
= 0,(−→e 2, −→e 2

)
= 1,{ (−→e 2, −→e 1

)
= 0,∣∣−→e 2

∣∣ пр−→e 2

−→e 2 = 1,
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Задача 2. На плоскости геометрических векторов имеем |e1| = 1/2, |e2| = 4 и ê1, e2 = α.
Найти базис Б∗, взаимный к базису Б = {e1, e2}.

Ответ.

-
Z

Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
ZZ

pppppppppppppppp
-−→e 1

�
�
�
�
�
�
�
�
��7
−→e 2

Z
Z
Z
Z
Z
Z~−→e 1

Согласно определению вза-
имного базиса и правилу
отождествления вектора с
линейным функционалом{

пр−→e 1

−→e 1 = 2,(−→e 1, −→e 2

)
= 0,{ (−→e 2, −→e 1

)
= 0,(−→e 2, −→e 2

)
= 1,{ (−→e 2, −→e 1

)
= 0,∣∣−→e 2

∣∣ пр−→e 2

−→e 2 = 1,{ (−→e 2, −→e 1

)
= 0,

4пр−→e 2

−→e 2 = 1,

244



Задача 2. На плоскости геометрических векторов имеем |e1| = 1/2, |e2| = 4 и ê1, e2 = α.
Найти базис Б∗, взаимный к базису Б = {e1, e2}.

Ответ.

-
Z

Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
ZZ

pppppppppppppppp
ppp
-−→e 1

�
�
�
�
�
�
�
�
��7
−→e 2

Z
Z
Z
Z
Z
Z~−→e 1

6

−→e 2

Согласно определению вза-
имного базиса и правилу
отождествления вектора с
линейным функционалом{

пр−→e 1

−→e 1 = 2,(−→e 1, −→e 2

)
= 0,{ (−→e 2, −→e 1

)
= 0,(−→e 2, −→e 2

)
= 1,{ (−→e 2, −→e 1

)
= 0,∣∣−→e 2

∣∣ пр−→e 2

−→e 2 = 1,{ (−→e 2, −→e 1

)
= 0,

4пр−→e 2

−→e 2 = 1,
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Задача 2. На плоскости геометрических векторов имеем |e1| = 1/2, |e2| = 4 и ê1, e2 = α.
Найти базис Б∗, взаимный к базису Б = {e1, e2}.

Ответ.

-
S

S
S

S
S

S
S

S
SS

ppppppppppppppppppppppppppp

pppp-−→e 1

�
�
�
�
�
�
�
�
��>

−→e 2

S
S
S
S
S
S
S
Sw

−→e 1

6
−→e 2

А если изменяется угол α...
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Решение задачи 3.
Задача 3. Пусть {e1, e2} — ОНБ, и в базисе Б = {e1 − e2, e1} тензор T имеет координаты

T (Б) = (T •ji·k) =


(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
. Найдите, с помощью жонглирования индексами, координаты

тензоров T ij
••k, T

•jk
i , и Tijk.

247



Задача 3. Пусть {e1, e2} — ОНБ, и в базисе Б = {e1 − e2, e1} тензор T имеет координаты

T (Б) = (T •ji·k) =


(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
. Найдите, с помощью жонглирования индексами, координаты

тензоров T ij
••k, T

•jk
i , и Tijk.

Ответ. Согласно определениям метрического тензора и матрицы Грама, получаем

G (Б) = (gij) =
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Задача 3. Пусть {e1, e2} — ОНБ, и в базисе Б = {e1 − e2, e1} тензор T имеет координаты

T (Б) = (T •ji·k) =


(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
. Найдите, с помощью жонглирования индексами, координаты

тензоров T ij
••k, T

•jk
i , и Tijk.

Ответ. Согласно определениям метрического тензора и матрицы Грама, получаем

G (Б) = (gij) =

(
2 1
1 1

)
,
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Задача 3. Пусть {e1, e2} — ОНБ, и в базисе Б = {e1 − e2, e1} тензор T имеет координаты

T (Б) = (T •ji·k) =


(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
. Найдите, с помощью жонглирования индексами, координаты

тензоров T ij
••k, T

•jk
i , и Tijk.

Ответ. Согласно определениям метрического тензора и матрицы Грама, получаем

G (Б) = (gij) =

(
2 1
1 1

)
, G (Б) = (gij) =
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Задача 3. Пусть {e1, e2} — ОНБ, и в базисе Б = {e1 − e2, e1} тензор T имеет координаты

T (Б) = (T •ji·k) =


(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
. Найдите, с помощью жонглирования индексами, координаты

тензоров T ij
••k, T

•jk
i , и Tijk.

Ответ. Согласно определениям метрического тензора и матрицы Грама, получаем

G (Б) = (gij) =

(
2 1
1 1

)
, G (Б) = (gij) =

(
1 1
1 2

)
,
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Задача 3. Пусть {e1, e2} — ОНБ, и в базисе Б = {e1 − e2, e1} тензор T имеет координаты

T (Б) = (T •ji·k) =


(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
. Найдите, с помощью жонглирования индексами, координаты

тензоров T ij
••k, T

•jk
i , и Tijk.

Ответ. Согласно определениям метрического тензора и матрицы Грама, получаем

G (Б) = (gij) =

(
2 1
1 1

)
, G (Б) = (gij) =

(
1 1
1 2

)
, поэтому
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Задача 3. Пусть {e1, e2} — ОНБ, и в базисе Б = {e1 − e2, e1} тензор T имеет координаты

T (Б) = (T •ji·k) =


(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
. Найдите, с помощью жонглирования индексами, координаты

тензоров T ij
••k, T

•jk
i , и Tijk.

Ответ. Согласно определениям метрического тензора и матрицы Грама, получаем

G (Б) = (gij) =

(
2 1
1 1

)
, G (Б) = (gij) =

(
1 1
1 2

)
, поэтому

(
T ij
••k
)

=

253



Задача 3. Пусть {e1, e2} — ОНБ, и в базисе Б = {e1 − e2, e1} тензор T имеет координаты

T (Б) = (T •ji·k) =


(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
. Найдите, с помощью жонглирования индексами, координаты

тензоров T ij
••k, T

•jk
i , и Tijk.

Ответ. Согласно определениям метрического тензора и матрицы Грама, получаем

G (Б) = (gij) =

(
2 1
1 1

)
, G (Б) = (gij) =

(
1 1
1 2

)
, поэтому

(
T ij
••k
)

=
(
gipT •jp·k

)
=

254



Задача 3. Пусть {e1, e2} — ОНБ, и в базисе Б = {e1 − e2, e1} тензор T имеет координаты

T (Б) = (T •ji·k) =


(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
. Найдите, с помощью жонглирования индексами, координаты

тензоров T ij
••k, T

•jk
i , и Tijk.

Ответ. Согласно определениям метрического тензора и матрицы Грама, получаем

G (Б) = (gij) =

(
2 1
1 1

)
, G (Б) = (gij) =

(
1 1
1 2

)
, поэтому

(
T ij
••k
)

=
(
gipT •jp·k

)
=

(
1 1
1 2

)
(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
 =

255



Задача 3. Пусть {e1, e2} — ОНБ, и в базисе Б = {e1 − e2, e1} тензор T имеет координаты

T (Б) = (T •ji·k) =


(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
. Найдите, с помощью жонглирования индексами, координаты

тензоров T ij
••k, T

•jk
i , и Tijk.

Ответ. Согласно определениям метрического тензора и матрицы Грама, получаем

G (Б) = (gij) =

(
2 1
1 1

)
, G (Б) = (gij) =

(
1 1
1 2

)
, поэтому

(
T ij
••k
)

=
(
gipT •jp·k

)
=

(
1 1
1 2

)
(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
 =

 1 ·
(

1 0
−1 0

)
+

 =
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Задача 3. Пусть {e1, e2} — ОНБ, и в базисе Б = {e1 − e2, e1} тензор T имеет координаты

T (Б) = (T •ji·k) =


(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
. Найдите, с помощью жонглирования индексами, координаты

тензоров T ij
••k, T

•jk
i , и Tijk.

Ответ. Согласно определениям метрического тензора и матрицы Грама, получаем

G (Б) = (gij) =

(
2 1
1 1

)
, G (Б) = (gij) =

(
1 1
1 2

)
, поэтому

(
T ij
••k
)

=
(
gipT •jp·k

)
=

(
1 1
1 2

)
(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
 =

 1 ·
(

1 0
−1 0

)
+ 1 ·

(
0 2
−1 0

)  =

257



Задача 3. Пусть {e1, e2} — ОНБ, и в базисе Б = {e1 − e2, e1} тензор T имеет координаты

T (Б) = (T •ji·k) =


(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
. Найдите, с помощью жонглирования индексами, координаты

тензоров T ij
••k, T

•jk
i , и Tijk.

Ответ. Согласно определениям метрического тензора и матрицы Грама, получаем

G (Б) = (gij) =

(
2 1
1 1

)
, G (Б) = (gij) =

(
1 1
1 2

)
, поэтому

(
T ij
••k
)

=
(
gipT •jp·k

)
=

(
1 1
1 2

)
(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
 =

 1 ·
(

1 0
−1 0

)
+ 1 ·

(
0 2
−1 0

)
1 ·
(

1 0
−1 0

)
+ 2 ·

(
0 2
−1 0

)
 =

258



Задача 3. Пусть {e1, e2} — ОНБ, и в базисе Б = {e1 − e2, e1} тензор T имеет координаты

T (Б) = (T •ji·k) =


(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
. Найдите, с помощью жонглирования индексами, координаты

тензоров T ij
••k, T

•jk
i , и Tijk.

Ответ. Согласно определениям метрического тензора и матрицы Грама, получаем

G (Б) = (gij) =

(
2 1
1 1

)
, G (Б) = (gij) =

(
1 1
1 2

)
, поэтому

(
T ij
••k
)

=
(
gipT •jp·k

)
=

(
1 1
1 2

)
(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
 =

 1 ·
(

1 0
−1 0

)
+ 1 ·

(
0 2
−1 0

)
1 ·
(

1 0
−1 0

)
+ 2 ·

(
0 2
−1 0

)
 =

=


(

1 2
−2 0

)
(

1 4
−3 0

)
 ,

259



Задача 3. Пусть {e1, e2} — ОНБ, и в базисе Б = {e1 − e2, e1} тензор T имеет координаты

T (Б) = (T •ji·k) =


(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
. Найдите, с помощью жонглирования индексами, координаты

тензоров T ij
••k, T

•jk
i , и Tijk.

Ответ. Согласно определениям метрического тензора и матрицы Грама, получаем

G (Б) = (gij) =

(
2 1
1 1

)
, G (Б) = (gij) =

(
1 1
1 2

)
, поэтому

(
T ij
••k
)

=
(
gipT •jp·k

)
=


(

1 2
−2 0

)
(

1 4
−3 0

)
 ,

(
T •jki

)
=
(
T •ji•pg

pk
)

=

260



Задача 3. Пусть {e1, e2} — ОНБ, и в базисе Б = {e1 − e2, e1} тензор T имеет координаты

T (Б) = (T •ji·k) =


(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
. Найдите, с помощью жонглирования индексами, координаты

тензоров T ij
••k, T

•jk
i , и Tijk.

Ответ. Согласно определениям метрического тензора и матрицы Грама, получаем

G (Б) = (gij) =

(
2 1
1 1

)
, G (Б) = (gij) =

(
1 1
1 2

)
, поэтому

(
T ij
••k
)

=
(
gipT •jp·k

)
=


(

1 2
−2 0

)
(

1 4
−3 0

)
 ,

(
T •jki

)
=
(
T •ji•pg

pk
)

=


(

1 0
−1 0

)(
1 1
1 2

)
(

0 2
−1 0

)(
1 1
1 2

)
 =

261



Задача 3. Пусть {e1, e2} — ОНБ, и в базисе Б = {e1 − e2, e1} тензор T имеет координаты

T (Б) = (T •ji·k) =


(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
. Найдите, с помощью жонглирования индексами, координаты

тензоров T ij
••k, T

•jk
i , и Tijk.

Ответ. Согласно определениям метрического тензора и матрицы Грама, получаем

G (Б) = (gij) =

(
2 1
1 1

)
, G (Б) = (gij) =

(
1 1
1 2

)
, поэтому

(
T ij
••k
)

=
(
gipT •jp·k

)
=


(

1 2
−2 0

)
(

1 4
−3 0

)
 ,

(
T •jki

)
=
(
T •ji•pg

pk
)

=


(

1 0
−1 0

)(
1 1
1 2

)
(

0 2
−1 0

)(
1 1
1 2

)
 =


(

1 1
−1 −1

)
(

2 4
−1 −1

)
 ,

262



Задача 3. Пусть {e1, e2} — ОНБ, и в базисе Б = {e1 − e2, e1} тензор T имеет координаты

T (Б) = (T •ji·k) =


(

1 0
−1 0

)
(

0 2
−1 0

)
. Найдите, с помощью жонглирования индексами, координаты

тензоров T ij
••k, T

•jk
i , и Tijk.

Ответ. Согласно определениям метрического тензора и матрицы Грама, получаем

G (Б) = (gij) =

(
2 1
1 1

)
, G (Б) = (gij) =

(
1 1
1 2

)
, поэтому

(
T ij
••k
)

=
(
gipT •jp·k

)
=


(

1 2
−2 0

)
(

1 4
−3 0

)
 ,

(
T •jki

)
=
(
T •ji•pg

pk
)

=


(

1 0
−1 0

)(
1 1
1 2

)
(

0 2
−1 0

)(
1 1
1 2

)
 =


(

1 1
−1 −1

)
(

2 4
−1 −1

)
 ,

(Tijk) = (T •pi•kgpj) =


(

2 1
1 1

)(
1 0
−1 0

)
(

2 1
1 1

)(
0 2
−1 0

)
 =


(

1 0
0 0

)
(
−1 4
−1 2

)
 .
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Решение задачи 4.
Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным

произведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите ли-

нейный оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица ко-
торого получается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами».
Проверьте, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью
скалярного произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

264



Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений.
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти?
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Линейный
оператор.
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Линейный
оператор. В каком виде представим ответ?
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Линейный
оператор. В каком виде представим ответ? Укажем матрицу этого оператора в каком-либо
базисе.
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Линейный
оператор. В каком виде представим ответ? Укажем матрицу этого оператора в каком-либо
базисе. Введем переменные или найдем «объект» конструктивно.
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Линейный
оператор. В каком виде представим ответ? Укажем матрицу этого оператора в каком-либо
базисе. Введем переменные или найдем «объект» конструктивно. Введем естественный базис
Б = {x0, x}. Имеем согласно определению метрического тензора и определению скалярно-
го произведения в рассматриваемом пространстве

ΓБ = G(Б) = (gij) =

271



Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Линейный
оператор. В каком виде представим ответ? Укажем матрицу этого оператора в каком-либо
базисе. Введем переменные или найдем «объект» конструктивно. Введем естественный базис
Б = {x0, x}. Имеем согласно определению метрического тензора и определению скалярно-
го произведения в рассматриваемом пространстве

ΓБ = G(Б) = (gij) =


∫ 1

0

x0x0 dx

 =
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Линейный
оператор. В каком виде представим ответ? Укажем матрицу этого оператора в каком-либо
базисе. Введем переменные или найдем «объект» конструктивно. Введем естественный базис
Б = {x0, x}. Имеем согласно определению метрического тензора и определению скалярно-
го произведения в рассматриваемом пространстве

ΓБ = G(Б) = (gij) =


∫ 1

0

x0x0 dx

∫ 1

0

x0x dx

 =
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Линейный
оператор. В каком виде представим ответ? Укажем матрицу этого оператора в каком-либо
базисе. Введем переменные или найдем «объект» конструктивно. Введем естественный базис
Б = {x0, x}. Имеем согласно определению метрического тензора и определению скалярно-
го произведения в рассматриваемом пространстве

ΓБ = G(Б) = (gij) =


∫ 1

0

x0x0 dx

∫ 1

0

x0x dx∫ 1

0

x x0 dx

 =
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Линейный
оператор. В каком виде представим ответ? Укажем матрицу этого оператора в каком-либо
базисе. Введем переменные или найдем «объект» конструктивно. Введем естественный базис
Б = {x0, x}. Имеем согласно определению метрического тензора и определению скалярно-
го произведения в рассматриваемом пространстве

ΓБ = G(Б) = (gij) =


∫ 1

0

x0x0 dx

∫ 1

0

x0x dx∫ 1

0

x x0 dx

∫ 1

0

x x dx

 =
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Линейный
оператор. В каком виде представим ответ? Укажем матрицу этого оператора в каком-либо
базисе. Введем переменные или найдем «объект» конструктивно. Введем естественный базис
Б = {x0, x}. Имеем согласно определению метрического тензора и определению скалярно-
го произведения в рассматриваемом пространстве

ΓБ = G(Б) = (gij) =


∫ 1

0

x0x0 dx

∫ 1

0

x0x dx∫ 1

0

x x0 dx

∫ 1

0

x x dx

 =

(
1 1

2
1
2

1
3

)
,
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Линейный
оператор. В каком виде представим ответ? Укажем матрицу этого оператора в каком-либо
базисе. Введем переменные или найдем «объект» конструктивно. Введем естественный базис
Б = {x0, x}. Имеем согласно определению метрического тензора и определению скалярно-
го произведения в рассматриваемом пространстве

ΓБ = G(Б) = (gij) =


∫ 1

0

x0x0 dx

∫ 1

0

x0x dx∫ 1

0

x x0 dx

∫ 1

0

x x dx

 =

(
1 1

2
1
2

1
3

)
,

G(Б) =
(
gij
)

= Γ−1

Б =

277



Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Линейный
оператор. В каком виде представим ответ? Укажем матрицу этого оператора в каком-либо
базисе. Введем переменные или найдем «объект» конструктивно. Введем естественный базис
Б = {x0, x}. Имеем согласно определению метрического тензора и определению скалярно-
го произведения в рассматриваемом пространстве

ΓБ = G(Б) = (gij) =


∫ 1

0

x0x0 dx

∫ 1

0

x0x dx∫ 1

0

x x0 dx

∫ 1

0

x x dx

 =

(
1 1

2
1
2

1
3

)
,

G(Б) =
(
gij
)

= Γ−1

Б =

(
4 −6
−6 12

)
.
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Б = {x0, x}.

ΓБ = (gij) =

(
1 1

2
1
2

1
3

)
, G(Б) =

(
gij
)

= Γ−1

Б =

(
4 −6
−6 12

)
.

Билинейной форме f соответствует дважды ковариантный тензор

F (Б) = (Fij) =
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Б = {x0, x}.

ΓБ = (gij) =

(
1 1

2
1
2

1
3

)
, G(Б) =

(
gij
)

= Γ−1

Б =

(
4 −6
−6 12

)
.

Билинейной форме f соответствует дважды ковариантный тензор

F (Б) = (Fij) =

(
f (x0, x0) f (x0, x)
f (x, x0) f (x, x)

)
=
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Б = {x0, x}.

ΓБ = (gij) =

(
1 1

2
1
2

1
3

)
, G(Б) =

(
gij
)

= Γ−1

Б =

(
4 −6
−6 12

)
.

Билинейной форме f соответствует дважды ковариантный тензор

F (Б) = (Fij) =

(
f (x0, x0) f (x0, x)
f (x, x0) f (x, x)

)
=

(
1 0
0 0

)
.
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Б = {x0, x}.

ΓБ = (gij) =
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1 1
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1
2

1
3
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gij
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Б =

(
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−6 12

)
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Билинейной форме f соответствует дважды ковариантный тензор

F (Б) = (Fij) =

(
f (x0, x0) f (x0, x)
f (x, x0) f (x, x)

)
=

(
1 0
0 0

)
.

Поэтому, используя «жонглирование индексами», получаем, что линейный оператор F̂ име-
ет в базисе Б матрицу(

F i
•j
)

=
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
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gij
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f (x0, x0) f (x0, x)
f (x, x0) f (x, x)
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=
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Поэтому, используя «жонглирование индексами», получаем, что линейный оператор F̂ име-
ет в базисе Б матрицу(

F i
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=
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)
=
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =
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p, F̂ (q)
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.
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ΓБ = (gij) =
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3

)
, G(Б) =

(
gij
)

= Γ−1

Б =
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.

Билинейной форме f соответствует дважды ковариантный тензор

F (Б) = (Fij) =

(
f (x0, x0) f (x0, x)
f (x, x0) f (x, x)

)
=

(
1 0
0 0
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.

Поэтому, используя «жонглирование индексами», получаем, что линейный оператор F̂ име-
ет в базисе Б матрицу(

F i
•j
)

=
(
gikFkj

)
=

(
4 −6
−6 12

)(
1 0
0 0

)
=

(
4 0
−6 0

)
.

284



Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Б = {x0, x}, ΓБ = (gij) =

(
1 1

2
1
2

1
3

)
, G(Б) = (gij) = Γ−1

Б =

(
4 −6
−6 12

)
.

Билинейной форме f соответствует дважды ковариантный тензор

F (Б) = (Fij) =

(
1 0
0 0

)
,
(
F i
•j
)

=
(
gikF kj

)
=

(
4 0
−6 0

)
.

Равенство f(p, q) =
(
p, F̂ (q)

)
следует из формулы Fij = gikF

k
j .
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Б = {x0, x}, ΓБ = (gij) =

(
1 1

2
1
2

1
3

)
, G(Б) = (gij) = Γ−1

Б =

(
4 −6
−6 12

)
.

Билинейной форме f соответствует дважды ковариантный тензор

F (Б) = (Fij) =

(
1 0
0 0

)
,
(
F i
•j
)

=
(
gikF kj

)
=

(
4 0
−6 0

)
.

Равенство f(p, q) =
(
p, F̂ (q)

)
следует из формулы Fij = gikF

k
j . В самом деле, векторам p и q

соответствуют контравариантные тензоры первого ранга, а именно, тензоры P и Q, каж-
дому базису ставящие в соответствие столбец координат вектора p или, соответственно, q в
этом базисе.
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Задача 4. На евклидовом пространстве многочленов степени не выше 1 со скалярным произ-

ведением (p, q) =
1∫
0

p(x)q(x) dx задана билинейная форма f(p, q) = p(0)q(0). Найдите линейный

оператор F̂ , соответствующий этой билинейной форме, то есть оператор, матрица которого по-
лучается из матрицы билинейной формы f с помощью «жонглирования индексами». Проверь-
те, что этот линейный оператор позволяет выразить билинейную форму с помощью скалярного
произведения следующим образом: f(p, q) =

(
p, F̂ (q)

)
.

Ответ. Б = {x0, x}, ΓБ = (gij) =

(
1 1

2
1
2

1
3

)
, G(Б) = (gij) = Γ−1

Б =

(
4 −6
−6 12

)
.

Билинейной форме f соответствует дважды ковариантный тензор

F (Б) = (Fij) =

(
1 0
0 0

)
,
(
F i
•j
)

=
(
gikF kj

)
=

(
4 0
−6 0

)
.

Равенство f(p, q) =
(
p, F̂ (q)

)
следует из формулы Fij = gikF

k
j . В самом деле, векторам p и q

соответствуют контравариантные тензоры первого ранга, а именно, тензоры P и Q, каж-
дому базису ставящие в соответствие столбец координат вектора p или, соответственно, q в этом
базисе. Поэтому f(p, q) = FijP

iQj и, учитывая формулу, получаем
(
p, F̂ (q)

)
= P igikF

k
j Q

j. Из
формулы Fij = gikF

k
j следует, что

f(p, q) = FijP
iQj = P igikF

k
j Q

j =
(
p, F̂ (q)

)
,

что и требовалось доказать.
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Решение задачи 5.
Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =

{−→e 1,
−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений.
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти?
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Точку.
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Точку. В ка-
ком виде представим ответ?
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Точку. В ка-
ком виде представим ответ? Укажем координаты этой точки.
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Точку. В ка-
ком виде представим ответ? Укажем координаты этой точки. Введем переменные или найдем
«объект» конструктивно.
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Точку. В ка-
ком виде представим ответ? Укажем координаты этой точки. Введем переменные или найдем
«объект» конструктивно. Искомая проекция содержится в пересечении плоскости P с прямой,
проходящей через M перпендикулярно этой плоскости.
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Точку. В ка-
ком виде представим ответ? Укажем координаты этой точки. Введем переменные или найдем
«объект» конструктивно. Искомая проекция содержится в пересечении плоскости P с прямой,
проходящей через M перпендикулярно этой плоскости.
Традиционные методы аналитической геометрии не «срабатывают», так как рассматриваемый
нами базис Б не является ортонормированным. В частности, вектор с координатами (2;−1; 3)
не перпендикулярен плоскости с уравнением 2x− y + 3z + 2 = 0.
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Точку. В ка-
ком виде представим ответ? Укажем координаты этой точки. Введем переменные или найдем
«объект» конструктивно. Искомая проекция содержится в пересечении плоскости P с прямой,
проходящей через M перпендикулярно этой плоскости.
Однако, рассматривая вывод параметрических уравнений прямой, нетрудно убедиться, что век-
тор
−→
l из таблицы, по-прежнему параллелен прямой.
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Точку. В ка-
ком виде представим ответ? Укажем координаты этой точки. Введем переменные или найдем
«объект» конструктивно. Искомая проекция содержится в пересечении плоскости P с прямой,
проходящей через M перпендикулярно этой плоскости.
Однако, рассматривая вывод параметрических уравнений прямой, нетрудно убедиться, что век-
тор
−→
l из таблицы, по-прежнему параллелен прямой и, значит, перпендикулярен плоскости P.

298



Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3
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, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
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2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Используем стратегию составления уравнений. Что надо найти? Точку. В ка-
ком виде представим ответ? Укажем координаты этой точки. Введем переменные или найдем
«объект» конструктивно. Искомая проекция содержится в пересечении плоскости P с прямой,
проходящей через M перпендикулярно этой плоскости.
Однако, рассматривая вывод параметрических уравнений прямой, нетрудно убедиться, что век-
тор
−→
l из таблицы, по-прежнему параллелен прямой и, значит, перпендикулярен плоскости P.

Вектор, перпендикулярный к плоскости P, можно найти как ненулевое векторное произведе-
ние двух векторов, параллельных этой плоскости, которое найдем по формуле, использующей
тензор Леви-Чивита. Подберем три точки на этой плоскости, не лежащие на одной прямой,
то есть три решения уравнения 2x− y + 3z + 2 = 0. Например, можно взять
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прямой, то есть три решения уравнения 2x− y + 3z + 2 = 0. Например, можно взять A(0; 2; 0),
B(1; 1;−1), C(−1; 0; 0).
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B(1; 1;−1), C(−1; 0; 0). При этом

{ −→
AB = e1 − e2 − e3−−→
BC = −2e1 − e2 + e3

. Согласно формуле, координаты

(z1; z2; z3) вектора
[−→
AB,
−−→
BC
]
равны zk = eijk · xi · yj, где xi, yj — ковариантные координаты век-

торов, соответственно,
−→
AB,
−−→
BC.
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G (Б) = (gij) =
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1 4 2
1 2 2

 , g = |G (Б)| =
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Согласно определению тензора Леви-Чивита

(
eijk
)

=
(√

g−1 · εijk
)

=
1√
2



 0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 0 1 0
−1 0 0

0 0 0




.
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Ответ. Согласно формуле жонглирования индексами,

(xi) = (gimx
m) =
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 =
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Найдем координаты векторного произведения:
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|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Согласно формуле жонглирования индексами,

(xi) = (gimx
m) = (gim) (xm) =

 1 1 1
1 4 2
1 2 2

 1
−1
−1

 =

 −1
−5
−3

 ,

(yi) = (gimy
m) = (gim) (ym) =

 1 1 1
1 4 2
1 2 2

 −2
−1

1

 =

 −2
−4
−2

 .

Найдем координаты векторного произведения:

(
zk
)

=
(
eijkxiyj

)
=
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Согласно формуле жонглирования индексами,

(xi) = (gimx
m) = (gim) (xm) =

 1 1 1
1 4 2
1 2 2

 1
−1
−1

 =

 −1
−5
−3

 ,

(yi) = (gimy
m) = (gim) (ym) =

 1 1 1
1 4 2
1 2 2

 −2
−1

1

 =

 −2
−4
−2

 .

Найдем координаты векторного произведения:

(
zk
)

=
(
eijkxiyj

)
=
(
ekijxiyj

)
=

319



Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Согласно формуле жонглирования индексами,

(xi) = (gimx
m) = (gim) (xm) =

 1 1 1
1 4 2
1 2 2

 1
−1
−1

 =

 −1
−5
−3

 ,

(yi) = (gimy
m) = (gim) (ym) =

 1 1 1
1 4 2
1 2 2

 −2
−1

1

 =

 −2
−4
−2

 .

Найдем координаты векторного произведения:

(
zk
)

=
(
eijkxiyj

)
=
(
ekijxiyj

)
=

1√
2



(
−1 −5 −3

) 0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 −2
−4
−2


(
−1 −5 −3

) 0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 −2
−4
−2


(
−1 −5 −3

) 0 1 0
−1 0 0

0 0 0

 −2
−4
−2




=
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Согласно формуле жонглирования индексами,

(xi) = (gimx
m) = (gim) (xm) =

 1 1 1
1 4 2
1 2 2

 1
−1
−1

 =

 −1
−5
−3

 ,

(yi) = (gimy
m) = (gim) (ym) =

 1 1 1
1 4 2
1 2 2

 −2
−1

1

 =

 −2
−4
−2

 .

Найдем координаты векторного произведения:

(
zk
)

=
(
eijkxiyj

)
=
(
ekijxiyj

)
=

1√
2



(
−1 −5 −3

) 0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 −2
−4
−2


(
−1 −5 −3

) 0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 −2
−4
−2


(
−1 −5 −3

) 0 1 0
−1 0 0

0 0 0

 −2
−4
−2




=
√

2

 −1
2
−3

 .
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Согласно формуле жонглирования индексами,

(xi) =

 −1
−5
−3

 , (yi) =

 −2
−4
−2

 ,
(
zk
)

=
(
ekijxiyj

)
=
√

2

 −1
2
−3

 .

Таким образом, плоскости P перпендикулярен вектор
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Согласно формуле жонглирования индексами,

(xi) =

 −1
−5
−3

 , (yi) =

 −2
−4
−2

 ,
(
zk
)

=
(
ekijxiyj

)
=
√

2

 −1
2
−3

 .

Таким образом, плоскости P перпендикулярен вектор
−→
l = eijkxiyjek = −e1 + 2e2 − 3e3 (мы

уменьшили длину векторного произведения в
√

2 раз).
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Согласно формуле жонглирования индексами,

(xi) =

 −1
−5
−3

 , (yi) =

 −2
−4
−2

 ,
(
zk
)

=
(
ekijxiyj

)
=
√

2

 −1
2
−3

 .

Таким образом, плоскости P перпендикулярен вектор
−→
l = eijkxiyjek = −e1 + 2e2 − 3e3 (мы

уменьшили длину векторного произведения в
√

2 раз). Параметрические уравнения пря-

мой, проходящей через точку M перпендикулярно к плоскости P имеют вид

 x = −4− t,
y = 5 + 2t,
z = −5− 3t.
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Согласно формуле жонглирования индексами,

(xi) =

 −1
−5
−3

 , (yi) =

 −2
−4
−2

 ,
(
zk
)

=
(
ekijxiyj

)
=
√

2

 −1
2
−3

 .

Таким образом, плоскости P перпендикулярен вектор
−→
l = eijkxiyjek = −e1 + 2e2 − 3e3 (мы

уменьшили длину векторного произведения в
√

2 раз). Параметрические уравнения пря-

мой, проходящей через точку M перпендикулярно к плоскости P имеют вид

 x = −4− t,
y = 5 + 2t,
z = −5− 3t.

Координаты искомой точки удовлетворяют и этим уравнениям и уравнению плоскости P:
x = −4− t,
y = 5 + 2t,
z = −5− 3t,
2x− y + 3z + 2 = 0.
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Согласно формуле жонглирования индексами,

(xi) =

 −1
−5
−3

 , (yi) =

 −2
−4
−2

 ,
(
zk
)

=
(
ekijxiyj

)
=
√

2

 −1
2
−3

 .

Таким образом, плоскости P перпендикулярен вектор
−→
l = eijkxiyjek = −e1 + 2e2 − 3e3 (мы

уменьшили длину векторного произведения в
√

2 раз). Параметрические уравнения пря-

мой, проходящей через точку M перпендикулярно к плоскости P имеют вид

 x = −4− t,
y = 5 + 2t,
z = −5− 3t.

Координаты искомой точки удовлетворяют и этим уравнениям и уравнению плоскости P:
x = −4− t,
y = 5 + 2t,
z = −5− 3t,
2x− y + 3z + 2 = 0.

Эта система легко решается: 2(−4− t)− (5 + 2t) + 3(−5− 3t) + 2 = 0,
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Согласно формуле жонглирования индексами,

(xi) =

 −1
−5
−3

 , (yi) =

 −2
−4
−2

 ,
(
zk
)

=
(
ekijxiyj

)
=
√

2

 −1
2
−3

 .

Таким образом, плоскости P перпендикулярен вектор
−→
l = eijkxiyjek = −e1 + 2e2 − 3e3 (мы

уменьшили длину векторного произведения в
√

2 раз). Параметрические уравнения пря-

мой, проходящей через точку M перпендикулярно к плоскости P имеют вид

 x = −4− t,
y = 5 + 2t,
z = −5− 3t.

Координаты искомой точки удовлетворяют и этим уравнениям и уравнению плоскости P:
x = −4− t,
y = 5 + 2t,
z = −5− 3t,
2x− y + 3z + 2 = 0.

Эта система легко решается: 2(−4− t)− (5 + 2t) + 3(−5− 3t) + 2 = 0,

−13t = 26,
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Согласно формуле жонглирования индексами,

(xi) =

 −1
−5
−3

 , (yi) =

 −2
−4
−2

 ,
(
zk
)

=
(
ekijxiyj

)
=
√

2

 −1
2
−3

 .

Таким образом, плоскости P перпендикулярен вектор
−→
l = eijkxiyjek = −e1 + 2e2 − 3e3 (мы

уменьшили длину векторного произведения в
√

2 раз). Параметрические уравнения пря-

мой, проходящей через точку M перпендикулярно к плоскости P имеют вид

 x = −4− t,
y = 5 + 2t,
z = −5− 3t.

Координаты искомой точки удовлетворяют и этим уравнениям и уравнению плоскости P:
x = −4− t,
y = 5 + 2t,
z = −5− 3t,
2x− y + 3z + 2 = 0.

Эта система легко решается: 2(−4− t)− (5 + 2t) + 3(−5− 3t) + 2 = 0,

−13t = 26, то есть t = −2. Следовательно,

 x =
y =
z =
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Согласно формуле жонглирования индексами,

(xi) =

 −1
−5
−3

 , (yi) =

 −2
−4
−2

 ,
(
zk
)

=
(
ekijxiyj

)
=
√

2

 −1
2
−3

 .

Таким образом, плоскости P перпендикулярен вектор
−→
l = eijkxiyjek = −e1 + 2e2 − 3e3 (мы

уменьшили длину векторного произведения в
√

2 раз). Параметрические уравнения пря-

мой, проходящей через точку M перпендикулярно к плоскости P имеют вид

 x = −4− t,
y = 5 + 2t,
z = −5− 3t.

Координаты искомой точки удовлетворяют и этим уравнениям и уравнению плоскости P:
x = −4− t,
y = 5 + 2t,
z = −5− 3t,
2x− y + 3z + 2 = 0.

Эта система легко решается: 2(−4− t)− (5 + 2t) + 3(−5− 3t) + 2 = 0,

−13t = 26, то есть t = −2. Следовательно,

 x = −4− (−2) =
y = 5 + 2 · (−2) =
z = −5− 3 · (−2) =
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Согласно формуле жонглирования индексами,

(xi) =

 −1
−5
−3

 , (yi) =

 −2
−4
−2

 ,
(
zk
)

=
(
ekijxiyj

)
=
√

2

 −1
2
−3

 .

Таким образом, плоскости P перпендикулярен вектор
−→
l = eijkxiyjek = −e1 + 2e2 − 3e3 (мы

уменьшили длину векторного произведения в
√

2 раз). Параметрические уравнения пря-

мой, проходящей через точку M перпендикулярно к плоскости P имеют вид

 x = −4− t,
y = 5 + 2t,
z = −5− 3t.

Координаты искомой точки удовлетворяют и этим уравнениям и уравнению плоскости P:
x = −4− t,
y = 5 + 2t,
z = −5− 3t,
2x− y + 3z + 2 = 0.

Эта система легко решается: 2(−4− t)− (5 + 2t) + 3(−5− 3t) + 2 = 0,

−13t = 26, то есть t = −2. Следовательно,

 x = −4− (−2) = −2,
y = 5 + 2 · (−2) = 1,
z = −5− 3 · (−2) = 1.
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Проекция N точки M на плоскость P имеет радиус-вектор −2e1 + e2 + e3.
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Проекция N точки M на плоскость P имеет радиус-вектор −2e1 + e2 + e3.
Проверка. Во-первых, 2 · (−2)− 1 + 3 · 1 + 2 = 0, то есть точка N принадлежит плоскости P.
Во-вторых, если считать, что мы верно нашли два вектора, параллельных плоскости P:−→
AB = e1 − e2 − e3,

−−→
BC = −2e1 − e2 + e3, то вектор

−−→
MN = −4e1 + 5e2 − 5e3 − (−2e1 + e2 + e3) = −2e1 + 4e2 − 6e3

должен быть ортогонален векторам
−→
AB и

−−→
BC. Проверим это с помощью формулы1:

1В тензорных обозначениях это свойство метрического тензора.
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Задача 5. В пространстве геометрических векторов задан базис Б =
{−→e 1,

−→e 2,
−→e 3

}
, где

|−→e 1| = 1, |−→e 2| = 2, |−→e 3| =
√

2, угол между −→e 1 и −→e 2 равен π
3 , вектор

−→e 3 с векторами −→e 1 и
−→e 2 образует угол π

4 . В базисе Б плоскость P имеет уравнение 2x− y + 3z + 2 = 0. Найдите

координаты проекции точки с радиус-вектором
−−→
OM = −4e1 + 5e2 − 5e3 на плоскость P.

Ответ. Проекция N точки M на плоскость P имеет радиус-вектор −2e1 + e2 + e3.
Проверка. Во-первых, 2 · (−2)− 1 + 3 · 1 + 2 = 0, то есть точка N принадлежит плоскости P.
Во-вторых, если считать, что мы верно нашли два вектора, параллельных плоскости P:−→
AB = e1 − e2 − e3,

−−→
BC = −2e1 − e2 + e3, то вектор

−−→
MN = −4e1 + 5e2 − 5e3 − (−2e1 + e2 + e3) = −2e1 + 4e2 − 6e3

должен быть ортогонален векторам
−→
AB и

−−→
BC. Проверим это с помощью формулы:

(
−2 4 −6

) 1 1 1
1 4 2
1 2 2

 1
−1
−1

 =
(
−4 2 −6

) 1
−1
−1

 = 0,

(
−2 4 −6

) 1 1 1
1 4 2
1 2 2

 −2
−1

1

 =
(
−4 2 −6

) −2
−1

1

 = 0,

чего и следовало ожидать.
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Решение задачи 6.
Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение век-

тора
[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.
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Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим
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Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

336



Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkx
iyjek = eijkx

iyjgkmem = zmem.
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Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkx
iyjek = eijkx

iyjgkmem = zmem. z1

z2

z3

 = (zm) =
(
eijkx

iyjgkm
)

=
(
gkm
) (
eijkx

iyj
)

=
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Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkx
iyjek = eijkx

iyjgkmem = zmem. z1

z2

z3

 = (zm) =
(
eijkx

iyjgkm
)

=
(
gkm
) (
eijkx

iyj
)

=

=

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 eij1x
iyj

eij2x
iyj

eij3x
iyj

 =
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Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkx
iyjek = eijkx

iyjgkmem = zmem. z1

z2

z3

 = (zm) =
(
eijkx

iyjgkm
)

=
(
gkm
) (
eijkx

iyj
)

=

=

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 eij1x
iyj

eij2x
iyj

eij3x
iyj

 =

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 e231x
2y3 + e321x

3y2

e312x
3y1 + e132x

1y3

e123x
1y2 + e213x

2y1

 =
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Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkx
iyjek = eijkx

iyjgkmem = zmem. z1

z2

z3

 = (zm) =
(
eijkx

iyjgkm
)

=
(
gkm
) (
eijkx

iyj
)

=

=

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 eij1x
iyj

eij2x
iyj

eij3x
iyj

 =

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 e231x
2y3 + e321x

3y2

e312x
3y1 + e132x

1y3

e123x
1y2 + e213x

2y1

 =

Найдем обратную матрицу методом присоединенной матрицы: 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1

=
1

 t

Сначала составим матрицу из дополнительных миноров элементов матрицы Грама (дважды
ковариантного метрического тензора)...
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Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkx
iyjek = eijkx

iyjgkmem = zmem. z1

z2

z3

 = (zm) =
(
eijkx

iyjgkm
)

=
(
gkm
) (
eijkx

iyj
)

=

=

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 eij1x
iyj

eij2x
iyj

eij3x
iyj

 =

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 e231x
2y3 + e321x

3y2

e312x
3y1 + e132x

1y3

e123x
1y2 + e213x

2y1

 =

Найдем обратную матрицу методом присоединенной матрицы: 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1

=
1

 3/4 1/4 −1/4
1/4 3/4 1/4
−1/4 1/4 3/4

t

Сначала составим матрицу из дополнительных миноров элементов матрицы Грама (дважды
ковариантного метрического тензора)...
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Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkx
iyjek = eijkx

iyjgkmem = zmem. z1

z2

z3

 = (zm) =
(
eijkx

iyjgkm
)

=
(
gkm
) (
eijkx

iyj
)

=

=

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 eij1x
iyj

eij2x
iyj

eij3x
iyj

 =

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 e231x
2y3 + e321x

3y2

e312x
3y1 + e132x

1y3

e123x
1y2 + e213x

2y1

 =

Найдем обратную матрицу методом присоединенной матрицы: 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1

=
1

 3/4 −1/4 −1/4
−1/4 3/4 −1/4
−1/4 −1/4 3/4

t

Сменим знак в соответствующих местах...
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Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkx
iyjek = eijkx

iyjgkmem = zmem. z1

z2

z3

 = (zm) =
(
eijkx

iyjgkm
)

=
(
gkm
) (
eijkx

iyj
)

=

=

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 eij1x
iyj

eij2x
iyj

eij3x
iyj

 =

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 e231x
2y3 + e321x

3y2

e312x
3y1 + e132x

1y3

e123x
1y2 + e213x

2y1

 =

Найдем обратную матрицу методом присоединенной матрицы: 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1

=
1

 3/4 −1/4 −1/4
−1/4 3/4 −1/4
−1/4 −1/4 3/4


Матрица симметричная, поэтому транспонирование ее не изменяет...

344



Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkx
iyjek = eijkx

iyjgkmem = zmem. z1

z2

z3

 = (zm) =
(
eijkx

iyjgkm
)

=
(
gkm
) (
eijkx

iyj
)

=

=

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 eij1x
iyj

eij2x
iyj

eij3x
iyj

 =

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 e231x
2y3 + e321x

3y2

e312x
3y1 + e132x

1y3

e123x
1y2 + e213x

2y1

 =

Найдем обратную матрицу методом присоединенной матрицы: 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1

=
1

 3/4 −1/4 −1/4
−1/4 3/4 −1/4
−1/4 −1/4 3/4


Найдем детерминант: 1 · 3

4
+

1

2

(
−1

4

)
+

1

2

(
−1

4

)
=

1

2
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Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkx
iyjek = eijkx

iyjgkmem = zmem. z1

z2

z3

 = (zm) =
(
eijkx

iyjgkm
)

=
(
gkm
) (
eijkx

iyj
)

=

=

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 eij1x
iyj

eij2x
iyj

eij3x
iyj

 =

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 e231x
2y3 + e321x

3y2

e312x
3y1 + e132x

1y3

e123x
1y2 + e213x

2y1

 =

Найдем обратную матрицу методом присоединенной матрицы: 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1

=
1

 3/4 −1/4 −1/4
−1/4 3/4 −1/4
−1/4 −1/4 3/4


Найдем детерминант: 1 · 3

4
+

1

2

(
−1

4

)
+

1

2

(
−1

4

)
=

1

2
=

1

2

(
−1

4

)
+ 1 ·

(
−3

4

)
+

1

2

(
−1

4

)
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Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkx
iyjek = eijkx

iyjgkmem = zmem. z1

z2

z3

 = (zm) =
(
eijkx

iyjgkm
)

=
(
gkm
) (
eijkx

iyj
)

=

=

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 eij1x
iyj

eij2x
iyj

eij3x
iyj

 =

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 e231x
2y3 + e321x

3y2

e312x
3y1 + e132x

1y3

e123x
1y2 + e213x

2y1

 =

Найдем обратную матрицу методом присоединенной матрицы: 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1

=
1

 3/4 −1/4 −1/4
−1/4 3/4 −1/4
−1/4 −1/4 3/4


Найдем детерминант: 1 · 3

4
+

1

2

(
−1

4

)
+

1

2

(
−1

4

)
=

1

2
=

1

2

(
−1

4

)
+

1

2

(
−1

4

)
+ 1 ·

(
3

4

)
,
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Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkx
iyjek = eijkx

iyjgkmem = zmem. z1

z2

z3

 = (zm) =
(
eijkx

iyjgkm
)

=
(
gkm
) (
eijkx

iyj
)

=

=

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 eij1x
iyj

eij2x
iyj

eij3x
iyj

 =

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 e231x
2y3 + e321x

3y2

e312x
3y1 + e132x

1y3

e123x
1y2 + e213x

2y1

 =

Найдем обратную матрицу методом присоединенной матрицы: 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1

=
1

1/2

 3/4 −1/4 −1/4
−1/4 3/4 −1/4
−1/4 −1/4 3/4
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Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkx
iyjek = eijkx

iyjgkmem = zmem. z1

z2

z3

 = (zm) =
(
eijkx

iyjgkm
)

=
(
gkm
) (
eijkx

iyj
)

=

=

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 eij1x
iyj

eij2x
iyj

eij3x
iyj

 =

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 e231x
2y3 + e321x

3y2

e312x
3y1 + e132x

1y3

e123x
1y2 + e213x

2y1

 =

=

 3/2 −1/2 −1/2
−1/2 3/2 −1/2
−1/2 −1/2 3/2

 1√
2

 1 · x2 · y3 − 1 · x3 · y2

1 · x3 · y1 − 1 · x1 · y3

1 · x1 · y2 − 1 · x2 · y1

 =

349



Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkx
iyjek = eijkx

iyjgkmem = zmem. z1

z2

z3

 = (zm) =
(
eijkx

iyjgkm
)

=
(
gkm
) (
eijkx

iyj
)

=

=

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 eij1x
iyj

eij2x
iyj

eij3x
iyj

 =

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 e231x
2y3 + e321x

3y2

e312x
3y1 + e132x

1y3

e123x
1y2 + e213x

2y1

 =

=

 3/2 −1/2 −1/2
−1/2 3/2 −1/2
−1/2 −1/2 3/2

 1√
2

 1 · 0 · 0 − 1 · 0 · 1
1 · 0 · 0 − 1 · 1 · 0
1 · 1 · 1− 1 · 0 · 0

 =

350



Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkx
iyjek = eijkx

iyjgkmem = zmem. z1

z2

z3

 = (zm) =
(
eijkx

iyjgkm
)

=
(
gkm
) (
eijkx

iyj
)

=

=

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 eij1x
iyj

eij2x
iyj

eij3x
iyj

 =

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 e231x
2y3 + e321x

3y2

e312x
3y1 + e132x

1y3

e123x
1y2 + e213x

2y1

 =

=

 3/2 −1/2 −1/2
−1/2 3/2 −1/2
−1/2 −1/2 3/2

 1√
2

 1 · 0 · 0− 1 · 0 · 1
1 · 0 · 0− 1 · 1 · 0
1 · 1 · 1− 1 · 0 · 0

 =

351



Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkx
iyjek = eijkx

iyjgkmem = zmem. z1

z2

z3

 = (zm) =
(
eijkx

iyjgkm
)

=
(
gkm
) (
eijkx

iyj
)

=

=

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 eij1x
iyj

eij2x
iyj

eij3x
iyj

 =

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 e231x
2y3 + e321x

3y2

e312x
3y1 + e132x

1y3

e123x
1y2 + e213x

2y1

 =

=

 3/2 −1/2 −1/2
−1/2 3/2 −1/2
−1/2 −1/2 3/2

 1√
2

 1 · 0 · 0− 1 · 0 · 1
1 · 0 · 0− 1 · 1 · 0
1 · 1 · 1− 1 · 0 · 0

 =
1√
2

 −1/2
−1/2
3/2

 =

352



Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkx
iyjek = eijkx

iyjgkmem = zmem. z1

z2

z3

 = (zm) =
(
eijkx

iyjgkm
)

=
(
gkm
) (
eijkx

iyj
)

=

=

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 eij1x
iyj

eij2x
iyj

eij3x
iyj

 =

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 e231x
2y3 + e321x

3y2

e312x
3y1 + e132x

1y3

e123x
1y2 + e213x

2y1

 =

=

 3/2 −1/2 −1/2
−1/2 3/2 −1/2
−1/2 −1/2 3/2

 1√
2

 1 · 0 · 0− 1 · 0 · 1
1 · 0 · 0− 1 · 1 · 0
1 · 1 · 1− 1 · 0 · 0

 =
1√
2

 −1/2
−1/2
3/2

 =

 −√2/4

−
√

2/4

3
√

2/4

 .
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Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkx
iyjek = eijkx

iyjgkmem = zmem. z1

z2

z3

 = (zm) =
(
eijkx

iyjgkm
)

=
(
gkm
) (
eijkx

iyj
)

=

=

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 eij1x
iyj

eij2x
iyj

eij3x
iyj

 =

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

−1 e231x
2y3 + e321x

3y2

e312x
3y1 + e132x

1y3

e123x
1y2 + e213x

2y1

 =

=

 3/2 −1/2 −1/2
−1/2 3/2 −1/2
−1/2 −1/2 3/2

 1√
2

 1 · 0 · 0− 1 · 0 · 1
1 · 0 · 0− 1 · 1 · 0
1 · 1 · 1− 1 · 0 · 0

 =
1√
2

 −1/2
−1/2
3/2

 =

 −√2/4

−
√

2/4

3
√

2/4

 .

Следовательно,
[−→
AB;

−→
AC
]

= −
√

2

4

−→
AB −

√
2

4

−→
AC +

3
√

2

4

−−→
AD. Можно было иначе.
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Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Другой способ: согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkxiyjek = zmem. x1

x2

x3

 = (xm) =
(
gmkx

k
)

=

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

 1
0
0

 =

 1
1/2
1/2

 ,

 y1

y2

y3

 = (xm) =
(
gmky

k
)

=

 1 1/2 1/2
1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

 0
1
0

 =

 1/2
1

1/2

 ,
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Задача 6. ABCD — правильный тетраэдр с ребрами длины 1. Найдите разложение вектора[−→
AB;

−→
AC
]
по базису Б =

{−→
AB;

−→
AC;

−−→
AD
}
.

Ответ. Для использования тензорных обозначений введем обозначения: положим e1 =
−→
AB,

e2 =
−→
AC, e3 =

−−→
AD,

−→
AB = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3 = xiei,

−→
AC = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3 = yiei.

Другой способ: согласно формуле вычисления векторного произведения[−→
AB;

−→
AC
]

= eijkxiyjek = zmem. x1

x2

x3

 =

 1
1/2
1/2

 ,

 y1

y2

y3

 =

 1/2
1

1/2

 ,

 z1

z2

z3

 = (zm) =
(
eijkxiyj

)
=

 eij1xiyj

eij2xiyj

eij3xiyj

 =

 e231x2y3 + e321x3y2

e312x3y1 + e132x1y3

e123x1y2 + e213x2y1

 =

=

 √2 · 1
2
· 1

2
−
√

2 · 1
2
· 1√

2 · 1
2
· 1

2
−
√

2 · 1 · 1
2√

2 · 1 · 1−
√

2 · 1
2
· 1

2

 =

 −√2/4

−
√

2/4

3
√

2/4

 .

Следовательно,
[−→
AB;

−→
AC
]

= −
√

2

4

−→
AB −

√
2

4

−→
AC +

3
√

2

4

−−→
AD.
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Спасибо
за

внимание!
e-mail: melnikov@k66.ru, melnikov@r66.ru
сайты: http://melnikov.k66.ru, http://melnikov.web.ur.ru

Вернуться к списку презентаций?
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