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I. Основные определения
В этом разделе часто фактически отождествляется предикат

(предикат-функцию и предикат-высказывание) и соответ-
ствующее ему отношение.
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I.1. Алгебраическая система
Определение 1. Алгебраической системой называется тройка
A = 〈Ω,F,P〉, где Ω — носитель алгебраической системы, F —
множество операций, заданных на множестве Ω, P — множе-
ство предикатов или отношений заданных на множестве Ω.
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I.1. Алгебраическая система
Определение 1. Алгебраической системой называется тройка
A = 〈Ω,F,P〉, где Ω — носитель алгебраической системы, F —
множество операций, заданных на множестве Ω, P — множе-
ство предикатов или отношений заданных на множестве Ω.
При этом множество F ∪ P называется сигнатурой алгебраиче-

ской системы A.
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I.1. Алгебраическая система
Определение 1. Алгебраической системой называется тройка
A = 〈Ω,F,P〉, где Ω — носитель алгебраической системы, F —
множество операций, заданных на множестве Ω, P — множе-
ство предикатов или отношений заданных на множестве Ω.
При этом множество F ∪ P называется сигнатурой алгебраиче-

ской системы A.
Применяется и другая трактовка этого понятия.
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I.1. Алгебраическая система
Определение 2. Сигнатурой называется упорядоченная трой-
ка 〈R,F, µ〉, где R,F — множества, причем R ∩ F = ∅, и
µ : R ∪ F → (N ∪ {0}) — однозначное отображение.
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I.1. Алгебраическая система
Определение 2. Сигнатурой называется упорядоченная трой-
ка 〈R,F, µ〉, где R,F — множества, причем R ∩ F = ∅, и
µ : R ∪ F → (N ∪ {0}) — однозначное отображение.
Предполагается, что R — множество предикатных символов, F —

множество функциональных символов, µ каждому функционально-
му и предикатному символу ставит в соответствие местность (ар-
ность) соответствующей функции или предиката.
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I.1. Алгебраическая система
Определение 3. Упорядоченная пара A = 〈A, νΣ〉 называется ал-
гебраической системой сигнатуры Σ если выполняются следую-
щие условия:

1. A — непустое множество;

2. νΣ — отображение множества R ∪ F в множество отношений
и операций на множестве A;

3. если r ∈ R, то νΣ(r) — это µ(r)-местный предикат на A;

4. если f ∈ F , то νΣ(f ) является µ(f )-местной операцией на A.

Предполагается, что R — множество предикатных символов, F —
множество функциональных символов, µ каждому функционально-
му и предикатному символу ставит в соответствие местность (ар-
ность) соответствующей функции или предиката.
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I.1. Алгебраическая система
Определение 3. Упорядоченная пара A = 〈A, νΣ〉 называется ал-
гебраической системой сигнатуры Σ если выполняются следую-
щие условия:

1. A — непустое множество;

2. νΣ — отображение множества R ∪ F в множество отношений
и операций на множестве A;

3. если r ∈ R, то νΣ(r) — это µ(r)-местный предикат на A;

4. если f ∈ F , то νΣ(f ) является µ(f )-местной операцией на A.

При этом A называется носителем алгебраической системы A, а
νΣ — интерпретацией сигнатуры Σ в A.
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I.1. Алгебраическая система
Определение 3. Упорядоченная пара A = 〈A, νΣ〉 называется ал-
гебраической системой сигнатуры Σ если выполняются следую-
щие условия:

1. A — непустое множество;

2. νΣ — отображение множества R ∪ F в множество отношений
и операций на множестве A;

3. если r ∈ R, то νΣ(r) — это µ(r)-местный предикат на A;

4. если f ∈ F , то νΣ(f ) является µ(f )-местной операцией на A.

Соглашение 1. В дальнейшем мы иногда при задании алгебраиче-
ской системы вместо отношения будем указывать соответству-
ющий ему предикат.

12



I.1. Алгебраическая система
Определение 3. Упорядоченная пара A = 〈A, νΣ〉 называется ал-
гебраической системой сигнатуры Σ если выполняются следую-
щие условия:

1. A — непустое множество;

2. νΣ — отображение множества R ∪ F в множество отношений
и операций на множестве A;

3. если r ∈ R, то νΣ(r) — это µ(r)-местный предикат на A;

4. если f ∈ F , то νΣ(f ) является µ(f )-местной операцией на A.

Рассмотреть пример?
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I.2. Универсальная алгебра и реляционная система
Определение 4. Универсальной алгеброй называется упорядо-
ченная пара A = 〈Ω,F〉, где Ω — носитель алгебры, F — сигнату-
ра алгебры, то есть множество операций, определенных на этой
алгебре.
Иными словами, универсальная алгебра есть алгебраическая си-

стема с пустым набором отношений (предикатов).
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I.2. Универсальная алгебра и реляционная система
Определение 4. Универсальной алгеброй называется упорядо-
ченная пара A = 〈Ω,F〉, где Ω — носитель алгебры, F — сигнату-
ра алгебры, то есть множество операций, определенных на этой
алгебре.

Примеры: полугруппа — это алгебра вида 〈G, {·}〉;
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I.2. Универсальная алгебра и реляционная система
Определение 4. Универсальной алгеброй называется упорядо-
ченная пара A = 〈Ω,F〉, где Ω — носитель алгебры, F — сигнату-
ра алгебры, то есть множество операций, определенных на этой
алгебре.

Примеры: полугруппа — это алгебра вида 〈G, {·}〉;
группа — 〈G, {·, 1}〉;
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I.2. Универсальная алгебра и реляционная система
Определение 4. Универсальной алгеброй называется упорядо-
ченная пара A = 〈Ω,F〉, где Ω — носитель алгебры, F — сигнату-
ра алгебры, то есть множество операций, определенных на этой
алгебре.

Примеры: полугруппа — это алгебра вида 〈G, {·}〉;
группа — 〈G, {·, 1}〉;
поле — алгебра вида 〈P, {+, ·, 0, 1}〉.
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I.2. Универсальная алгебра и реляционная система
Определение 5. Реляционной системой или системой отноше-
ний, или моделью называется упорядоченная пара A = 〈Ω,P〉, где
Ω — носитель реляционной системы, P — множество предика-
тов, определенных на этой реляционной системе.
Иными словами, система отношений есть алгебраическая система

с пустым набором алгебраических операций.
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I.3. Конечные алгебраические системы
В исследованиях частым и очень важным случаем является ситу-

ация, когда носитель алгебраической системы конечен. Алгебраиче-
ская система, носитель которой конечен, называется конечной ал-
гебраической системой. В частности, можно говорить о конечной
универсальной алгебре.
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I.3. Конечные алгебраические системы
В исследованиях частым и очень важным случаем является ситу-

ация, когда носитель алгебраической системы конечен. Алгебраиче-
ская система, носитель которой конечен, называется конечной ал-
гебраической системой. В частности, можно говорить о конечной
универсальной алгебре.

Порядком конечной алгебраической системы A = 〈Ω,F,P〉
называется количество элементов ее носителя. Порядок алгебраиче-
ской системы A обозначается через |A|. В случае, когда вид сигна-
туры универсальной алгебры ясен из контекста, в качестве иденти-
фикатора универсальной алгебры обычно берут идентификатор ее
носителя, то есть говорят «универсальная алгебра Ω» вместо «уни-
версальная алгебра A = 〈Ω,F〉».
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I.4. Частичная система
Определение 6. Частичной системой называется тройка
A = 〈Ω,F,P〉, где Ω — носитель частичной системы, F — мно-
жество частичных операций, заданных на множестве Ω, P —
множество предикатов, заданных на множестве Ω. При этом
множество F ∪ P называется сигнатурой частичной системы
A.
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I.4. Частичная система
Определение 6. Частичной системой называется тройка
A = 〈Ω,F,P〉, где Ω — носитель частичной системы, F — мно-
жество частичных операций, заданных на множестве Ω, P —
множество предикатов, заданных на множестве Ω. При этом
множество F ∪ P называется сигнатурой частичной системы
A.
Важные частные случаи алгебраических систем связаны с ситу-

ацией, когда P = ∅ (универсальные алгебры) и F = ∅ (модели или
реляционные алгебры).
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II. Изоморфизм, гомоморфизм
Мы сейчас определим некоторый тип функций, называемых изо-

морфизмами и гомоморфизмами. Для того чтобы при работе с го-
моморфизмом (изоморфизмом) ϕ избежать громоздких формул ти-
па ϕ(f (x; y)) = ϕ(f ) (ϕ(x);ϕ(y)), мы будем образ элемента t под дей-
ствием ϕ обозначать через tϕ вместо обычного обозначения ϕ(t). На
остальные функции (в частности, на алгебраические операции) это
соглашение распространять не будем. Таким образом, если, напри-
мер, g — трехместная алгебраическая операция, то g(x, y, z) — это
результат применения g к элементам x, y, z, а вот образы элементов
x, g(x, y, z), g под действием гомоморфизма или изоморфизма будем
обозначать через, соответственно, xϕ, (g(x, y, z))ϕ, gϕ.
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II. Изоморфизм, гомоморфизм
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Рассмотрим трехместную операцию f , определенную на носите-

ле A алгебраической системы A = 〈A, {f, . . .} , {P, . . .}〉 и ϕ —
гомоморфизм алгебраической системы A на алгебраическую систе-
му B = 〈B, F , P〉.
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II. Изоморфизм, гомоморфизм
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Рассмотрим трехместную операцию f , определенную на носите-
ле A алгебраической системы A = 〈A, {f, . . .} , {P, . . .}〉 и ϕ —
гомоморфизм алгебраической системы A на алгебраическую систе-
му B = 〈B, F , P〉.

25



II. Изоморфизм, гомоморфизм
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Рассмотрим трехместную операцию f , определенную на носите-
ле A алгебраической системы A = 〈A, {f, . . .} , {P, . . .}〉 и ϕ —
гомоморфизм алгебраической системы A на алгебраическую систе-
му B = 〈B, F , P〉.
Найдем результат применения операции fϕ к элементам xϕ, yϕ, zϕ.
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II. Изоморфизм, гомоморфизм
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Рассмотрим трехместную операцию f , определенную на носите-
ле A алгебраической системы A = 〈A, {f, . . .} , {P, . . .}〉 и ϕ —
гомоморфизм алгебраической системы A на алгебраическую систе-
му B = 〈B, F , P〉.
Найдем результат применения операции fϕ к элементам xϕ, yϕ, zϕ.
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II. Изоморфизм, гомоморфизм
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Рассмотрим трехместную операцию f , определенную на носите-
ле A алгебраической системы A = 〈A, {f, . . .} , {P, . . .}〉 и ϕ —
гомоморфизм алгебраической системы A на алгебраическую систе-
му B = 〈B, F , P〉.
Найдем результат применения операции fϕ к элементам xϕ, yϕ, zϕ.
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II. Изоморфизм, гомоморфизм
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Должно быть совпадение:
(
f (x; y; z)

)ϕ
= fϕ (xϕ; yϕ; zϕ).

Рассмотреть пример?
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II.1. Изоморфизм

Определение 7. Функция ϕ :


Ω → Ω′

F → F′

P → P′
называется изомор-

физмом алгебраической системы A = 〈Ω,F,P〉 на A′ = 〈Ω′,F′,P′〉,
если,

во-первых, ϕ является взаимно однозначной функцией, отоб-
ражающей Ω ∪ F ∪ P на Ω′ ∪ F′ ∪ P′;

во-вторых, ∀f ∈ F ∀xi ∈ Ω

(f (x1, x2, . . . , xn))ϕ = fϕ (xϕ1 , x
ϕ
2 , . . . , x

ϕ
n) ; (1)

в-третьих, для любого предиката p ∈ P имеем
p(x1, x2, . . . , xn) ⇔ pϕ(xϕ1 , x

ϕ
2 , . . . , x

ϕ
n).

Рассмотрим пример?
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство.
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство.
Сначала докажем утверждение «во-первых».
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство.
По критерию существования обратной функции функция ϕ−1

является взаимно однозначной функцией.
Утверждение «во-первых» доказано.
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Докажем утверждение «во-вторых».
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Докажем утверждение «во-вторых».
Пусть h ∈ F′. Надо:
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Докажем утверждение «во-вторых».
Пусть h ∈ F′. Надо: (h(y1, . . . , yn))ϕ

−1
=
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Докажем утверждение «во-вторых».
Пусть h ∈ F′. Надо: (h(y1, . . . , yn))ϕ

−1
= hϕ

−1
(
yϕ
−1

1 , . . . , yϕ
−1

n

)
.
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Докажем утверждение «во-вторых».
Пусть h ∈ F′. Надо: (h(y1, . . . , yn))ϕ

−1
= hϕ

−1
(
yϕ
−1

1 , . . . , yϕ
−1

n

)
.

Для ϕ утверждение «во-первых». выполнено.
Поэтому существует такая операция f ∈ F, что h = fϕ.
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Докажем утверждение «во-вторых». h = fϕ.

(h(y1, . . . , yn))ϕ
−1

=
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Докажем утверждение «во-вторых». h = fϕ.

(h(y1, . . . , yn))ϕ
−1

= (fϕ(y1, . . . , yn))ϕ
−1

=

40



II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Докажем утверждение «во-вторых». h = fϕ.

(h(y1, . . . , yn))ϕ
−1

= (fϕ(y1, . . . , yn))ϕ
−1

=

Для ϕ утверждение «во-первых». выполнено.
Поэтому у yi существуют прообразы, т.е. элементы xi из Ω такие,

что
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Докажем утверждение «во-вторых». h = fϕ.

(h(y1, . . . , yn))ϕ
−1

= (fϕ(y1, . . . , yn))ϕ
−1

=

Для ϕ утверждение «во-первых». выполнено.
Поэтому у yi существуют прообразы, т.е. элементы xi из Ω такие,

что yi = xϕi .
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Докажем утверждение «во-вторых». h = fϕ.

(h(y1, . . . , yn))ϕ
−1

= (fϕ(y1, . . . , yn))ϕ
−1

=

= (fϕ(xϕ1 , . . . , x
ϕ
n))

ϕ−1
=

Для ϕ утверждение «во-первых». выполнено.
Поэтому у yi существуют прообразы, т.е. элементы xi из Ω такие,

что yi = xϕi .
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Докажем утверждение «во-вторых». h = fϕ.

(h(y1, . . . , yn))ϕ
−1

= (fϕ(y1, . . . , yn))ϕ
−1

=

= (fϕ(xϕ1 , . . . , x
ϕ
n))

ϕ−1
=

По условию ϕ является изоморфизмом...
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Докажем утверждение «во-вторых». h = fϕ.

(h(y1, . . . , yn))ϕ
−1

= (fϕ(y1, . . . , yn))ϕ
−1

=

= (fϕ(xϕ1 , . . . , x
ϕ
n))

ϕ−1
= ((f (x1, . . . , xn))ϕ)

ϕ−1
=

По условию ϕ является изоморфизмом...
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Докажем утверждение «во-вторых». h = fϕ.

(h(y1, . . . , yn))ϕ
−1

= (fϕ(y1, . . . , yn))ϕ
−1

=

= (fϕ(xϕ1 , . . . , x
ϕ
n))

ϕ−1
= ((f (x1, . . . , xn))ϕ)

ϕ−1
=

По определению обратной функции...
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Докажем утверждение «во-вторых». h = fϕ.

(h(y1, . . . , yn))ϕ
−1

= (fϕ(y1, . . . , yn))ϕ
−1

=

= (fϕ(xϕ1 , . . . , x
ϕ
n))

ϕ−1
= ((f (x1, . . . , xn))ϕ)

ϕ−1
= f (x1, . . . , xn) =

По определению обратной функции...
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Докажем утверждение «во-вторых». h = fϕ.

(h(y1, . . . , yn))ϕ
−1

= (fϕ(y1, . . . , yn))ϕ
−1

=

= (fϕ(xϕ1 , . . . , x
ϕ
n))

ϕ−1
= ((f (x1, . . . , xn))ϕ)

ϕ−1
= f (x1, . . . , xn) =

= hϕ
−1
(
yϕ
−1

1 , . . . , yϕ
−1

n

)
.
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Осталось доказать утверждение «в-третьих».
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Осталось доказать утверждение «в-третьих».
Пусть q ∈ P′ и пусть выполняется предикат q (y1, . . . , yn).
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Осталось доказать утверждение «в-третьих».
Пусть q ∈ P′ и пусть выполняется предикат q (y1, . . . , yn).
Надо доказать, что
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Осталось доказать утверждение «в-третьих».
Пусть q ∈ P′ и пусть выполняется предикат q (y1, . . . , yn).
Надо доказать, что q (y1, . . . , yn) ⇔
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Осталось доказать утверждение «в-третьих».
Пусть q ∈ P′ и пусть выполняется предикат q (y1, . . . , yn).
Надо доказать, что q (y1, . . . , yn) ⇔ qϕ

−1
(
yϕ
−1

1 , . . . , yϕ
−1

n

)
.

53



II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Осталось доказать утверждение «в-третьих».
Пусть q ∈ P′ и пусть выполняется предикат q (y1, . . . , yn).
Согласно пункту «во-первых» существуют прообразы для q и yi:

q (y1, . . . , yn) ⇔

54



II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Осталось доказать утверждение «в-третьих».
Пусть q ∈ P′ и пусть выполняется предикат q (y1, . . . , yn).
Согласно пункту «во-первых» существуют прообразы для q и yi:

q (y1, . . . , yn) ⇔ pϕ (xϕ1 , . . . , x
ϕ
n) ⇔
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Осталось доказать утверждение «в-третьих».
Пусть q ∈ P′ и пусть выполняется предикат q (y1, . . . , yn).
Согласно пункту «во-первых» существуют прообразы для q и yi:

q (y1, . . . , yn) ⇔ pϕ (xϕ1 , . . . , x
ϕ
n) ⇔ p (x1, . . . , xn) ⇔
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Осталось доказать утверждение «в-третьих».
Пусть q ∈ P′ и пусть выполняется предикат q (y1, . . . , yn).
Согласно пункту «во-первых» существуют прообразы для q и yi:

q (y1, . . . , yn) ⇔ pϕ (xϕ1 , . . . , x
ϕ
n) ⇔ p (x1, . . . , xn) ⇔

⇔ qϕ
−1
(
yϕ
−1

1 , . . . , yϕ
−1

n

)
.
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II.2. Теорема об обратном изоморфизме
Теорема 1. Если ϕ — изоморфизм алгебраической системы
A = 〈Ω,F,P〉 на алгебраическую систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, то об-
ратная функция ϕ−1 является изоморфизмом.

Доказательство. Осталось доказать утверждение «в-третьих».
Пусть q ∈ P′ и пусть выполняется предикат q (y1, . . . , yn).
Согласно пункту «во-первых» существуют прообразы для q и yi:

q (y1, . . . , yn) ⇔ pϕ (xϕ1 , . . . , x
ϕ
n) ⇔ p (x1, . . . , xn) ⇔

⇔ qϕ
−1
(
yϕ
−1

1 , . . . , yϕ
−1

n

)
.

Теорема доказана.

58



II.3. Индуцированное отношение
A

'

&

$

%

B'

&

$

%
Пусть ϕ — функция, отображающая носитель A алгебраической

системы A = 〈A, FA, {P, . . .}〉 в B и P — одноместное отношение.
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II.3. Индуцированное отношение
A

'

&

$

%

B'

&

$

%

eX

Пусть ϕ — функция, отображающая носитель A алгебраической
системы A = 〈A, FA, {P, . . .}〉 в B и P — одноместное отношение.
Элемент X ∈ B принадлежит индуцированному отноше-

нию P ′, тогда и только тогда, когда
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II.3. Индуцированное отношение
A
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eX

Пусть ϕ — функция, отображающая носитель A алгебраической
системы A = 〈A, FA, {P, . . .}〉 в B и P — одноместное отношение.
Элемент X ∈ B принадлежит индуцированному отноше-

нию P ′, тогда и только тогда, когда в полном прообразе элемента X
относительно отображения ϕ:

{
α αϕ = X

}
,
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II.3. Индуцированное отношение
A

'
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$
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Пусть ϕ — функция, отображающая носитель A алгебраической
системы A = 〈A, FA, {P, . . .}〉 в B и P — одноместное отношение.
Элемент X ∈ B принадлежит индуцированному отноше-

нию P ′, тогда и только тогда, когда в полном прообразе элемен-
та X относительно отображения ϕ:

{
α αϕ = X

}
, найдется такой

элемент x, что
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II.3. Индуцированное отношение
A
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Пусть ϕ — функция, отображающая носитель A алгебраической
системы A = 〈A, FA, {P, . . .}〉 в B и P — одноместное отношение.
Элемент X ∈ B принадлежит индуцированному отноше-

нию P ′, тогда и только тогда, когда в полном прообразе элемен-
та X относительно отображения ϕ:

{
α αϕ = X

}
, найдется такой

элемент x, что x ∈ P .
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II.3. Индуцированное отношение
A

'
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PPPPPPPPPqeX = xϕ

Пусть ϕ — функция, отображающая носитель A алгебраической
системы A = 〈A, FA, {P, . . .}〉 в B и P — одноместное отношение.
Элемент X ∈ B принадлежит индуцированному отноше-

нию P ′, тогда и только тогда, когда в полном прообразе элемен-
та X относительно отображения ϕ:

{
α αϕ = X

}
, найдется такой

элемент x, что x ∈ P .
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II.3. Индуцированное отношение
A

'
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Пусть ϕ — функция, отображающая носитель A алгебраической

системы A = 〈A, FA, {Q, . . .}〉 в B и Q — двуместное отношение.
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II.3. Индуцированное отношение
A

'

&
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Пусть ϕ — функция, отображающая носитель A алгебраической
системы A = 〈A, FA, {Q, . . .}〉 в B и Q — двуместное отношение.
Упорядоченная пара (X, Y ) принадлежит индуцированному

отношению Q′ тогда и только тогда, когда
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II.3. Индуцированное отношение
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Пусть ϕ — функция, отображающая носитель A алгебраической
системы A = 〈A, FA, {Q, . . .}〉 в B и Q — двуместное отношение.
Упорядоченная пара (X, Y ) принадлежит индуцированному

отношению Q′ тогда и только тогда, когда в полном прообразе эле-
ментов X и Y
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II.3. Индуцированное отношение
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Пусть ϕ — функция, отображающая носитель A алгебраической
системы A = 〈A, FA, {Q, . . .}〉 в B и Q — двуместное отношение.
Упорядоченная пара (X, Y ) принадлежит индуцированному

отношению Q′ тогда и только тогда, когда в полном прообразе эле-
ментов X и Y найдутся такие элементы x и y, что
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II.3. Индуцированное отношение
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Пусть ϕ — функция, отображающая носитель A алгебраической
системы A = 〈A, FA, {Q, . . .}〉 в B и Q — двуместное отношение.
Упорядоченная пара (X, Y ) принадлежит индуцированному

отношению Q′ тогда и только тогда, когда в полном прообразе эле-
ментов X и Y найдутся такие элементы x и y, что (x, y) ∈ Q.
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II.3. Индуцированное отношение
Определение 8. Пусть A = 〈A, FA, {P, . . .}〉 — алгебраическая
система, B — некоторое множество и ϕ — функция, отобража-
ющая A во множество B. Тогда говорят, что P ′ — отношение,
индуцированное отношением P в том и только том случае,
если

(y1, y2, . . . , yn) ∈ P ′ ⇔ ∃x1, . . . xn



xϕ1 = y1,

xϕ2 = y2,

. . .

xϕn = yn,

(x1, x2, . . . , xn) ∈ P.

(2)
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II.4. Гомоморфизм

Определение 9. Функция ϕ :


Ω → Ω′

F → F′

P → P′
называется гомомор-

физмом алгебраической системы A = 〈Ω,F,P〉 в алгебраическую си-
стему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, если для любой операции f из F и любо-
го набора x1, x2, . . . , xn из Ω имеем равенство (1), то есть
(f(x1, x2, . . . , xn))ϕ = fϕ(xϕ1 , x

ϕ
2 , . . . , x

ϕ
n) (в частности, «арность» операций f

и fϕ совпадает).
Гомоморфизм ϕ называется сильным гомоморфизмом, если pϕ совпа-

дает с индуцированным отношением, т.е из pϕ(y1, y2, . . . , yn) следует, что в Ω
найдутся такие элементы x1, x2, . . . , xn, что, во-первых,

xϕ1 = y1, xϕ2 = y2, . . . , xϕn = yn,

и, во-вторых, p(x1, x2, . . . , xn) — истинно. Иными словами, pϕ совпадает с от-
ношением, индуцированным отношением p.
Уберем лишние слова...
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II.4. Гомоморфизм

Определение 9. Функция ϕ :


Ω → Ω′

F → F′

P → P′
называется гомомор-

физмом алгебраической системы A = 〈Ω,F,P〉 в алгебраическую
систему A′ = 〈Ω′,F′,P′〉, если для любой операции f из F и лю-
бого набора x1, x2, . . . , xn из Ω имеем равенство (1),
то есть (f (x1, x2, . . . , xn))ϕ = fϕ(xϕ1 , x

ϕ
2 , . . . , x

ϕ
n) (в частности, «ар-

ность» операций f и fϕ совпадает).
Гомоморфизм ϕ называется сильным гомоморфизмом, если pϕ

совпадает с отношением, индуцированным отношением p.
Рассмотреть пример?
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II.5. Критерий изоморфизма
Теорема 2. Взаимно однозначный гомоморфизм алгебраи-
ческой системы A в алгебраическую систему B является изомор-
физмом тогда и только тогда, когда он является сильным го-
моморфизмом.

Доказательство.

73



II.5. Критерий изоморфизма
Теорема 2. Взаимно однозначный гомоморфизм алгебраи-
ческой системы A в алгебраическую систему B является изомор-
физмом тогда и только тогда, когда он является сильным го-
моморфизмом.
Доказательство. Это прямое следствие соответствующих определе-

ний.
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III. Теоремы о гомоморфизмах
Оказывается, для любой алгебраической системы A можно постро-

ить такое множество M алгебраических систем, что любой гомо-
морфный образ алгебраической системы A относительно сильного
гомоморфизма изоморфен некоторой алгебраической системе из M .
В этом случае говорят, что получено описание с точностью до изо-
морфизма всех гомоморфных (относительно сильных гомоморфиз-
мов) образов алгебраической системы A.
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III. Теоремы о гомоморфизмах
Для построения носителей алгебраических систем из M исполь-

зуется только носитель исходной алгебраической системы A. Точ-
нее, носители алгебраических систем из M представляют собой мно-
жества, состоящие из подмножеств носителя алгебраической систе-
мы A. Говоря еще более точно, носитель любой алгебраической си-
стемы изM представляет собой множество классов эквивалентных
элементов носителя алгебраической системы A. Однако в качестве
соответствующего отношения эквивалентности можно брать только
некоторые специальные отношения, так называемые конгруенции, о
которых пойдет речь ниже.
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III.1. Конгруенция

Отношение эквивалентности T называется конгруенцией, ес-
ли для любой операции f (x1;x2; . . . ;xn) значения xi заменить на
эквивалентные по T элементы yi, то значения f (x1;x2; . . . ;xn) и
f (y1; y2; . . . ; yn) тоже будут эквивалентны по T .

Надо бы все это записать формулой...
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III.1. Конгруенция

 ⇒ f (x1, x2, . . . , xn) ;

Отношение эквивалентности T называется конгруенцией, ес-
ли для любой операции f (x1;x2; . . . ;xn) значения xi заменить на
эквивалентные по T элементы yi, то значения f (x1;x2; . . . ;xn) и
f (y1; y2; . . . ; yn) тоже будут эквивалентны по T .

Надо бы все это записать формулой...
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III.1. Конгруенция


(x1; y1) ∈ T,

⇒ f (x1, x2, . . . , xn) ; f (y1, )

Отношение эквивалентности T называется конгруенцией, ес-
ли для любой операции f (x1;x2; . . . ;xn) значения xi заменить на
эквивалентные по T элементы yi, то значения f (x1;x2; . . . ;xn) и
f (y1; y2; . . . ; yn) тоже будут эквивалентны по T .

Надо бы все это записать формулой...
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III.1. Конгруенция


(x1; y1) ∈ T,
(x2; y2) ∈ T, ⇒ f (x1, x2, . . . , xn) ; f (y1, y2, )

Отношение эквивалентности T называется конгруенцией, ес-
ли для любой операции f (x1;x2; . . . ;xn) значения xi заменить на
эквивалентные по T элементы yi, то значения f (x1;x2; . . . ;xn) и
f (y1; y2; . . . ; yn) тоже будут эквивалентны по T .

Надо бы все это записать формулой...
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III.1. Конгруенция


(x1; y1) ∈ T,
(x2; y2) ∈ T,
. . .

⇒ f (x1, x2, . . . , xn) ; f (y1, y2, . . . , )

Отношение эквивалентности T называется конгруенцией, ес-
ли для любой операции f (x1;x2; . . . ;xn) значения xi заменить на
эквивалентные по T элементы yi, то значения f (x1;x2; . . . ;xn) и
f (y1; y2; . . . ; yn) тоже будут эквивалентны по T .

Надо бы все это записать формулой...
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III.1. Конгруенция


(x1; y1) ∈ T,
(x2; y2) ∈ T,
. . .

(xn; yn) ∈ T

⇒
(
f (x1, x2, . . . , xn) ; f (y1, y2, . . . , yn)

)
∈ T.

Отношение эквивалентности T называется конгруенцией, ес-
ли для любой операции f (x1;x2; . . . ;xn) значения xi заменить на
эквивалентные по T элементы yi, то значения f (x1;x2; . . . ;xn) и
f (y1; y2; . . . ; yn) тоже будут эквивалентны по T .

Вот теперь можно оформить определение...
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III.1. Конгруенция
Определение 10. Конгруенцией алгебраической системы A на-
зывается отношение эквивалентности T такое, что для
любой n-местной операции f из F

(x1; y1) ∈ T,
(x2; y2) ∈ T,
. . .

(xn; yn) ∈ T

⇒
(
f (x1, x2, . . . , xn) ; f (y1, y2, . . . , yn)

)
∈ T. (3)

Отношение эквивалентности T называется конгруенцией, ес-
ли для любой операции f (x1;x2; . . . ;xn) значения xi заменить на
эквивалентные по T элементы yi, то значения f (x1;x2; . . . ;xn) и
f (y1; y2; . . . ; yn) тоже будут эквивалентны по T .

Рассмотреть пример?
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III.2. Индуцированная операция
Определение 11. Пусть T — конгруенция на A = 〈Ω,F,P〉. По-
ложим ∀x ∈ Ω xψT = {y | y ∈ Ω & (x; y) ∈ T}, т.е. xψT — класс эк-
вивалентных по T элементов, в котором содержится элемент x.
Пусть ΩT — множество классов эквивалентных по T элементов.
В каждом классе C из ΩT выберем по представителю xC.
Каждой n-местной операции f из F поставим в соответствие

операцию на ΩT , определенную правилом

fψT (C1, C2, . . . , Cn) = (f (xC1, xC2, . . . , xCn))ψT .

Говорят, что операция fψT индуцирована операцией f .
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III.3. Индуцированные отношения
Определение 12. Пусть T — конгруенция на A = 〈Ω,F,P〉. По-
ложим ∀x ∈ Ω xψT = {y | y ∈ Ω & (x; y) ∈ T}, т.е. xψT — класс эк-
вивалентных по T элементов, в котором содержится элемент x.
Пусть ΩT — множество классов эквивалентных по T элементов.
В каждом классе C из ΩT выберем по представителю xC.
Каждому отношению P из P поставим в соответствие отно-

шение P ψT , для которого (C1, C2, . . . , Cn) ∈ P ψT тогда и только то-
гда, когда для каждого i найдутся такие элементы yi ∈ Ci, что
(y1, y2, . . . , yn) ∈ P . При этом говорят, что отношение P ψT инду-
цировано отношением P .
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III.4. Фактор-система
Определение 13. Пусть T — конгруенция на A = 〈Ω,F,P〉. По-
ложим ∀x ∈ Ω xψT = {y | y ∈ Ω & (x; y) ∈ T}, т.е. xψT — класс эк-
вивалентных по T элементов, в котором содержится элемент x.
Пусть ΩT — множество классов эквивалентных по T элементов.
В каждом классе C из ΩT выберем по представителю xC.
Множество операций, индуцированных операциями из F

обозначим через FT , а множество отношений, индуциро-
ванных отношениями из P — через PT . Таким образом,
FT = {fψT | f ∈ F} и PT = {P ψT | P ∈ P}. Алгебраическая система
A/T = 〈ΩT ,FT ,PT 〉 называется фактор-системой алгебраической
системы A по конгруенции T .

Рассмотреть пример?
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III.5. Теорема об описании гомоморфных образов
Теорема 3. Если ϕ — гомоморфизм A = 〈Ω,F,P〉 → B = 〈Ω′,F′,P′〉,
то справедливы следующие утверждения:

1) если (x; y) ∈ Tϕ ⇔ xϕ = yϕ, то Tϕ является конгруенцией;

2) отображение ψTϕ является сильным гомоморфизмом
системы A на фактор-систему A/Tϕ;

3) пусть A/Tϕ = 〈ΩTϕ,FTϕ,PTϕ〉 и отображение
ε :


ΩTϕ

→ Ω′;
FTϕ

→ F′;
PTϕ

→ P′

определим правилами: Cε
x = xϕ, для f ′′ ∈ FTϕ, индуцированной

операцией f ∈ F, положим (f ′′)ε = fϕ, для p′′ ∈ PTϕ, индуциро-
ванного предикатом p ∈ P, положим (p′′)ε = pϕ. Тогда ε явля-
ется взаимно однозначным гомоморфизмом;

4) если ϕ — сильный гомоморфизм, то ε является изомор-
физмом.
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III.5. Теорема об описании гомоморфных образов
Доказательство теоремы разобьем на ряд лемм.
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III.6. Лемма о фактор-системе
Лемма 1. Если T — конгруенция на алгебраической системе
A = 〈Ω,F,P〉, то отображение ψT является сильным гомомор-
физмом.

Доказательство.
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III.6. Лемма о фактор-системе
Лемма 1. Если T — конгруенция на алгебраической системе
A = 〈Ω,F,P〉, то отображение ψT является сильным гомомор-
физмом.

Доказательство. Пусть f — n-местная операция из F. Очевидно,
что операция fψT не зависит от выбора представителей в классах эк-
вивалентных по T элементов (это прямое следствие из определения
конгруенции).
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III.6. Лемма о фактор-системе
Лемма 1. Если T — конгруенция на алгебраической системе
A = 〈Ω,F,P〉, то отображение ψT является сильным гомомор-
физмом.

Доказательство. Пусть f — n-местная операция из F. Очевидно,
что операция fψT не зависит от выбора представителей в классах эк-
вивалентных по T элементов (это прямое следствие из определения
конгруенции). Для любых x1, x2, . . . , xn равенство (1)
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III.6. Лемма о фактор-системе
Лемма 1. Если T — конгруенция на алгебраической системе
A = 〈Ω,F,P〉, то отображение ψT является сильным гомомор-
физмом.

Доказательство. Пусть f — n-местная операция из F. Очевидно,
что операция fψT не зависит от выбора представителей в классах эк-
вивалентных по T элементов (это прямое следствие из определения
конгруенции). Для любых x1, x2, . . . , xn равенство (1)

f (x1, x2, . . . , xn)ψT = fψT
(
x
ψT
1 , x

ψT
2 , . . . , xψTn

)
следует из определения ψT .
Следовательно,
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III.6. Лемма о фактор-системе
Лемма 1. Если T — конгруенция на алгебраической системе
A = 〈Ω,F,P〉, то отображение ψT является сильным гомомор-
физмом.

Доказательство. Пусть f — n-местная операция из F. Очевидно,
что операция fψT не зависит от выбора представителей в классах эк-
вивалентных по T элементов (это прямое следствие из определения
конгруенции). Для любых x1, x2, . . . , xn равенство (1)

f (x1, x2, . . . , xn)ψT = fψT
(
x
ψT
1 , x

ψT
2 , . . . , xψTn

)
следует из определения ψT .
Следовательно, ψT — гомоморфизм.
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III.6. Лемма о фактор-системе
Лемма 1. Если T — конгруенция на алгебраической системе
A = 〈Ω,F,P〉, то отображение ψT является сильным гомомор-
физмом.

Доказательство. Пусть f — n-местная операция из F. Очевидно,
что операция fψT не зависит от выбора представителей в классах эк-
вивалентных по T элементов (это прямое следствие из определения
конгруенции). Для любых x1, x2, . . . , xn равенство (1)

f (x1, x2, . . . , xn)ψT = fψT
(
x
ψT
1 , x

ψT
2 , . . . , xψTn

)
следует из определения ψT .
Следовательно, ψT — гомоморфизм.
Докажем, что это сильный гомоморфизм.
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III.6. Лемма о фактор-системе
Лемма 1. Если T — конгруенция на алгебраической системе
A = 〈Ω,F,P〉, то отображение ψT является сильным гомомор-
физмом.

Доказательство. Пусть P — n-местный предикат из P. Тогда по
определению фактор-системы
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III.6. Лемма о фактор-системе
Лемма 1. Если T — конгруенция на алгебраической системе
A = 〈Ω,F,P〉, то отображение ψT является сильным гомомор-
физмом.

Доказательство. Пусть P — n-местный предикат из P. Тогда по
определению фактор-системы

PψT (C1, C2, . . . , Cn) ⇔ ∃x1, x2, . . . , xn

{
xi ∈ Ci,
P(xC1, xC2, . . . , xCn),

т.е.
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PψT (C1, C2, . . . , Cn) ⇔ ∃x1, x2, . . . , xn

{
xi ∈ Ci,
P(xC1, xC2, . . . , xCn),

т.е.

PψT (C1, C2, . . . , Cn) ⇔ ∃x1, x2, . . . , xn

{
x
ψT
i = Ci,

P(xC1, xC2, . . . , xCn) = 1.
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III.6. Лемма о фактор-системе
Лемма 1. Если T — конгруенция на алгебраической системе
A = 〈Ω,F,P〉, то отображение ψT является сильным гомомор-
физмом.

Доказательство. Пусть P — n-местный предикат из P. Тогда по
определению фактор-системы

PψT (C1, C2, . . . , Cn) ⇔ ∃x1, x2, . . . , xn

{
xi ∈ Ci,
P(xC1, xC2, . . . , xCn),

т.е.

PψT (C1, C2, . . . , Cn) ⇔ ∃x1, x2, . . . , xn

{
x
ψT
i = Ci,

P(xC1, xC2, . . . , xCn) = 1.

По определению индуцированного отношения получаем, что
ψT — сильный гомоморфизм. Лемма доказана.
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III.7. Лемма о конгруенции, порожденной гомомор-
физмом
Лемма 2. Если ϕ — гомоморфизм алгебраической системы A в
алгебраическую систему A′, то отношение Tϕ, определенное прави-
лом «(x; y) ∈ Tϕ тогда и только тогда, когда », является кон-
груенцией.
Слишком много слов...
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III.7. Лемма о конгруенции, порожденной гомомор-
физмом
Лемма 2. Если ϕ : A → A′ — гомоморфизм, то
отношение Tϕ =

{
(x, y) xϕ = yϕ

}
⊆ Ω× Ω — конгруенция.

Доказательство.
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III.7. Лемма о конгруенции, порожденной гомомор-
физмом
Лемма 2. Если ϕ : A → A′ — гомоморфизм, то
отношение Tϕ =

{
(x, y) xϕ = yϕ

}
⊆ Ω× Ω — конгруенция.

Доказательство.
(x1; y1) ∈ Tϕ,
(x2; y2) ∈ Tϕ,
. . . ,

(xn; yn) ∈ Tϕ

⇒
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III.7. Лемма о конгруенции, порожденной гомомор-
физмом
Лемма 2. Если ϕ : A → A′ — гомоморфизм, то
отношение Tϕ =

{
(x, y) xϕ = yϕ

}
⊆ Ω× Ω — конгруенция.

Доказательство.
(x1; y1) ∈ Tϕ,
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⇒

⇒ (f (x1, x2, . . . , xn); f (y1, y2, . . . , yn)) ∈ Tϕ.
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xϕ2 = yϕ2 ,

. . . ,

xϕn = yϕn

⇒ f (x1, x2, . . . , xn)ϕ =

⇒ (f (x1, x2, . . . , xn); f (y1, y2, . . . , yn)) ∈ Tϕ.
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= fϕ(xϕ1 , x
ϕ
2 , . . . , x

ϕ
n) =

⇒ (f (x1, x2, . . . , xn); f (y1, y2, . . . , yn)) ∈ Tϕ.
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⇒ (f (x1, x2, . . . , xn); f (y1, y2, . . . , yn)) ∈ Tϕ.

107
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ϕ
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III.7. Лемма о конгруенции, порожденной гомомор-
физмом
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xϕ1 = yϕ1 ,

xϕ2 = yϕ2 ,

. . . ,

xϕn = yϕn

⇒ f (x1, x2, . . . , xn)ϕ =

= fϕ(xϕ1 , x
ϕ
2 , . . . , x

ϕ
n) = fϕ(yϕ1 , y

ϕ
2 , . . . , y

ϕ
n) = f (y1, y2, . . . , yn)ϕ ⇒

⇒ f (x1, x2, . . . , xn)ϕ = f (y1, y2, . . . , yn)ϕ ⇒
⇒ (f (x1, x2, . . . , xn); f (y1, y2, . . . , yn)) ∈ Tϕ. Лемма доказана.
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III.8. Доказательство теоремы 3
Утверждение 1 следует из леммы о конгруенции, порожден-

ной гомоморфизмом.
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III.8. Доказательство теоремы 3
Утверждение 1 следует из леммы о конгруенции, порожден-

ной гомоморфизмом.
Утверждение 2 следует из леммы о фактор-системе.
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III.8. Доказательство теоремы 3
Утверждение 1 следует из леммы о конгруенции, порожден-

ной гомоморфизмом.
Утверждение 2 следует из леммы о фактор-системе.
Докажем оставшиеся утверждения теоремы.
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III.8. Доказательство теоремы 3
Убедимся сначала, что отображение ε однозначное, т.е.
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xϕ = yϕ. Следовательно,

Cε
x =
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III.8. Доказательство теоремы 3
Убедимся сначала, что отображение ε однозначное, т.е.
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Cε
x = xϕ =
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III.8. Доказательство теоремы 3
Убедимся сначала, что отображение ε однозначное, т.е.
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xϕ = yϕ. Следовательно,

Cε
x = xϕ = yϕ =
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III.8. Доказательство теоремы 3
Убедимся сначала, что отображение ε однозначное, т.е.

α = β ⇒ αε = βε.

Если Cx = Cy, то (x; y) ∈ Tϕ, и, по определению конгруенции Tϕ,
xϕ = yϕ. Следовательно,

Cε
x = xϕ = yϕ = Cε

y .

Значит, ε — однозначное отображение.
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III.8. Доказательство теоремы 3
Убедимся сначала, что отображение ε однозначное, т.е.

α = β ⇒ αε = βε.

Если Cx = Cy, то (x; y) ∈ Tϕ, и, по определению конгруенции Tϕ,
xϕ = yϕ. Следовательно,

Cε
x = xϕ = yϕ = Cε

y .

Значит, ε — однозначное отображение.
Повторяя эти же аргументы в обратном порядке, получаем, что ε

— взаимно однозначное отображение.
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III.8. Доказательство теоремы 3
Проверим, что ε — гомоморфизм.
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III.8. Доказательство теоремы 3
Проверим, что ε — гомоморфизм.
Если f ′′ — операция из FTϕ, индуцированная n-местной опера-

цией f из F, и Cx1, Cx2, . . . , Cxn — классы эквивалентных по Tϕ
элементов, то f ′′(Cx1, Cx2, . . . , Cxn)ε, по определению ε, совпадает с
fϕ(xϕ1 , x

ϕ
2 , . . . , x

ϕ
n), то есть ε — взаимно однозначный гомомор-

физм.
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III.8. Доказательство теоремы 3
Проверим, что ε — гомоморфизм.
Если f ′′ — операция из FTϕ, индуцированная n-местной опера-

цией f из F, и Cx1, Cx2, . . . , Cxn — классы эквивалентных по Tϕ
элементов, то f ′′(Cx1, Cx2, . . . , Cxn)ε, по определению ε, совпадает с
fϕ(xϕ1 , x

ϕ
2 , . . . , x

ϕ
n), то есть ε — взаимно однозначный гомомор-

физм.
Наконец, если ϕ — сильный гомоморфизм, то для любого пре-

диката p′′ из PTϕ, индуцированного n-местным предикатом p из P,
утверждение

p′′(Cx1, Cx2, . . . , Cxn) = 1 тогда и только тогда, когда pϕ(xϕ1 , x
ϕ
2 , . . . , x

ϕ
n)

следует из определения предиката p′′ и определения сильного го-
моморфизма.

Рассмотреть пример?
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III.9. Теорема о фактор-системе фактор-системы
Теорема 4. Если A = 〈Ω,F,P〉 — алгебраическая система, T — ее
конгруенция, T ′ — некоторая конгруенция фактор-системы
A/T , и

T ′′ =

{
(x; y)

({
x′ (x;x′) ∈ T

}
;
{
y′ (y; y′) ∈ T

})
∈ T ′

}
,

(иными словами, каждый класс эквивалентных по T ′′ элементов
представляет собой объединение элементов всех тех классов экви-
валентности по T , которые эквивалентны между собой по T ′′) то
фактор-система (A/T ) /T ′ изоморфна фактор-системе A/T ′′.

Доказательство.
Рассмотрим пример?
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