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I. Некоторые понятия теории систем линейных
уравнений
Здесь мы ограничимся первоначальными сведениями и подробным

изложением одного из основных методов решения систем линейных
уравнений: метода Гаусса. Для решения некоторых систем линей-
ных уравнений можно применить формулы Крамера.
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I.1. Основные определения теории СЛУ
Определение 1. Системой уравнений относительно неизвест-
ных x1, x2, . . . , xn называется выражение вида

f1(x1, x2, . . . , xn) = g1(x1, x2, . . . , xn),

f2(x1, x2, . . . , xn) = g2(x1, x2, . . . , xn),

. . .

fm(x1, x2, . . . , xn) = gm(x1, x2, . . . , xn).

(1)

Это выражение представляет собой высказывание об одновремен-
ной истинности всех уравнений этой системы.
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I.1. Основные определения теории СЛУ
Определение 1. Системой уравнений относительно неизвест-
ных x1, x2, . . . , xn называется выражение вида

f1(x1, x2, . . . , xn) = g1(x1, x2, . . . , xn),

f2(x1, x2, . . . , xn) = g2(x1, x2, . . . , xn),

. . .

fm(x1, x2, . . . , xn) = gm(x1, x2, . . . , xn).

(1)

Это выражение представляет собой высказывание об одновремен-
ной истинности всех уравнений этой системы.
В случае, когда система состоит только из одного уравнения, левую

фигурную скобку обычно не пишут, то есть пишут
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I.1. Основные определения теории СЛУ
Определение 1. Системой уравнений относительно неизвест-
ных x1, x2, . . . , xn называется выражение вида

f1(x1, x2, . . . , xn) = g1(x1, x2, . . . , xn),

f2(x1, x2, . . . , xn) = g2(x1, x2, . . . , xn),

. . .

fm(x1, x2, . . . , xn) = gm(x1, x2, . . . , xn).

(1)

Это выражение представляет собой высказывание об одновремен-
ной истинности всех уравнений этой системы.
В случае, когда система состоит только из одного уравнения, левую

фигурную скобку обычно не пишут, то есть пишут
2x− y = 3 вместо {2x− y = 3.
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I.1. Основные определения теории СЛУ
Определение 2. Системой линейных уравнений относительно
неизвестных x1, x2, . . . , xn называется система уравнений вида

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

. . .

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,

(2)

где aij — некоторые числа, называемые коэффициентами этой си-
стемы, и bj — также числа, называемые свободными членами
системы (2).
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I.1. Основные определения теории СЛУ
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. . .

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,

(2)

где aij — некоторые числа, называемые коэффициентами этой си-
стемы, и bj — также числа, называемые свободными членами
системы (2).
В общем случае aij и bj являются элементами некоторого кольца.
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I.1. Основные определения теории СЛУ
Определение 2. Системой линейных уравнений относительно
неизвестных x1, x2, . . . , xn называется система уравнений вида

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

. . .

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,

(2)

где aij — некоторые числа, называемые коэффициентами этой си-
стемы, и bj — также числа, называемые свободными членами
системы (2).
Если при этом b1 = b2 = . . . = bm = 0, то система линейных
уравнений (2) называется однородной системой линейных
уравнений (сокращенно ОСЛУ).
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I.1. Основные определения теории СЛУ
Определение 2. Системой линейных уравнений относительно
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. . .

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,

(2)

где aij — некоторые числа, называемые коэффициентами этой си-
стемы, и bj — также числа, называемые свободными членами
системы (2).
Если хотя бы один из b1, b2, . . . , b1 отличен от 0, то система ли-
нейных уравнений (2) называется неоднородной системой
линейных уравнений (НСЛУ).
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I.1. Основные определения теории СЛУ
Определение 2. Системой линейных уравнений относительно
неизвестных x1, x2, . . . , xn называется система уравнений вида

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

. . .

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,

(2)

где aij — некоторые числа, называемые коэффициентами этой си-
стемы, и bj — также числа, называемые свободными членами
системы (2).
Название «система линейных уравнений» обусловлено тем, что вы-

ражение α1x1 + α2x2 + . . . + αnxn является линейной комбинаци-
ей неизвестных x1, x2, . . . , xn с коэффициентами α1, α2, . . . , αn.
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I.2. Некоторые проблемы теории СЛУ
Каков круг проблем, которыми мы должны заниматься в теории

систем линейных уравнений? Наука воспринимает и обрабатывает
только информацию, представленную в одной из стандартных форм.
Из этого утверждения вытекают следующие задачи.
Во-первых, следует определить несколько стандартных форм пред-

ставления системы линейных уравнений.
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I.2. Некоторые проблемы теории СЛУ
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Во-первых, следует определить несколько стандартных форм пред-

ставления системы линейных уравнений.
Во-вторых, актуальным является вопрос о равносильных преобра-

зованиях системы уравнений.
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I.2. Некоторые проблемы теории СЛУ
Каков круг проблем, которыми мы должны заниматься в теории

систем линейных уравнений? Наука воспринимает и обрабатывает
только информацию, представленную в одной из стандартных форм.
Из этого утверждения вытекают следующие задачи.
Во-первых, следует определить несколько стандартных форм пред-

ставления системы линейных уравнений.
Во-вторых, актуальным является вопрос о равносильных преобра-

зованиях системы уравнений.
В-третьих, желательно разработать алгоритм преобразования си-

стемы уравнений к наиболее важным стандартным формам представ-
ления.
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I.3. Стандартные формы представления СЛУ
Цель 1. Разработать стандартные формы представления систе-
мы линейных уравнений.

Для создания других стандартных форм представления системы
линейных уравнений нам надо определиться с целями их создания.
Начнем с компактности. Форма представления (2) нередко оказыва-
ется чрезмерно громоздкой при получении формул и других резуль-
татов теоретического анализа.
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I.3. Стандартные формы представления СЛУ
Цель 1. Разработать стандартные формы представления систе-
мы линейных уравнений.

Компактностью и богатыми возможностями отличается аппарат
матричной алгебры, поэтому особую роль играет тот факт, что си-
стему линейных уравнений (2) можно представить в виде
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I.3. Стандартные формы представления СЛУ
Цель 1. Разработать стандартные формы представления систе-
мы линейных уравнений.

Компактностью и богатыми возможностями отличается аппарат
матричной алгебры, поэтому особую роль играет тот факт, что си-
стему линейных уравнений (2) можно представить в виде

a11
a21
. . .

am1

x1 +


a12
a22
. . .

am2

x2 + . . . +


a1n
a2n
. . .

amn

xn =


b1
b2
. . .

bm

 .
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I.3. Стандартные формы представления СЛУ
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Используя «умножение матриц на макроуровне», последнее ра-
венство, равносильное системе (2), можно представить в виде
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венство, равносильное системе (2), можно представить в виде

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

. . .

am1 am2 . . . amn




x1
x2
. . .

xn

 =


b1
b2
. . .

bm

 . (3)
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I.3. Стандартные формы представления СЛУ
Цель 1. Разработать стандартные формы представления систе-
мы линейных уравнений.

Итак, любую систему линейных уравнений (2) можно пред-
ставить в виде матричного уравнения AX = B, где

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

. . .

am1 am2 . . . amn
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I.3. Стандартные формы представления СЛУ
Цель 1. Разработать стандартные формы представления систе-
мы линейных уравнений.

Итак, любую систему линейных уравнений (2) можно представить
в виде матричного уравнения AX = B, где

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

. . .

am1 am2 . . . amn

 , X =


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 , B =


b1
b2
. . .

bm

 .

Ниже мы подробнее займемся матричными уравнениями вида
AX = B. Интерес к таким уравнениям вызван, в частности, тем об-
стоятельством, что для отыскания обратной матрицы можно решить
матричное уравнение AX = E, где E — единичная матрица соответ-
ствующей размерности.
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I.3. Стандартные формы представления СЛУ
Цель 1. Разработать стандартные формы представления систе-
мы линейных уравнений.

Недостатком системы уравнений (2), который сохраняется и в
форме (3) остается неочевидность значений переменных, при кото-
рых выполняются все равенства системы (2) и матричное урав-
нение (3).
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I.3. Стандартные формы представления СЛУ
Цель 1. Разработать стандартные формы представления систе-
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форме (3) остается неочевидность значений переменных, при кото-
рых выполняются все равенства системы (2) и матричное урав-
нение (3).
Используя стратегию приоритетного изучения
экстремальных ситуаций, можно выделить наи-
более простую форму представления систем
линейных уравнений:
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I.3. Стандартные формы представления СЛУ
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I.3. Стандартные формы представления СЛУ
Цель 1. Разработать стандартные формы представления систе-
мы линейных уравнений.

Недостатком системы уравнений (2), который сохраняется и в
форме (3) остается неочевидность значений переменных, при кото-
рых выполняются все равенства системы (2) и матричное урав-
нение (3).
Используя стратегию приоритетного изучения
экстремальных ситуаций, можно выделить наи-
более простую форму представления систем
линейных уравнений:


x1 = u1;

x2 = u2;

. . .

xn = un.

Таким образом, актуальной является задача приведения СЛУ к
данному виду.
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I.3. Стандартные формы представления СЛУ
Цель 1. Разработать стандартные формы представления систе-
мы линейных уравнений.

Недостатком системы уравнений (2), который сохраняется и в
форме (3) остается неочевидность значений переменных, при кото-
рых выполняются все равенства системы (2) и матричное урав-
нение (3).
Используя стратегию приоритетного изучения
экстремальных ситуаций, можно выделить наи-
более простую форму представления систем
линейных уравнений:


x1 = u1;

x2 = u2;

. . .

xn = un.

На эту задачу можно выйти и из других соображений.
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I.4. Решение СЛУ
Понятие «решение системы линейных уравнений» на первый

взгляд является несложным.
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I.4.1. Частное решение СЛУ
Определение 3. Решением (или частным решением) систе-
мы (1) называется такой набор значений u1, u2, . . . , un неизвест-
ных x1, x2, . . . , xn, что при подстановке этих значений вместо со-
ответствующих переменных в каждое уравнение системы получа-
ется верное высказывание.
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I.4.1. Частное решение СЛУ
Определение 3. Решением (или частным решением) систе-
мы (1) называется такой набор значений u1, u2, . . . , un неизвест-
ных x1, x2, . . . , xn, что при подстановке этих значений вместо со-
ответствующих переменных в каждое уравнение системы получа-
ется верное высказывание.
Например, набор значений 3,−4 неизвестных, соответственно, x, y

является решением системы уравнений
{
x2 + y2 = 25;

x− y = −1,
поскольку

при подстановке x = 3, y = −4 каждое из уравнений «превращает-
ся» в истинное высказывание.
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I.4.1. Частное решение СЛУ
Определение 3. Решением (или частным решением) систе-
мы (1) называется такой набор значений u1, u2, . . . , un неизвест-
ных x1, x2, . . . , xn, что при подстановке этих значений вместо со-
ответствующих переменных в каждое уравнение системы получа-
ется верное высказывание.
Естественным образом возникает вопрос о стандартных формах за-

дания решения уравнения. Принцип бритвы Оккама предписывает
по возможности обойтись без существенно новых конструкций. Бу-
дем отталкиваться от рассмотренных форм (3) задания системы
линейных уравнений (2).
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I.4.1. Частное решение СЛУ
Определение 3. Решением (или частным решением) систе-
мы (1) называется такой набор значений u1, u2, . . . , un неизвест-
ных x1, x2, . . . , xn, что при подстановке этих значений вместо со-
ответствующих переменных в каждое уравнение системы получа-
ется верное высказывание.
В итоге получаем две стандартные формы задания решения урав-

нения: 
x1 = u1;

x2 = u2;

. . .

xn = un

и


x1
x2
. . .

xn

 =


u1
u2
. . .

un

 . (4)
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I.4.2. Совместные и несовместные системы
Определение 4. Если система (1) имеет хотя бы одно решение,
она называется совместной системой, если же у этой системы
решений нет — то несовместной.
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I.4.2. Совместные и несовместные системы
Определение 4. Если система (1) имеет хотя бы одно решение,
она называется совместной системой, если же у этой системы
решений нет — то несовместной.
Система уравнений может иметь не одно решение. Известно, что,

например, система линейных уравнений либо несовместна (не имеет
решений), либо имеет единственное решение, либо имеет бесконечно
много решений. В частности, СЛУ не может иметь ровно 2 решения.
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I.4.2. Совместные и несовместные системы
Определение 4. Если система (1) имеет хотя бы одно решение,
она называется совместной системой, если же у этой системы
решений нет — то несовместной.
Система уравнений может иметь не одно решение.
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I.4.2. Совместные и несовместные системы
Определение 4. Если система (1) имеет хотя бы одно решение,
она называется совместной системой, если же у этой системы
решений нет — то несовместной.
Система уравнений может иметь не одно решение.
Известно, что, например, система линейных уравнений либо несов-

местна (не имеет решений), либо имеет единственное решение, либо
имеет бесконечно много решений. В частности, СЛУ не может иметь
ровно 2 решения. Впоследствии мы подробнее изучим множество
решений системы линейных уравнений, а сейчас обсудим вопрос о
том, как можно задать это множество.
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I.4.2. Совместные и несовместные системы
Определение 4. Если система (1) имеет хотя бы одно решение,
она называется совместной системой, если же у этой системы
решений нет — то несовместной.
Система уравнений может иметь не одно решение.
Например, общее решение системы из одного уравнения

x− 2y + 3z = 2 можно представить в виде
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I.4.2. Совместные и несовместные системы
Определение 4. Если система (1) имеет хотя бы одно решение,
она называется совместной системой, если же у этой системы
решений нет — то несовместной.
Система уравнений может иметь не одно решение.
Например, общее решение системы из одного уравнения

x− 2y + 3z = 2 можно представить в виде x =
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I.4.2. Совместные и несовместные системы
Определение 4. Если система (1) имеет хотя бы одно решение,
она называется совместной системой, если же у этой системы
решений нет — то несовместной.
Система уравнений может иметь не одно решение.
Например, общее решение системы из одного уравнения

x− 2y + 3z = 2 можно представить в виде x = 2 + 2y − 3z.
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I.4.2. Совместные и несовместные системы
Определение 4. Если система (1) имеет хотя бы одно решение,
она называется совместной системой, если же у этой системы
решений нет — то несовместной.
Система уравнений может иметь не одно решение.
Например, общее решение системы из одного уравнения

x− 2y + 3z = 2 можно представить в виде x = 2 + 2y − 3z.

Такую запись можно интерпретировать следующим образом: x мы
считаем «настоящей неизвестной», а переменные y, z — «параметра-
ми».
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I.4.2. Совместные и несовместные системы
Определение 4. Если система (1) имеет хотя бы одно решение,
она называется совместной системой, если же у этой системы
решений нет — то несовместной.
Система уравнений может иметь не одно решение.
Например, общее решение системы из одного уравнения

x− 2y + 3z = 2 можно представить в виде x = 2 + 2y − 3z.

Такую запись можно интерпретировать следующим образом: x мы
считаем «настоящей неизвестной», а переменные y, z — «параметра-
ми».
Если «параметрам» y, z придать произвольные значения и вы-

числить по формуле x = 2 + 2y − 3z значение «настоящей перемен-
ной» x, то полученный набор значений переменных x, y, z будет ре-
шением исходной системы x− 2y + 3z = 2.
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I.4.2. Совместные и несовместные системы
Форма записи решения, представляющая собой систему выраже-

ний для «настоящих переменных» через те переменные, которые счи-
таются «параметрами», удобна для случая, когда исходная система
была представлена в форме (2). Если же исходная система была пред-
ставлена в матричной форме (3), то и ответ желательно представить
в матричной форме. Это можно сделать, например, следующим об-
разом.
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I.4.2. Совместные и несовместные системы
Обозначим через C,D значения, соответственно, переменных y, z.

Тогда решение можно представить в виде


x = 2 + 2C − 3D;

y = C;

z = D

или

 x

y

z

 =

 2

0

0

+C

 1

1

0

+D

 −3

0

1

 =

 2 −3

1 0

0 1

( C

D

)
+

 2

0

0

 .

Такая форма представления ответа (см. также пример и пример) по-
ложена в основу следующего определения.
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I.4.3. Общее решение СЛУ
Определение 5. Система функций

{
ϕi(C1, C2, . . . , Ck) 1 ≤ i ≤ n

}
называется общим решением системы уравнений (2), если
во-первых, при любых значениях P1, P2, . . . , Pk переменных

C1, C2, . . . , Ck набор


x1 = ϕ1(P1, P2, . . . , Pk),

x2 = ϕ2(P1, P2, . . . , Pk),

. . .

xn = ϕn(P1, P2, . . . , Pk)

является
решением

системы (2);

во-вторых, для любого решения


x1 = u1,

x2 = u2,

. . .

xn = un

системы (2)
найдется

такой набор чисел
P1, P2, . . . , Pn,

что ui = ϕi(P1, P2, . . . , Pk) для всех i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Рассмотрим пример?
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II. Методы решения СЛУ
Универсальной процедуры решения систем произвольных уравне-

ний не существует. В отличие от общей ситуации, для систем линей-
ных уравнений такие процедуры давно известны. Мы рассмотрим
только 2 из них: решение с помощью формул Крамера (приме-
нима только к относительно узкому классу линейных уравнений) и
решение методом Гаусса. Сейчас мы рассмотрим метод решения,
основанный на формулах Крамера (решение системы из n линей-
ных уравнений с n неизвестными), а потом подробно обсудим метод,
более универсальный и более эффективный для систем с большим
числом неизвестных, так называемый метод Гаусса.
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II.1. Формулы Крамера
Теорема 1 (Крамер). Пусть матрица A коэффициентов систе-
мы линейных уравнений (2) — квадратная, то есть m = n,
причем detA 6= 0. Положим ∆ = detA, и, для k{1, 2, . . . , n}, обозна-
чим через ∆xk детерминант матрицы, полученной из A заменой
k-го столбца столбцом свободных членов, то есть

∆xk = det


a1,1 . . . a1,k−1 b1 a1,k+1 . . . a1,n
a2,1 . . . a2,k−1 b2 a2,k+1 . . . a2,n

. . .

an,1 . . . an,k−1 bn an,k+1 . . . an,n

 .

Тогда справедливы следующие формулы, называемые формулами

Крамера: xk =
∆xk
∆ .

Рассмотрим пример с идеей доказательства?
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II.1. Формулы Крамера

Доказательство. Пусть


x1 = x∗1,

x2 = x∗2,

. . .

xn = x∗n

— решение системы (2). Ис-

пользуя свойства детерминанта, получаем:

47



II.1. Формулы Крамера

Доказательство. Пусть


x1 = x∗1,

x2 = x∗2,

. . .

xn = x∗n

— решение системы (2). Ис-

пользуя свойства детерминанта, получаем:

∆ · x∗k = det


a1,1 . . . a1,k−1 a1,k a1,k+1 . . . a1,n
a2,1 . . . a2,k−1 a2,k a2,k+1 . . . a2,n

. . .

an,1 . . . an,k−1 an,k an,k+1 . . . an,n

 · x∗k =
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II.1. Формулы Крамера

Доказательство. Пусть


x1 = x∗1,

x2 = x∗2,

. . .

xn = x∗n

— решение системы (2). Ис-

пользуя свойства детерминанта, получаем:

∆ · x∗k = det


a1,1 . . . a1,k−1 a1,k a1,k+1 . . . a1,n
a2,1 . . . a2,k−1 a2,k a2,k+1 . . . a2,n

. . .

an,1 . . . an,k−1 an,k an,k+1 . . . an,n

 · x∗k =

= det


a1,1 . . . a1,k−1 a1,kx

∗
k a1,k+1 . . . a1,n

a2,1 . . . a2,k−1 a2,kx
∗
k a2,k+1 . . . a2,n

. . .

an,1 . . . an,k−1 an,kx
∗
k an,k+1 . . . an,n

 .
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II.1. Формулы Крамера

Доказательство. Пусть


x1 = x∗1,

x2 = x∗2,

. . .

xn = x∗n

— решение системы (2). Ис-

пользуя свойства детерминанта, получаем:

∆ · x∗k = det


a1,1 . . . a1,k−1 a1,kx

∗
k a1,k+1 . . . a1,n

a2,1 . . . a2,k−1 a2,kx
∗
k a2,k+1 . . . a2,n

. . .

an,1 . . . an,k−1 an,kx
∗
k an,k+1 . . . an,n

 .

Как известно, детерминант не изменится, если в последней матрице
заменить k-й столбец суммой k-го столбца с линейной комбинацией
остальных столбцов. В качестве коэффициентов выберем числа x∗1
для первого столбца, x∗2 — для второго и т.д. Тогда элемент q-ой
строки k-го столбца будет иметь вид:
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II.1. Формулы Крамера

Доказательство. Пусть


x1 = x∗1,

x2 = x∗2,

. . .

xn = x∗n

— решение системы (2). Ис-

пользуя свойства детерминанта, получаем:

∆ · x∗k = det


a1,1 . . . a1,k−1 a1,kx

∗
k a1,k+1 . . . a1,n

a2,1 . . . a2,k−1 a2,kx
∗
k a2,k+1 . . . a2,n

. . .

an,1 . . . an,k−1 an,kx
∗
k an,k+1 . . . an,n

 .

Тогда элемент q-ой строки k-го столбца будет иметь вид:

aq,1x
∗
1 + . . . + aq,k−1x

∗
k−1︸ ︷︷ ︸

линейная комбинация
элементов первых k − 1
столбцов

+aq,kx
∗
k + aq,k+1x

∗
k+1 + . . . + aq,nx

∗
n︸ ︷︷ ︸

линейная комбинация эле-
ментов последних n− k
столбцов
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II.1. Формулы Крамера
Доказательство. Следовательно,

∆ · x∗k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 . . . a1,k−1
n∑
p=1

a1,px
∗
p a1,k+1 . . . a1,n

a2,1 . . . a2,k−1
n∑
p=1

a2,px
∗
p a2,k+1 . . . a2,n

. . .

an,1 . . . an,k−1
n∑
p=1

an,px
∗
p an,k+1 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Но набор чисел x∗1, x∗2, . . . , x∗n является решением системы (2), по-

этому
n∑
p=1

aq,px
∗
p = bq, то есть
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II.1. Формулы Крамера
Доказательство. Следовательно,

∆ · x∗k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 . . . a1,k−1
n∑
p=1

a1,px
∗
p a1,k+1 . . . a1,n

a2,1 . . . a2,k−1
n∑
p=1

a2,px
∗
p a2,k+1 . . . a2,n

. . .

an,1 . . . an,k−1
n∑
p=1

an,px
∗
p an,k+1 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 . . . a1,k−1 b1 a1,k+1 . . . a1,n
a2,1 . . . a2,k−1 b2 a2,k+1 . . . a2,n

. . .

an,1 . . . an,k−1 bn an,k+1 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = ∆xk.
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II.1. Формулы Крамера
Доказательство. Следовательно,

∆ · x∗k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 . . . a1,k−1
n∑
p=1

a1,px
∗
p a1,k+1 . . . a1,n

a2,1 . . . a2,k−1
n∑
p=1

a2,px
∗
p a2,k+1 . . . a2,n

. . .

an,1 . . . an,k−1
n∑
p=1

an,px
∗
p an,k+1 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ∆xk.

Следовательно, x∗k =
∆xk
∆ , что и требовалось доказать.

Рассмотреть пример?
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II.2. Метод Гаусса: случай единственного решения
Сначала мы рассмотрим метод Гаусса (метод исключения неизвест-

ных) на простом примере.
Метод Гаусса решения СЛУ называют еще методом исключения

неизвестных. Метод Гаусса основан на преобразованиях системы
уравнений, приводящих эту систему к, в некотором смысле, мак-
симально простому виду. Сначала добьемся, чтобы, например, пе-
ременная x осталась только в первом уравнении. Как это сделать?
Рассмотрим «арсенал» доступных средств. Сначала разберемся, ка-
кие преобразования допустимы. При решении системы уравнений нас
сейчас интересует только множество решений этой системы. Поэто-
му допустимыми следует считать такие преобразования, которые не
изменяют множество решений системы уравнений. Прежде чем про-
должить решение этого примера, рассмотрим несколько новых поня-
тий.
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II.2. Метод Гаусса: случай единственного решения
Определение 6. Две системы уравнений называются равносиль-
ными, если множество решений первой системы равно множеству
решений второй системы уравнений.
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II.2. Метод Гаусса: случай единственного решения
Определение 6. Две системы уравнений называются равносиль-
ными, если множество решений первой системы равно множеству
решений второй системы уравнений.

Иными словами, системы уравнений равносильны тогда и только
тогда, когда всякое решение первой системы является решением вто-
рой системы и наоборот, всякое решение второй системы уравнений
является решением первой системы.
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II.2. Метод Гаусса: случай единственного решения
Определение 6. Две системы уравнений называются равносиль-
ными, если множество решений первой системы равно множеству
решений второй системы уравнений.

Иными словами, системы уравнений равносильны тогда и только
тогда, когда всякое решение первой системы является решением вто-
рой системы и наоборот, всякое решение второй системы уравнений
является решением первой системы.
Переход к последней формулировке осуществлен с помощью опре-

деления равенства множеств. Действительно, пусть A — множество
решений первой системы уравнений, B — множество решений второй
системы. Тогда высказывание A = B, согласно определению равен-
ства множеств, означает, что любой элемент множества A (то есть
решение первой системы) является элементом множества B (то есть
решением второй системы) и наоборот.
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II.2. Метод Гаусса: случай единственного решения
Рассмотрим следующие преобразования системы уравнений.

• Произведением уравнения f (x1, x2, . . . , xn) = g(x1, x2, . . . , xn)

на число λ назовем уравнение λf (x1, x2, . . . , xn) = λg(x1, x2, . . . , xn);

• Суммой уравнений f (x1, x2, . . . , xn) = g(x1, x2, . . . , xn) и
u(x1, x2, . . . , xn) = v(x1, x2, . . . , xn) назовем уравнение

f (x1, x2, . . . , xn) + u(x1, x2, . . . , xn) =

= g(x1, x2, . . . , xn) + v(x1, x2, . . . , xn).
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II.2. Метод Гаусса: случай единственного решения
Оказывается, для решения систем линейных уравнений нам доста-

точно ограничиться следующими преобразованиями системы уравне-
ний:
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II.2. Метод Гаусса: случай единственного решения
Оказывается, для решения систем линейных уравнений нам доста-

точно ограничиться следующими преобразованиями системы уравне-
ний:

• перестановка уравнений системы. Например, равносильными яв-

ляются системы


−x− y = 2

2x + 3y − z = 1

x + y + z = 3

и


−x− y = 2

x + y + z = 3

2x + 3y − z = 1

, получа-

емые друг из друга перестановкой второго и третьего уравнений;
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II.3. Элементарные преобразования систем уравне-
ний
Оказывается, для решения систем линейных уравнений нам доста-

точно ограничиться следующими преобразованиями системы уравне-
ний:

• перестановка уравнений системы;
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II.3. Элементарные преобразования систем уравне-
ний
Оказывается, для решения систем линейных уравнений нам доста-

точно ограничиться следующими преобразованиями системы уравне-
ний:

• перестановка уравнений системы;

• умножение левой и правой частей любого уравнения системы на
ненулевое число. Например, равносильными являются системы
−x− y = 2

2x + 3y − z = 1

x + y + z = 3

и


x + y = −2

2x + 3y − z = 1

x + y + z = 3

, так как они получаются

друг из друга умножением первого уравнения на −1 (точнее, на
−1 умножаются левая и правая части первого уравнения);
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II.3. Элементарные преобразования систем уравне-
ний
Оказывается, для решения систем линейных уравнений нам доста-

точно ограничиться следующими преобразованиями системы уравне-
ний:

• перестановка уравнений системы;

• умножение левой и правой частей любого уравнения системы на
ненулевое число;

• Заменой одного из уравнений системы суммой этого уравнения с
линейной комбинацией других уравнений.
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II.3. Элементарные преобразования систем уравне-
ний

Например, системы


−x− y = 2

2x + 3y − z = 1

x + y + z = 3

и


x + y = −2

2x + 3y − z = 1

x + y + z + (−x− y)− 3(2x + 3y − z) = 2
равносильны, так как вторая система получаются из первой заменой
третьего уравнения на сумму третьего уравнения первой системы с
линейной комбинацией первого и второго уравнений с коэффициен-
тами 1 и, соответственно, −3 (2 в правой части — это 3 + 2− 3 · 1).
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II.3. Элементарные преобразования систем уравне-
ний
Оказывается, для решения систем линейных уравнений нам доста-

точно ограничиться следующими преобразованиями системы уравне-
ний:

• перестановка уравнений системы;

• умножение левой и правой частей любого уравнения системы на
ненулевое число;

• Заменой одного из уравнений системы суммой этого уравнения с
линейной комбинацией других уравнений.
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II.4. Теорема о равносильных преобразованиях
СЛУ
Теорема 2. Пусть СЛУ A получена из СЛУ B с помощью последо-
вательных преобразований одного из следующих видов:
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II.4. Теорема о равносильных преобразованиях
СЛУ
Теорема 2. Пусть СЛУ A получена из СЛУ B с помощью последо-
вательных преобразований одного из следующих видов:
— перестановка уравнений системы;
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II.4. Теорема о равносильных преобразованиях
СЛУ
Теорема 2. Пусть СЛУ A получена из СЛУ B с помощью последо-
вательных преобразований одного из следующих видов:
— перестановка уравнений системы;
— умножение левой и правой частей одного из уравнений на неко-
торое ненулевое число λ;
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II.4. Теорема о равносильных преобразованиях
СЛУ
Теорема 2. Пусть СЛУ A получена из СЛУ B с помощью последо-
вательных преобразований одного из следующих видов:
— перестановка уравнений системы;
— умножение левой и правой частей одного из уравнений на неко-
торое ненулевое число λ;
— заменой одного из уравнений системы суммой этого уравнения с
линейной комбинацией остальных уравнений;
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II.4. Теорема о равносильных преобразованиях
СЛУ
Теорема 2. Пусть СЛУ A получена из СЛУ B с помощью последо-
вательных преобразований одного из следующих видов:
— перестановка уравнений системы;
— умножение левой и правой частей одного из уравнений на неко-
торое ненулевое число λ;
— заменой одного из уравнений системы суммой этого уравнения с
линейной комбинацией остальных уравнений;
— удалением из системы уравнений тождества 0 = 0;
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II.4. Теорема о равносильных преобразованиях
СЛУ
Теорема 2. Пусть СЛУ A получена из СЛУ B с помощью последо-
вательных преобразований одного из следующих видов:
— перестановка уравнений системы;
— умножение левой и правой частей одного из уравнений на неко-
торое ненулевое число λ;
— заменой одного из уравнений системы суммой этого уравнения с
линейной комбинацией остальных уравнений;
— удалением из системы уравнений тождества 0 = 0;
— добавлением в систему уравнений линейной комбинации уравне-
ний системы B.
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II.4. Теорема о равносильных преобразованиях
СЛУ
Теорема 2. Пусть СЛУ A получена из СЛУ B с помощью последо-
вательных преобразований одного из следующих видов:
— перестановка уравнений системы;
— умножение левой и правой частей одного из уравнений на неко-
торое ненулевое число λ;
— заменой одного из уравнений системы суммой этого уравнения с
линейной комбинацией остальных уравнений;
— удалением из системы уравнений тождества 0 = 0;
— добавлением в систему уравнений линейной комбинации уравне-
ний системы B.
Тогда системы A и B равносильны.
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II.4. Теорема о равносильных преобразованиях
СЛУ

Доказательство. Логическая структура этой теоремы для вас
может показаться необычной: это система теорем-импликаций типа
«если система B получена из системы A перестановкой двух уравне-
ний системы A, то системы A и B равносильны» и др. Продолжение
доказательства можно рассматривать как несложное упражнение по
теме «доказательство теорем».

Возникли вопросы? Нужен комментарий?
Рассмотреть пример?
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II.5. Краткое описание метода Гаусса
Сделаем некоторые выводы из решения примера. С помощью ме-

тода Гаусса поиск решения системы линейных уравнений (СЛУ) осу-
ществляется в 2 этапа, называемых прямым и обратным ходом ме-
тода Гаусса.
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II.5. Краткое описание метода Гаусса
Сделаем некоторые выводы из решения примера. С помощью ме-

тода Гаусса поиск решения системы линейных уравнений (СЛУ) осу-
ществляется в 2 этапа, называемых прямым и обратным ходом ме-
тода Гаусса.
На первом этапе мы постепенно исключаем неизвестные из урав-

нений, «находящихся ниже» того уравнения, с помощью которого
проводится это исключение: сначала с помощью первого уравнения
исключили во втором и третьем уравнениях переменную x, потом с
помощью второго исключили в третьем уравнении переменную y.
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II.5. Краткое описание метода Гаусса
Прямой ход метода Гаусса можно истолковать таким образом:

уравнение, с помощью которого мы исключаем соответствующую
неизвестную из «нижележащих» уравнений, является своеобразным
«инструментом».
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II.5. Краткое описание метода Гаусса
Прямой ход метода Гаусса можно истолковать таким образом:

уравнение, с помощью которого мы исключаем соответствующую
неизвестную из «нижележащих» уравнений, является своеобразным
«инструментом». Сначала мы подготавливаем этот «инструмент», до-
биваясь единичного коэффициента перед интересующей нас перемен-
ной.
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II.5. Краткое описание метода Гаусса
Прямой ход метода Гаусса можно истолковать таким образом:

уравнение, с помощью которого мы исключаем соответствующую
неизвестную из «нижележащих» уравнений, является своеобразным
«инструментом». Сначала мы подготавливаем этот «инструмент», до-
биваясь единичного коэффициента перед интересующей нас перемен-
ной. В первом уравнении нас интересует переменная x, во втором
уравнении (после «очистки» второго и третьего уравнений от x), —
это y, в третьем уравнении (после «удаления» y из третьего уравне-
ния) — это переменная z.
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II.5. Краткое описание метода Гаусса
Прямой ход метода Гаусса можно истолковать таким образом:

уравнение, с помощью которого мы исключаем соответствующую
неизвестную из «нижележащих» уравнений, является своеобразным
«инструментом». Сначала мы подготавливаем этот «инструмент», до-
биваясь единичного коэффициента перед интересующей нас перемен-
ной. В первом уравнении нас интересует переменная x, во втором
уравнении (после «очистки» второго и третьего уравнений от x), —
это y, в третьем уравнении (после «удаления» y из третьего уравне-
ния) — это переменная z. При этом каждый раз после «изготовления
инструмента» (получения единичного коэффициента перед соответ-
ствующей переменной) сама «инструментальная строка» и все выше-
лежащие строки больше не изменяются на протяжении всего прямого
хода метода Гаусса.
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II.5. Краткое описание метода Гаусса
В отличие от прямого хода, на протяжении обратного хода метода

Гаусса в качестве «инструментальной строки» используются нижние
строки матрицы, и с их помощью исключаются неизвестные из «вы-
шележащих» уравнений.
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II.5. Краткое описание метода Гаусса
Прямой ход метода Гаусса на матричном языке в рассматриваемом

примере осуществлялся следующим образом:
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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, начиная с левого верх-
него угла, потом полученной «инструментальной строкой» с 1 на
главной диагонали получаем нули ниже этой единички (слева-
сверху — вправо-вниз):

∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗

. . . . . .

∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, начиная с левого верх-
него угла, потом полученной «инструментальной строкой» с 1 на
главной диагонали получаем нули ниже этой единички (слева-
сверху — вправо-вниз):

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗

. . . . . .

∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, начиная с левого верх-
него угла, потом полученной «инструментальной строкой» с 1 на
главной диагонали получаем нули ниже этой единички (слева-
сверху — вправо-вниз):

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗

. . . . . .

∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, начиная с левого верх-
него угла, потом полученной «инструментальной строкой» с 1 на
главной диагонали получаем нули ниже этой единички (слева-
сверху — вправо-вниз):

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗

. . . . . .

0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, начиная с левого верх-
него угла, потом полученной «инструментальной строкой» с 1 на
главной диагонали получаем нули ниже этой единички (слева-
сверху — вправо-вниз):

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗

. . . . . .

0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, начиная с левого верх-
него угла, потом полученной «инструментальной строкой» с 1 на
главной диагонали получаем нули ниже этой единички (слева-
сверху — вправо-вниз):

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗

. . . . . .

0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, начиная с левого верх-
него угла, потом полученной «инструментальной строкой» с 1 на
главной диагонали получаем нули ниже этой единички (слева-
сверху — вправо-вниз):

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗

. . . . . .

0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, начиная с левого верх-
него угла, потом полученной «инструментальной строкой» с 1 на
главной диагонали получаем нули ниже этой единички (слева-
сверху — вправо-вниз):

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 0 ∗ . . . ∗ ∗

. . . . . .

0 0 ∗ . . . ∗ ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, начиная с левого верх-
него угла, потом полученной «инструментальной строкой» с 1 на
главной диагонали получаем нули ниже этой единички (слева-
сверху — вправо-вниз):

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 0 ∗ . . . ∗ ∗

. . . . . .

0 0 ∗ . . . ∗ ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, начиная с левого верх-
него угла, потом полученной «инструментальной строкой» с 1 на
главной диагонали получаем нули ниже этой единички (слева-
сверху — вправо-вниз):

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 0 1 . . . ∗ ∗

. . . . . .

0 0 ∗ . . . ∗ ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, начиная с левого верх-
него угла, потом полученной «инструментальной строкой» с 1 на
главной диагонали получаем нули ниже этой единички (слева-
сверху — вправо-вниз).

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 0 1 . . . ∗ ∗

. . . . . .

0 0 ∗ . . . ∗ ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, начиная с левого верх-
него угла, потом полученной «инструментальной строкой» с 1 на
главной диагонали получаем нули ниже этой единички (слева-
сверху — вправо-вниз):

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 0 1 . . . ∗ ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . ∗ ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, начиная с левого верх-
него угла, потом полученной «инструментальной строкой» с 1 на
главной диагонали получаем нули ниже этой единички (слева-
сверху — вправо-вниз):

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 0 1 . . . ∗ ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . ∗ ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, начиная с левого верх-
него угла, потом полученной «инструментальной строкой» с 1 на
главной диагонали получаем нули ниже этой единички (слева-
сверху — вправо-вниз):

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 0 1 . . . ∗ ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 0 1 . . . ∗ ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 0 1 . . . ∗ ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 0 1 . . . ∗ ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 0 1 . . . ∗ ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 0 1 . . . 0 ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . 0 ∗
0 0 1 . . . 0 ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 ∗ ∗ . . . 0 ∗
0 1 ∗ . . . 0 ∗
0 0 1 . . . 0 ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 ∗ ∗ . . . 0 ∗
0 1 ∗ . . . 0 ∗
0 0 1 . . . 0 ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 ∗ ∗ . . . 0 ∗
0 1 ∗ . . . 0 ∗
0 0 1 . . . 0 ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 ∗ ∗ . . . 0 ∗
0 1 ∗ . . . 0 ∗
0 0 1 . . . 0 ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 ∗ ∗ . . . 0 ∗
0 1 0 . . . 0 ∗
0 0 1 . . . 0 ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 ∗ 0 . . . 0 ∗
0 1 0 . . . 0 ∗
0 0 1 . . . 0 ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 ∗ 0 . . . 0 ∗
0 1 0 . . . 0 ∗
0 0 1 . . . 0 ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗



109



Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 ∗ 0 . . . 0 ∗
0 1 0 . . . 0 ∗
0 0 1 . . . 0 ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 ∗ 0 . . . 0 ∗
0 1 0 . . . 0 ∗
0 0 1 . . . 0 ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 ∗ 0 . . . 0 ∗
0 1 0 . . . 0 ∗
0 0 1 . . . 0 ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗



112



Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 0 0 . . . 0 ∗
0 1 0 . . . 0 ∗
0 0 1 . . . 0 ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 0 0 . . . 0 ∗
0 1 0 . . . 0 ∗
0 0 1 . . . 0 ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 0 0 . . . 0 ∗
0 1 0 . . . 0 ∗
0 0 1 . . . 0 ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


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Представление метода Гаусса на матричном языке:

• Во время прямого хода метода Гаусса мы постепенно получали
единицы на главной диагонали матрицы, и нули — ниже нее.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали, начиная с правого края матрицы коэффици-
ентов (справа-снизу — влево-вверх):

1 0 0 . . . 0 ∗
0 1 0 . . . 0 ∗
0 0 1 . . . 0 ∗

. . . . . .

0 0 0 . . . 1 ∗


«Расшифровывая» полученную матрицу как систему линейных

уравнений, получаем искомое решение исходной СЛУ.

116



II.6. Фундаментальная система решений (ФСР).
Фундаментальная матрица
Теперь рассмотрим более сложный пример, в котором решение

не является единственным.

Форма записи ответа
{
a = 2− 11c + 8d + 5e,

b = 1− 6c + 5d + 3e,
примененная нами

при решении примера, в некоторых случаях нас не будет устраи-
вать. В теории линейных пространств более удобной является фор-
ма записи, использующая понятие фундаментальной системы ре-
шений. Понятие фундаментальной системы решений ОСЛУ и фун-
даментальной матрицы мы рассмотрим в главе, посвященной теории
линейных пространств.
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II.6. Фундаментальная система решений (ФСР).
Фундаментальная матрица
Для того, чтобы записать общее решение

{
a = 2− 11c + 8d + 5e,

b = 1− 6c + 5d + 3e,
системы уравнений примера в соответствии с определением об-
щего решения, достаточно положить c = C1, d = C2, e = C3. То-
гда общее решение исходной системы можно представить в виде

a = 2 +−11C1 + 8C2 + 5C3,
b = 1 +−6C1 + 5C2 + 3C3,
c = C1,
d = C2,
e = C3.
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II.6. Фундаментальная система решений (ФСР).
Фундаментальная матрица
Последнюю систему уравнений часто записывают в матричной

форме, «индустриальную методику» получения которой мы рассмот-
рим ниже, в разделе II.7:

a = 2 +−11C1 + 8C2 + 5C3,
b = 1 +−6C1 + 5C2 + 3C3,
c = C1,
d = C2,
e = C3.
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II.6. Фундаментальная система решений (ФСР).
Фундаментальная матрица

a = 2 +−11C1 + 8C2 + 5C3,
b = 1 +−6C1 + 5C2 + 3C3,
c = C1,
d = C2,
e = C3.


a
b
c
d
e

 =


2
1
0
0
0

+ C1


−11
−6
1
0
0

+ C2


8
5
0
1
0

+ C3


5
3
0
0
1

,
что с помощью «умножения матриц на макроуровне» представ-
ляется в виде
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II.6. Фундаментальная система решений (ФСР).
Фундаментальная матрица

a = 2 +−11C1 + 8C2 + 5C3,
b = 1 +−6C1 + 5C2 + 3C3,
c = C1,
d = C2,
e = C3.


a
b
c
d
e

 =


2
1
0
0
0

+ C1


−11
−6
1
0
0

+ C2


8
5
0
1
0

+ C3


5
3
0
0
1

,
что с помощью «умножения матриц на макроуровне» представ-
ляется в виде

a
b
c
d
e

 =


2
1
0
0
0

+


−11 8 5
−6 5 3
1 0 0
0 1 0
0 0 1


 C1

C2

C3

.
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II.6. Фундаментальная система решений (ФСР).
Фундаментальная матрица

Система уравнений


2a− 3b+ 4c− d− e = 0
a− 2b− c+ 2d+ e = 0
4a− 7b+ 2c+ 3d+ e = 0
3a− 5b+ 3c+ d = 0
5a− 8b+ 7c− e = 0

называется однород-

ной системой уравнений, соответствующей исходной системе
2a− 3b+ 4c− d− e = 1
a− 2b− c+ 2d+ e = 0
4a− 7b+ 2c+ 3d+ e = 1
3a− 5b+ 3c+ d = 1
5a− 8b+ 7c− e = 2
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II.6. Фундаментальная система решений (ФСР).
Фундаментальная матрица

Матрица Φ =

 −11 8 5
−6 5 3
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 называется фундаменталь-

ной матрицей однородной системы линейных уравнений
2a− 3b+ 4c− d− e = 0
a− 2b− c+ 2d+ e = 0
4a− 7b+ 2c+ 3d+ e = 0
3a− 5b+ 3c+ d = 0
5a− 8b+ 7c− e = 0

, а система матриц-столбцов


−11
−6
1
0
0

 ,


8
5
0
1
0

 ,


5
3
0
0
1


— фундаментальной системой решений этой однородной систе-
мы линейных уравнений.
Наш способ получения фундаментальной матрицы из «преобразо-

ванной» расширенной матрицы является «ремесленным».

123



II.6. Фундаментальная система решений (ФСР).
Фундаментальная матрица

Матрица Φ =

 −11 8 5
−6 5 3
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 называется фундаменталь-

ной матрицей однородной системы линейных уравнений
2a− 3b+ 4c− d− e = 0
a− 2b− c+ 2d+ e = 0
4a− 7b+ 2c+ 3d+ e = 0
3a− 5b+ 3c+ d = 0
5a− 8b+ 7c− e = 0

, а система матриц-столбцов


−11
−6
1
0
0

 ,


8
5
0
1
0

 ,


5
3
0
0
1


— фундаментальной системой решений этой однородной систе-
мы линейных уравнений.
Более короткий «индустриальный» метод получения фундамен-

тальной матрицы, см. рис. 1, и рис. 2, мы рассмотрим в разделе II.7,
в процессе решения соответствующего примера.
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II.7. Получение общего решения ОСЛУ
Сейчас мы рассмотрим «индустриальный» метод получения фун-

даментальной системы решений однородной системы линейных урав-
нений после приведения матрицы ее коэффициентов к указанному
виду. Мы будем иллюстрировать выкладки на примере ОСЛУ, со-
ответствующей НСЛУ примера. Все преобразования метода Гаусса
будем проводить на матричном языке (см. список этих преобразо-
ваний для матричной формы записи). Как уже отмечалось,
целью этих преобразований является получение равносильной систе-
мы уравнений, у которой матрица коэффициентов имеет «единичный
фрагмент».
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II.7. Получение общего решения ОСЛУ
В частности, при решении упомянутого примера получена систе-

ма, матрица коэффициентов которой имеет следующий вид (стол-
бец свободных членов соответствующей однородной системы мы не
пишем, так как мы сейчас занимаемся соответствующей ОСЛУ, а
для однородной системы линейных уравнений при всех преобразо-
ваниях метода Гаусса столбец свободных членов остается нулевым)(

1 0 11 −8 −5

0 1 6 −5 −3

)
.
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II.7. Получение общего решения ОСЛУ(
1 0 11 −8 −5

0 1 6 −5 −3

)
. При этом «единичный фрагмент» состоит из

первого и второго столбцов этой матрицы.
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II.7. Получение общего решения ОСЛУ(
1 0 11 −8 −5

0 1 6 −5 −3

)
. При этом «единичный фрагмент» состоит из

первого и второго столбцов этой матрицы. Все неизвестные, отвеча-
ющие этим номерам столбцов (в примере это a, b) будем считать
«настоящими» неизвестными, а все остальные неизвестные (в при-
мере это c, d, e) — параметрами.
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II.7. Получение общего решения ОСЛУ(
1 0 11 −8 −5

0 1 6 −5 −3

)
. При этом «единичный фрагмент» состоит из

первого и второго столбцов этой матрицы. Все неизвестные, отвеча-
ющие этим номерам столбцов (в примере это a, b) будем считать
«настоящими» неизвестными, а все остальные неизвестные (в при-
мере это c, d, e) — параметрами.
Будем искать фундаментальную систему решений в виде набора

столбцов, в которых все параметры нулевые, кроме одного, равно-
го 1. В роли этого «исключительного параметра», равного 1, сначала
выбирается первый параметр, потом — второй параметр, потом —
третий параметр, и т.п.
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II.7. Получение общего решения ОСЛУ(
1 0 11 −8 −5

0 1 6 −5 −3

)
. При этом «единичный фрагмент» состоит из

первого и второго столбцов этой матрицы. Все неизвестные, отвеча-
ющие этим номерам столбцов (в примере это a, b) будем считать
«настоящими» неизвестными, а все остальные неизвестные (в при-
мере это c, d, e) — параметрами.
Будем искать фундаментальную систему решений в виде набора

столбцов, в которых все параметры нулевые, кроме одного, равно-
го 1. В роли этого «исключительного параметра», равного 1, сначала
выбирается первый параметр, потом — второй параметр, потом —
третий параметр, и т.п. Эту процедуру мы назовем на нашем слэнге
«протаскиванием единички через параметры».
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II.7. Получение общего решения ОСЛУ
Обратите внимание на тот факт, что числа в матрице являются ко-

эффициентами перед неизвестными, а при «протаскивании единички
через параметры» мы говорим о значениях переменных, то есть мы
придаем какие-то значения одним переменным (неизвестным, кото-
рые мы считаем параметрами) и находим соответствующие значения
других переменных («настоящих» неизвестных). На самом деле сей-
час мы решаем систему линейных уравнений, которую можно пред-
ставить в матричном виде
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II.7. Получение общего решения ОСЛУ

(
1 0 11 −8 −5

0 1 6 −5 −3

)
︸ ︷︷ ︸

коэффициенты


x1
x2
x3
x4
x5


︸ ︷︷ ︸
неиз-
вест-
ные

=

(
0

0

)
. (5)

Таким образом, во время выполнения преобразований метода Гаусса,
мы работали с коэффициентами перед неизвестными, а сейчас, на
этапе записи решения, мы «манипулируем» с неизвестными: «про-
таскиваем единичку» через «параметры» x3, x4, x5, и вычисляем со-
ответствующие значения «настоящих неизвестных» x1, x2.
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II.7. Получение общего решения ОСЛУ

(
1 0 11 −8 −5

0 1 6 −5 −3

)

x1
x2
1

0

0

 =

(
0

0

)

(
x1
x2

)
+ 1

(
11

6

)
+ 0

(
−8

−5

)
+ 0

(
−5

−3

)
=

(
0

0

)
,
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II.7. Получение общего решения ОСЛУ

(
1 0 11 −8 −5

0 1 6 −5 −3

)

x1
x2
1

0

0

 =

(
0

0

)

(
x1
x2

)
+ 1

(
11

6

)
+ 0

(
−8

−5

)
+ 0

(
−5

−3

)
=

(
0

0

)
,
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II.7. Получение общего решения ОСЛУ

(
1 0 11 −8 −5

0 1 6 −5 −3

)

x1
x2
1

0

0

 =

(
0

0

)

(
x1
x2

)
+ 1

(
11

6

)
+ 0

(
−8

−5

)
+ 0

(
−5

−3

)
=

(
0

0

)
,(

x1
x2

)
=

(
−11
−6

)
.
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II.7. Получение общего решения ОСЛУ

(
1 0 11 −8 −5

0 1 6 −5 −3

)

x1
x2
1

0

0

 =

(
0

0

)
⇒


x1
x2
x3
x4
x5

 =


−11
−6
1

0

0


(
x1
x2

)
+ 1

(
11

6

)
+ 0

(
−8

−5

)
+ 0

(
−5

−3

)
=

(
0

0

)
,(

x1
x2

)
=

(
−11
−6

)
.
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II.7. Получение общего решения ОСЛУ

(
1 0 11 −8 −5

0 1 6 −5 −3

)

x1
x2
0

1

0

 =

(
0

0

)

(
x1
x2

)
+ 0

(
11

6

)
+ 1

(
−8
−5

)
+ 0

(
−5

−3

)
=

(
0

0

)
,
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II.7. Получение общего решения ОСЛУ

(
1 0 11 −8 −5

0 1 6 −5 −3

)

x1
x2
0

1

0

 =

(
0

0

)

(
x1
x2

)
+ 0

(
11

6

)
+ 1

(
−8
−5

)
+ 0

(
−5

−3

)
=

(
0

0

)
,(

x1
x2

)
=

(
8

5

)
.

138



II.7. Получение общего решения ОСЛУ

(
1 0 11 −8 −5

0 1 6 −5 −3

)

x1
x2
0

1

0

 =

(
0

0

)
⇒


x1
x2
x3
x4
x5

 =


8

5

0

1

0


(
x1
x2

)
+ 0

(
11

6

)
+ 1

(
−8
−5

)
+ 0

(
−5

−3

)
=

(
0

0

)
,(

x1
x2

)
=

(
8

5

)
.
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II.7. Получение общего решения ОСЛУ

(
1 0 11 −8 −5
0 1 6 −5 −3

)

x1
x2
0

0

1

 =

(
0

0

)

(
x1
x2

)
+ 0

(
11

6

)
+ 0

(
−8

−5

)
+ 1

(
−5
−3

)
=

(
0

0

)
,
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II.7. Получение общего решения ОСЛУ

(
1 0 11 −8 −5
0 1 6 −5 −3

)

x1
x2
0

0

1

 =

(
0

0

)

(
x1
x2

)
+ 0

(
11

6

)
+ 0

(
−8

−5

)
+ 1

(
−5
−3

)
=

(
0

0

)
,(

x1
x2

)
=

(
5

3

)
.
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II.7. Получение общего решения ОСЛУ

(
1 0 11 −8 −5
0 1 6 −5 −3

)

x1
x2
0

0

1

 =

(
0

0

)
⇒


x1
x2
x3
x4
x5

 =


5

3

0

0

1


(
x1
x2

)
+ 0

(
11

6

)
+ 0

(
−8

−5

)
+ 1

(
−5
−3

)
=

(
0

0

)
,(

x1
x2

)
=

(
5

3

)
.
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II.7. Получение общего решения ОСЛУ

(
1 0 11 −8 −5

0 1 6 −5 −3

)

• • •
• • •
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =

(
0 0 0

0 0 0

)
⇒ Φ =


−11 • •
−6 • •
1 0 0

0 1 0

0 0 1


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II.7. Получение общего решения ОСЛУ

(
1 0 11 −8 −5

0 1 6 −5 −3

)

• • •
• • •
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =

(
0 0 0

0 0 0

)
⇒ Φ =


−11 8 •
−6 5 •

1 0 0

0 1 0

0 0 1



144



II.7. Получение общего решения ОСЛУ

(
1 0 11 −8 −5
0 1 6 −5 −3

)

• • •
• • •
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =

(
0 0 0

0 0 0

)
⇒ Φ =


−11 8 5

−6 5 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1


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
x1
x2
1
0
0

 7→

«настоящие»
неизвестные «параметры»
x1 x2 1 0 0(
1
0

0
1

11
6

−8
−5

−5
−3

)
↑

«активный» столбец

7→


−11
−6
1
0
0




x1
x2
0
1
0

 7→

«настоящие»
неизвестные «параметры»
x1 x2 0 1 0(
1
0

0
1

11
6

−8
−5

−5
−3

)
↑

«активный» столбец

7→


8
5
0
1
0




x1
x2
0
0
1

 7→

«настоящие»
неизвестные «параметры»
x1 x2 0 0 1(
1
0

0
1

11
6

−8
−5

−5
−3

)
↑

«активный» столбец

7→


5
3
0
0
1


Рис. 1.

146



(
1 0 11 − 8 −5
0 1 6 − 5 −3
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��@@
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-
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�
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
•
•
1
0
0

 7→

−11
−6
1
0
0



(
1 0 11 −8 − 5
0 1 6 −5 − 3

)
��@@

-

-

�
�


•
•
0
1
0

 7→


8
5
0
1
0



(
1 0 11 −8 −5
0 1 6 −5 −3

)
��@@

-

-

���


•
•
0
0
1

 7→


5
3
0
0
1


Рис. 2.
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Другой пример: допустим, решая некоторую ОСЛУ методом Гаус-
са, мы получили следующую матрицу коэффициентов: 2 1 3 2 0 0 −1

5 0 4 −2 1 0 1

−2 0 −8 11 0 1 −6


«Единичный фрагмент» в этом случае образуют второй, пятый и
шестой столбцы этой матрицы. Процесс получения фундаменталь-
ной матрицы проиллюстрирован на рис. 3 (вместо точек • вставляем
компоненты соответствующего «активного столбца» матрицы коэф-
фициентов с обратными знаками).
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Другой пример: допустим, решая некоторую ОСЛУ методом Гаус-
са, мы получили следующую матрицу коэффициентов: 2 1 3 2 0 0 −1

5 0 4 −2 1 0 1

−2 0 −8 11 0 1 −6



? ? ? ?

 2 1 3 2 0 0 −1
5 0 4 −2 1 0 1
−2 0 −8 11 0 1 −6

 7→


1 0 0 0
• • • •
0 1 0 0
0 0 1 0
• • • •
• • • •
0 0 0 1


7→



1 0 0 0
−2 −3 −2 1
0 1 0 0
0 0 1 0
−5 −4 2 −1
2 8 −11 6
0 0 0 1


Рис. 3.

Рассмотреть еще один пример решения однородной системы
линейных уравнений?
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II.8. Получение частного решения НСЛУ
Теперь посмотрим, как аналогичная «индустриальная тех-

нология» позволяет быстро получать частное решение НС-
ЛУ.
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III. Основные теоретические результаты
Мы рассмотрим несколько теорем:

— теорему Кронекера-Капелли;
— теорему об общем решении НСЛУ;
— теорему о линейных комбинациях решений ОСЛУ;
— теорему о размерности пространства решений ОСЛУ.
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Доказательство.
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Доказательство. Необходимость. Пусть
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Доказательство. Необходимость. Пусть СЛУ AX = B совмест-
на.
Нам надо доказать
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Доказательство. Необходимость. Пусть СЛУ AX = B совмест-
на.
Нам надо доказать равенство (равенство рангов, то есть чисел).

Для доказательства равенства обычно используются:
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Доказательство. Необходимость. Пусть СЛУ AX = B совмест-
на.
Нам надо доказать равенство (равенство рангов, то есть чисел).

Для доказательства равенства обычно используются:

• равносильные преобразования;
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Доказательство. Необходимость. Пусть СЛУ AX = B совмест-
на.
Нам надо доказать равенство (равенство рангов, то есть чисел).

Для доказательства равенства обычно используются:

• равносильные преобразования;

• сведение к двум неравенствам:
{
L ≤ R,

L ≥ R
⇒ L = R;
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Доказательство. Необходимость. Пусть СЛУ AX = B совмест-
на.
Нам надо доказать равенство (равенство рангов, то есть чисел).

Для доказательства равенства обычно используются:

• равносильные преобразования;

• сведение к двум неравенствам:
{
L ≤ R,

L ≥ R
⇒ L = R;

• метод «от противного».
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Доказательство. Необходимость. Пусть СЛУ AX = B совмест-
на.
Нам надо доказать равенство (равенство рангов, то есть чисел).

Для доказательства равенства обычно используются:

• равносильные преобразования;

• сведение к двум неравенствам:
{
L ≤ R,

L ≥ R
⇒ L = R;

• метод «от противного».

В данном случае проще всего применить второй из этих методов.
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Доказательство. Пусть СЛУ AX = B совместна.
Очевидно, что Rg(A) ≤ Rg(A B), так как, по теореме о равен-

стве трех рангов, ранг равен столбцовому рангу.
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Доказательство. Пусть СЛУ AX = B совместна.
Осталось показать обратное неравенство: Rg(A) ≥ Rg(A B).
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Доказательство. Пусть СЛУ AX = B совместна.
Используя умножение матриц на макроуровне получаем, что

если система линейных уравнений AX = B имеет решение, то стол-
бец B является линейной комбинацией столбцов матрицы A.
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Доказательство. Пусть СЛУ AX = B совместна.
Используя умножение матриц на макроуровне получаем, что

если система линейных уравнений AX = B имеет решение, то стол-
бец B является линейной комбинацией столбцов матрицы A.
Поэтому, по теореме о линейных комбинациях базисных век-

торов, базис линейной оболочки системы столбцов матрицы A явля-
ется базисом линейной оболочки системы столбцов матрицы (A B).
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Доказательство. Пусть СЛУ AX = B совместна.
Используя умножение матриц на макроуровне получаем, что

если система линейных уравнений AX = B имеет решение, то стол-
бец B является линейной комбинацией столбцов матрицы A.
Поэтому, по теореме о линейных комбинациях базисных век-

торов, базис линейной оболочки системы столбцов матрицы A явля-
ется базисом линейной оболочки системы столбцов матрицы (A B).
Таким образом, столбцовые ранги матриц A и (A B) совпадают.
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Доказательство. Пусть СЛУ AX = B совместна.
Используя умножение матриц на макроуровне получаем, что

если система линейных уравнений AX = B имеет решение, то стол-
бец B является линейной комбинацией столбцов матрицы A.
Поэтому, по теореме о линейных комбинациях базисных век-

торов, базис линейной оболочки системы столбцов матрицы A явля-
ется базисом линейной оболочки системы столбцов матрицы (A B).
Таким образом, столбцовые ранги матриц A и (A B) совпадают.
Согласно теореме о равенстве трех рангов получаем, что если

система уравнений AX = B имеет решение, то ранг матрицы A равен
рангу матрицы (A B). Необходимость доказана.
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Достаточность. Пусть Rg(A) = Rg(A B).
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Достаточность. Пусть Rg(A) = Rg(A B).
Согласно теореме о равенстве трех рангов, это означает, что

их столбцовые ранги совпадают.
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Достаточность. Пусть Rg(A) = Rg(A B).
Согласно теореме о равенстве трех рангов, это означает, что их

столбцовые ранги совпадают. Значит, максимальная линейно неза-
висимая система столбцов матрицы A является максимальной ли-
нейно независимой системой столбцов матрицы (A B).
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Достаточность. Пусть Rg(A) = Rg(A B).
Согласно теореме о равенстве трех рангов, это означает, что их

столбцовые ранги совпадают. Значит, максимальная линейно неза-
висимая система столбцов матрицы A является максимальной ли-
нейно независимой системой столбцов матрицы (A B).
Согласно теореме о линейных комбинациях базисных векто-

ров столбец B является линейной комбинацией этой максимальной
линейно независимой системы столбцов матрицы A.
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III.1. Теорема Кронекера-Капелли
Теорема 3. СЛУ AX = B совместна тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы A равен рангу расширенной матрицы (A B).

Достаточность. Пусть Rg(A) = Rg(A B).
Согласно теореме о равенстве трех рангов, это означает, что их

столбцовые ранги совпадают. Значит, максимальная линейно неза-
висимая система столбцов матрицы A является максимальной ли-
нейно независимой системой столбцов матрицы (A B).
Согласно теореме о линейных комбинациях базисных векто-

ров столбец B является линейной комбинацией этой максимальной
линейно независимой системы столбцов матрицы A.
Последнее утверждение с помощью умножения матриц на мак-

роуровне легко представить в виде AX = B. Таким образом, СЛУ
AX = B имеет решение, то есть совместна. Теорема доказана.
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III.2. Теорема об общем решении НСЛУ
Теорема 4. Общее решение X1(C1, . . . , Cm) НСЛУ AX = B имеет
вид X0(C1, . . . , Cm) + X̃, где X0(C1, . . . , Cm) — общее решение ОСЛУ
AX = 0, а X̃ — произвольное фиксированное решение исходной НС-
ЛУ AX = B.

Доказательство.

171



III.2. Теорема об общем решении НСЛУ
Теорема 4. Общее решение X1(C1, . . . , Cm) НСЛУ AX = B имеет
вид X0(C1, . . . , Cm) + X̃, где X0(C1, . . . , Cm) — общее решение ОСЛУ
AX = 0, а X̃ — произвольное фиксированное решение исходной НС-
ЛУ AX = B.

Доказательство. Пусть X0(C1, . . . , Cm) — общее решение соот-
ветствующей ОСЛУ, X̃ — произвольное фиксированное решение ис-
ходной НСЛУ.
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III.2. Теорема об общем решении НСЛУ
Теорема 4. Общее решение X1(C1, . . . , Cm) НСЛУ AX = B имеет
вид X0(C1, . . . , Cm) + X̃, где X0(C1, . . . , Cm) — общее решение ОСЛУ
AX = 0, а X̃ — произвольное фиксированное решение исходной НС-
ЛУ AX = B.

Доказательство. Пусть X0(C1, . . . , Cm) — общее решение соот-
ветствующей ОСЛУ, X̃ — произвольное фиксированное решение ис-
ходной НСЛУ.
Тогда при любых значениях переменных C1, . . . , Cm имеем

A
(
X0(C1, . . . , Cm) + X̃

)
=
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III.2. Теорема об общем решении НСЛУ
Теорема 4. Общее решение X1(C1, . . . , Cm) НСЛУ AX = B имеет
вид X0(C1, . . . , Cm) + X̃, где X0(C1, . . . , Cm) — общее решение ОСЛУ
AX = 0, а X̃ — произвольное фиксированное решение исходной НС-
ЛУ AX = B.

Доказательство. Пусть X0(C1, . . . , Cm) — общее решение соот-
ветствующей ОСЛУ, X̃ — произвольное фиксированное решение ис-
ходной НСЛУ.
Тогда при любых значениях переменных C1, . . . , Cm имеем

A
(
X0(C1, . . . , Cm) + X̃

)
= AX0(C1, . . . , Cm) + AX̃ =
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III.2. Теорема об общем решении НСЛУ
Теорема 4. Общее решение X1(C1, . . . , Cm) НСЛУ AX = B имеет
вид X0(C1, . . . , Cm) + X̃, где X0(C1, . . . , Cm) — общее решение ОСЛУ
AX = 0, а X̃ — произвольное фиксированное решение исходной НС-
ЛУ AX = B.

Доказательство. Пусть X0(C1, . . . , Cm) — общее решение соот-
ветствующей ОСЛУ, X̃ — произвольное фиксированное решение ис-
ходной НСЛУ.
Тогда при любых значениях переменных C1, . . . , Cm имеем

A
(
X0(C1, . . . , Cm) + X̃

)
= AX0(C1, . . . , Cm) + AX̃ = 0 + B = B,
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III.2. Теорема об общем решении НСЛУ
Теорема 4. Общее решение X1(C1, . . . , Cm) НСЛУ AX = B имеет
вид X0(C1, . . . , Cm) + X̃, где X0(C1, . . . , Cm) — общее решение ОСЛУ
AX = 0, а X̃ — произвольное фиксированное решение исходной НС-
ЛУ AX = B.

Доказательство. Пусть X0(C1, . . . , Cm) — общее решение соот-
ветствующей ОСЛУ, X̃ — произвольное фиксированное решение ис-
ходной НСЛУ.
Тогда при любых значениях переменных C1, . . . , Cm имеем

A
(
X0(C1, . . . , Cm) + X̃

)
= AX0(C1, . . . , Cm) + AX̃ = 0 + B = B,

то есть при любых значениях параметров C1, . . . , Cm матрица-
столбец X0(C1, . . . , Cm) + X̃ является решением НСЛУ AX = B.
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III.2. Теорема об общем решении НСЛУ
Теорема 4. Общее решение X1(C1, . . . , Cm) НСЛУ AX = B имеет
вид X0(C1, . . . , Cm) + X̃, где X0(C1, . . . , Cm) — общее решение ОСЛУ
AX = 0, а X̃ — произвольное фиксированное решение исходной НС-
ЛУ AX = B.

Доказательство. Осталось доказать, что для любого решения
X НСЛУ AX = B можно так подобрать константы C1, . . . , Cm, что
X = X0(C1, . . . , Cm) + X̃.
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III.2. Теорема об общем решении НСЛУ
Теорема 4. Общее решение X1(C1, . . . , Cm) НСЛУ AX = B имеет
вид X0(C1, . . . , Cm) + X̃, где X0(C1, . . . , Cm) — общее решение ОСЛУ
AX = 0, а X̃ — произвольное фиксированное решение исходной НС-
ЛУ AX = B.

Доказательство. Осталось доказать, что для любого решения
X НСЛУ AX = B можно так подобрать константы C1, . . . , Cm, что
X = X0(C1, . . . , Cm) + X̃.
Рассмотрим разность X− X̃.
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III.2. Теорема об общем решении НСЛУ
Теорема 4. Общее решение X1(C1, . . . , Cm) НСЛУ AX = B имеет
вид X0(C1, . . . , Cm) + X̃, где X0(C1, . . . , Cm) — общее решение ОСЛУ
AX = 0, а X̃ — произвольное фиксированное решение исходной НС-
ЛУ AX = B.

Доказательство. Осталось доказать, что для любого решения
X НСЛУ AX = B можно так подобрать константы C1, . . . , Cm, что
X = X0(C1, . . . , Cm) + X̃.
Рассмотрим разность X− X̃.
Заметим, что это решение ОСЛУ AX = 0, так как
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III.2. Теорема об общем решении НСЛУ
Теорема 4. Общее решение X1(C1, . . . , Cm) НСЛУ AX = B имеет
вид X0(C1, . . . , Cm) + X̃, где X0(C1, . . . , Cm) — общее решение ОСЛУ
AX = 0, а X̃ — произвольное фиксированное решение исходной НС-
ЛУ AX = B.

Доказательство. Осталось доказать, что для любого решения
X НСЛУ AX = B можно так подобрать константы C1, . . . , Cm, что
X = X0(C1, . . . , Cm) + X̃.
Рассмотрим разность X− X̃.
Заметим, что это решение ОСЛУ AX = 0, так как

A(X− X̃) =
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III.2. Теорема об общем решении НСЛУ
Теорема 4. Общее решение X1(C1, . . . , Cm) НСЛУ AX = B имеет
вид X0(C1, . . . , Cm) + X̃, где X0(C1, . . . , Cm) — общее решение ОСЛУ
AX = 0, а X̃ — произвольное фиксированное решение исходной НС-
ЛУ AX = B.

Доказательство. Осталось доказать, что для любого решения
X НСЛУ AX = B можно так подобрать константы C1, . . . , Cm, что
X = X0(C1, . . . , Cm) + X̃.
Рассмотрим разность X− X̃.
Заметим, что это решение ОСЛУ AX = 0, так как

A(X− X̃) = AX−AX̃ =
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III.2. Теорема об общем решении НСЛУ
Теорема 4. Общее решение X1(C1, . . . , Cm) НСЛУ AX = B имеет
вид X0(C1, . . . , Cm) + X̃, где X0(C1, . . . , Cm) — общее решение ОСЛУ
AX = 0, а X̃ — произвольное фиксированное решение исходной НС-
ЛУ AX = B.

Доказательство. Осталось доказать, что для любого решения
X НСЛУ AX = B можно так подобрать константы C1, . . . , Cm, что
X = X0(C1, . . . , Cm) + X̃.
Рассмотрим разность X− X̃.
Заметим, что это решение ОСЛУ AX = 0, так как

A(X− X̃) = AX−AX̃ = B−B =
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III.2. Теорема об общем решении НСЛУ
Теорема 4. Общее решение X1(C1, . . . , Cm) НСЛУ AX = B имеет
вид X0(C1, . . . , Cm) + X̃, где X0(C1, . . . , Cm) — общее решение ОСЛУ
AX = 0, а X̃ — произвольное фиксированное решение исходной НС-
ЛУ AX = B.

Доказательство. Осталось доказать, что для любого решения
X НСЛУ AX = B можно так подобрать константы C1, . . . , Cm, что
X = X0(C1, . . . , Cm) + X̃.
Рассмотрим разность X− X̃.
Заметим, что это решение ОСЛУ AX = 0, так как

A(X− X̃) = AX−AX̃ = B−B = 0.
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III.2. Теорема об общем решении НСЛУ
Теорема 4. Общее решение X1(C1, . . . , Cm) НСЛУ AX = B имеет
вид X0(C1, . . . , Cm) + X̃, где X0(C1, . . . , Cm) — общее решение ОСЛУ
AX = 0, а X̃ — произвольное фиксированное решение исходной НС-
ЛУ AX = B.

Доказательство. Осталось доказать, что для любого решения
X НСЛУ AX = B можно так подобрать константы C1, . . . , Cm, что
X = X0(C1, . . . , Cm) + X̃.
Рассмотрим разность X− X̃.
Заметим, что это решение ОСЛУ AX = 0, так как

A(X− X̃) = AX−AX̃ = B−B = 0.
Поэтому найдутся такие значения параметров C1, . . . , Cm, что

X− X̃ = X0(C1, . . . , Cm), то естьX = X0(C1, . . . , Cm) + X̃, что и тре-
бовалось доказать. Теорема доказана.
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III.2. Теорема об общем решении НСЛУ
Теорема 4. Общее решение X1(C1, . . . , Cm) НСЛУ AX = B имеет
вид X0(C1, . . . , Cm) + X̃, где X0(C1, . . . , Cm) — общее решение ОСЛУ
AX = 0, а X̃ — произвольное фиксированное решение исходной НС-
ЛУ AX = B.
Таким образом, вопрос о структуре общего решения НСЛУ сво-

дится к вопросу о структуре общего решения соответствующего
ОСЛУ.
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III.3. Теорема о линейных комбинациях решений
ОСЛУ
Теорема 5. Линейная комбинация решений ОСЛУ AX = 0 являет-
ся решением этой ОСЛУ.

Доказательство.
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III.3. Теорема о линейных комбинациях решений
ОСЛУ
Теорема 5. Линейная комбинация решений ОСЛУ AX = 0 являет-
ся решением этой ОСЛУ.

Доказательство. Пусть X1 и X2 — решения ОСЛУ AX = 0. Надо
проверить, что λX1 + µX2 является решением этой ОСЛУ AX = 0.
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III.3. Теорема о линейных комбинациях решений
ОСЛУ
Теорема 5. Линейная комбинация решений ОСЛУ AX = 0 являет-
ся решением этой ОСЛУ.

Доказательство. Пусть X1 и X2 — решения ОСЛУ AX = 0. Надо
проверить, что λX1 + µX2 является решением этой ОСЛУ AX = 0.
Это означает, что надо проверить равенство A (λX1 + µX2) = 0.
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III.3. Теорема о линейных комбинациях решений
ОСЛУ
Теорема 5. Линейная комбинация решений ОСЛУ AX = 0 являет-
ся решением этой ОСЛУ.

Доказательство. Пусть X1 и X2 — решения ОСЛУ AX = 0. Надо
проверить, что λX1 + µX2 является решением этой ОСЛУ AX = 0.
Это означает, что надо проверить равенство A (λX1 + µX2) = 0.
Это очевидно, так как по свойствам произведения матриц и в силу

того, что X1 и X2 — решения ОСЛУ AX = 0, получаем

A (λX1 + µX2) =
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III.3. Теорема о линейных комбинациях решений
ОСЛУ
Теорема 5. Линейная комбинация решений ОСЛУ AX = 0 являет-
ся решением этой ОСЛУ.

Доказательство. Пусть X1 и X2 — решения ОСЛУ AX = 0. Надо
проверить, что λX1 + µX2 является решением этой ОСЛУ AX = 0.
Это означает, что надо проверить равенство A (λX1 + µX2) = 0.
Это очевидно, так как по свойствам произведения матриц и в силу

того, что X1 и X2 — решения ОСЛУ AX = 0, получаем

A (λX1 + µX2) = λAX1 + µAX2 =
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III.3. Теорема о линейных комбинациях решений
ОСЛУ
Теорема 5. Линейная комбинация решений ОСЛУ AX = 0 являет-
ся решением этой ОСЛУ.

Доказательство. Пусть X1 и X2 — решения ОСЛУ AX = 0. Надо
проверить, что λX1 + µX2 является решением этой ОСЛУ AX = 0.
Это означает, что надо проверить равенство A (λX1 + µX2) = 0.
Это очевидно, так как по свойствам произведения матриц и в силу

того, что X1 и X2 — решения ОСЛУ AX = 0, получаем

A (λX1 + µX2) = λAX1 + µAX2 = 0 + 0 =
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III.3. Теорема о линейных комбинациях решений
ОСЛУ
Теорема 5. Линейная комбинация решений ОСЛУ AX = 0 являет-
ся решением этой ОСЛУ.

Доказательство. Пусть X1 и X2 — решения ОСЛУ AX = 0. Надо
проверить, что λX1 + µX2 является решением этой ОСЛУ AX = 0.
Это означает, что надо проверить равенство A (λX1 + µX2) = 0.
Это очевидно, так как по свойствам произведения матриц и в силу

того, что X1 и X2 — решения ОСЛУ AX = 0, получаем

A (λX1 + µX2) = λAX1 + µAX2 = 0 + 0 = 0.

Теорема доказана.
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III.4. Теорема о размерности пространства реше-
ний ОСЛУ
Теорема 6. Множество решений ОСЛУ Am×nXn×1 = 0m×1 явля-
ется подпространством линейного пространства Rn размерности
n− r, где r — ранг матрицы A.

Доказательство.
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III.4. Теорема о размерности пространства реше-
ний ОСЛУ
Теорема 6. Множество решений ОСЛУ Am×nXn×1 = 0m×1 явля-
ется подпространством линейного пространства Rn размерности
n− r, где r — ранг матрицы A.

Доказательство. Тот факт, что множество решений ОСЛУ явля-
ется подпространством, легко получить с помощью критерия под-
пространства и теоремы о линейных комбинациях решений
ОСЛУ.
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III.4. Теорема о размерности пространства реше-
ний ОСЛУ
Теорема 6. Множество решений ОСЛУ Am×nXn×1 = 0m×1 явля-
ется подпространством линейного пространства Rn размерности
n− r, где r — ранг матрицы A.

Доказательство. Осталось доказать утверждение о размерности
пространства решений. Согласно теореме о совпадении трех ран-
гов имеем, что ранг матрицы коэффициентов равен размерности
линейной оболочки системы столбцов матрицы A коэффициентов
ОСЛУ AX = 0.
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III.4. Теорема о размерности пространства реше-
ний ОСЛУ
Теорема 6. Множество решений ОСЛУ Am×nXn×1 = 0m×1 явля-
ется подпространством линейного пространства Rn размерности
n− r, где r — ранг матрицы A.

Доказательство. Осталось доказать утверждение о размерности
пространства решений. Согласно теореме о совпадении трех ран-
гов имеем, что ранг матрицы коэффициентов равен размерности
линейной оболочки системы столбцов матрицы A коэффициентов
ОСЛУ AX = 0.
Перенумеровывая, при необходимости, неизвестные, можно счи-

тать, что первые r столбцов матрицы коэффициентов A образуют
базис линейной оболочки системы столбцов матрицы A.
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III.4. Теорема о размерности пространства реше-
ний ОСЛУ
Теорема 6. Множество решений ОСЛУ Am×nXn×1 = 0m×1 явля-
ется подпространством линейного пространства Rn размерности
n− r, где r — ранг матрицы A.

Доказательство. Считаем, что первые r столбцов матрицы коэф-
фициентов A образуют базис линейной оболочки системы столбцов
матрицы A.
По теореме о линейных комбинациях базисных векторов

имеем, что для любого j ∈ {r + 1, . . . , n} найдутся коэффициенты
λ1j, . . . , λrj такие, что
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III.4. Теорема о размерности пространства реше-
ний ОСЛУ
Теорема 6. Множество решений ОСЛУ Am×nXn×1 = 0m×1 явля-
ется подпространством линейного пространства Rn размерности
n− r, где r — ранг матрицы A.

Доказательство. Считаем, что первые r столбцов матрицы коэф-
фициентов A образуют базис линейной оболочки системы столбцов
матрицы A.

a1j
a2j
. . .

anj

 = λ1j


a11
a21
. . .

an1

 + λ2j


a12
a22
. . .

an2

 + . . . + λrj


a1r
a2r
. . .

anr

 . (6)
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III.4. Теорема о размерности пространства реше-
ний ОСЛУ

a1j
a2j
. . .

anj

 = λ1j


a11
a21
. . .

an1

 + λ2j


a12
a22
. . .

an2

 + . . . + λrj


a1r
a2r
. . .

anr

 . (6)

С помощью теоремы о линейных комбинациях базисных век-
торов докажем, что система решений

λ11
λ21
. . .
λr1
−1
0

. . .
0

 ,


λ12
λ22
. . .
λr2
0
−1
. . .
0

 , . . .


λ1r
λ2r
. . .
λrr
0
0

. . .
−1

 (7)

является базисом подпространства решений ОСЛУ AX = 0.
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III.4. Теорема о размерности пространства реше-
ний ОСЛУ
То, что каждый элемент системы (7) является решением этой

ОСЛУ, очевиден: согласно равенствам (6)

(
a11 . . . a1n

. . .
an1 . . . ann

)


λ1k
. . .
λrk
0

. . .
−1
. . .
0

 =
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III.4. Теорема о размерности пространства реше-
ний ОСЛУ
То, что каждый элемент системы (7) является решением этой

ОСЛУ, очевиден: согласно равенствам (6)

(
a11 . . . a1n

. . .
an1 . . . ann

)


λ1k
. . .
λrk
0

. . .
−1
. . .
0

 = λ1k

(
a11
a21
. . .
an1

)
+ . . . + λrk

(
a1r
a2r
. . .
anr

)
−

(
a1k
a2k
. . .
ank

)
=
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III.4. Теорема о размерности пространства реше-
ний ОСЛУ
То, что каждый элемент системы (7) является решением этой

ОСЛУ, очевиден: согласно равенствам (6)

(
a11 . . . a1n

. . .
an1 . . . ann

)


λ1k
. . .
λrk
0

. . .
−1
. . .
0

 = λ1k

(
a11
a21
. . .
an1

)
+ . . . + λrk

(
a1r
a2r
. . .
anr

)
−

(
a1k
a2k
. . .
ank

)
=

=

(
0
0

. . .
0

)
.
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III.4. Теорема о размерности пространства реше-
ний ОСЛУ
Линейная независимость системы (7) также очевидна: если

α1


λ11
. . .
λr1
−1
0

. . .
0

 + α2


λ12
. . .
λr2
0
−1
. . .
0

 + . . . + αn−r


λ1r
. . .
λrr
0
0

. . .
−1

 =


0

. . .
0
0
0

. . .
0

,
то для любого номера k ∈ {1, 2, . . . , n− r} из сравнения (r + k)-й
строки матриц из левой и правой частей последнего равенства сле-
дует, что αk = 0.

203



III.4. Теорема о размерности пространства реше-
ний ОСЛУ
Осталось проверить полноту системы (7), то есть осталось убе-

диться в том, что любое решение системыAX = 0 является линейной
комбинацией матриц-столбцов из системы (7).
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III.4. Теорема о размерности пространства реше-
ний ОСЛУ
Возьмем произвольное решение

(
x1 . . . xn

)t
системы (7). Тогда

по теореме о линейных комбинациях решений ОСЛУ решени-
ем этой системы является такой набор значений переменных:

x1
. . .
xr

xr+1

xr+2

. . .
xn

− xr+1


λ11
. . .
λr1
−1
0

. . .
0

− xr+2


λ12
. . .
λr2
0
−1
. . .
0

− . . .− xn


λ1r
. . .
λrr
0
0

. . .
−1

 =


y1
. . .
yr
0
0

. . .
0

,

где yk = xk −
n−r∑
j=1

xr+jλkj.
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III.4. Теорема о размерности пространства реше-
ний ОСЛУ


x1
. . .
xr

xr+1

xr+2

. . .
xn

− xr+1


λ11
. . .
λr1
−1
0

. . .
0

− xr+2


λ12
. . .
λr2
0
−1
. . .
0

− . . .− xn


λ1r
. . .
λrr
0
0

. . .
−1

 =


y1
. . .
yr
0
0

. . .
0

,

где yk = xk −
n−r∑
j=1

xr+jλkj. Подставляя это решение в уравнение, по-

лучаем

(
0

. . .
0

)
=

(
a11 . . . a1r a1,r+1 . . . a1,n

. . .
an1 . . . anr an,r+1 . . . an,n

)
y1
. . .
yr
0

. . .
0

 =

r∑
j=1

yj

(
a1j
. . .
anj

)
.
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(
0

. . .
0

)
=

(
a11 . . . a1r a1,r+1 . . . a1,n

. . .
an1 . . . anr an,r+1 . . . an,n

)
y1
. . .
yr
0

. . .
0

 =

r∑
j=1

yj

(
a1j
. . .
anj

)
.

Но первые n столбцов матрицы A линейно независимы (так как это
базис системы строк матрицы A), поэтому y1 = . . . = yr = 0, то есть

x1
. . .
xr

xr+1

. . .
xn

 = xr+1


λ11
. . .
λr1
−1
0

. . .
0

 + xr+2


λ12
. . .
λr2
0

−11
. . .
0

− . . . + xn


λ1r
. . .
λrr
0
0

. . .
−1

.
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
x1
. . .
xr

xr+1

. . .
xn

 = xr+1


λ11
. . .
λr1
−1
0

. . .
0

 + xr+2


λ12
. . .
λr2
0

−11
. . .
0

− . . . + xn


λ1r
. . .
λrr
0
0

. . .
−1

.
Значит, система векторов (7) является базисом пространства ре-
шений системы AX = 0, в частности, его размерность равна n− r,
что и требовалось доказать.

208



III.5. Теорема об общем решении ОСЛУ
Теорема 7. Общее решение ОСЛУ AX = 0 имеет вид
C1X1 + . . . + CmXm, где m = n− r, n — число неизвестных, r —
ранг матрицы коэффициентов A, X1,X2, . . . ,Xm — базис линей-
ного пространства решений ОСЛУ AX = 0.

Доказательство.
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III.5. Теорема об общем решении ОСЛУ
Теорема 7. Общее решение ОСЛУ AX = 0 имеет вид
C1X1 + . . . + CmXm, где m = n− r, n — число неизвестных, r —
ранг матрицы коэффициентов A, X1,X2, . . . ,Xm — базис линей-
ного пространства решений ОСЛУ AX = 0.

Доказательство. Эта теорема является непосредственным след-
ствием из теоремы о размерности пространства решений
ОСЛУ и теоремы о линейных комбинациях базисных век-
торов. Теорема доказана.
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III.6. Фундаментальная матрица
Из умножения матриц на макроуровне получаем, что

C1X1 + . . . + CmXm = Φ


C1

C2

. . .

Cm

 ,

где Φ =
(

X1X2 . . .Xm

)
.
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Из умножения матриц на макроуровне получаем, что

C1X1 + . . . + CmXm = Φ


C1

C2

. . .

Cm

 ,

где Φ =
(

X1X2 . . .Xm

)
.

Определение 7. Система X1,X2, . . . ,Xm называется фундамен-
тальной системой решений ОСЛУ AX = 0, а матрица Φ — фун-
даментальной матрицей.
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III.6. Фундаментальная матрица
Из умножения матриц на макроуровне получаем, что

C1X1 + . . . + CmXm = Φ


C1

C2

. . .

Cm

 ,

где Φ =
(

X1X2 . . .Xm

)
.

Определение 7. Система X1,X2, . . . ,Xm называется фундамен-
тальной системой решений ОСЛУ AX = 0, а матрица Φ — фун-
даментальной матрицей.

Мы будем использовать аббревиатуру ФСР вместо фразы «фунда-
ментальная система решений». «Индустриальная» методика нахож-
дения ФСР была нами рассмотрена при решении примеров.
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