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Пример 1. Задать формулой операторы

1. P̂1 ортогонального проецирования на ось вектора−→a (рис.1а)).

2. P̂2 ортогонального проецирования на плоскость, содержащую на-
чало координат, перпендикулярно вектору−→a (рис.2а)).

3. P̂3 проецирования пространства на ось вектора −→a параллельно
плоскости, перпендикулярной вектору

−→
b (см. рис.1б)).

4. P̂4 проецирования параллельно
−→
b на плоскость, содержащую на-

чало координат, перпендикулярно вектору−→a (рис.2б)).

5. P̂5, сопоставляющий каждому вектору −→x вектор −→y , симметрич-
ный относительно оси с направляющим вектором−→a .

6. P̂6, сопоставляющий каждому вектору −→x вектор −→y , симметрич-
ный относительно проходящей через начало координат плоско-
сти, перпендикулярной вектору−→a .
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Рис. 1. а)−→y — ортогональная проекция вектора−→x на ось вектора−→a ;
б)−→y — проекция вектора−→x на ось вектора−→a параллельно плоскости с

нормальным вектором
−→
b .
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Рис. 2. а)−→y — ортогональная проекция вектора−→x на плоскость с нормальным

вектором−→a ;
б)−→y — проекция вектора−→x параллельно вектору

−→
b на плоскость с нормальным

вектором−→a .

7



Пример 1.
Задать формулой оператор P̂1 ортогонального проецирова-

ния пространства на ось вектора−→a (см. рис.1а)).
Решение. Мы, разумеется, воспользуемся типовым планом со-

ставления уравнений.
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂1 ортогонального проецирова-

ния пространства на ось вектора−→a (см. рис.1а)).
Решение. «Что надо найти»:
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂1 ортогонального проецирова-

ния пространства на ось вектора−→a (см. рис.1а)).
Решение. «Что надо найти»: надо вычислить проекцию вектора на

ось вектора−→a .
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂1 ортогонального проецирова-

ния пространства на ось вектора−→a (см. рис.1а)).
Решение. «Что надо найти»: надо вычислить проекцию вектора на

ось вектора−→a .
«В каком виде представим ответ»:
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂1 ортогонального проецирова-

ния пространства на ось вектора−→a (см. рис.1а)).
Решение. «Что надо найти»: надо вычислить проекцию вектора на

ось вектора−→a .
«В каком виде представим ответ»: выражением, использующим

обозначения операций и функций1, определенных на множестве век-
торов, а также обозначения исходного вектора и−→a .

1например, скалярное произведение и модуль вектора.
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂1 ортогонального проецирова-

ния пространства на ось вектора−→a (см. рис.1а)).
Решение. «Что надо найти»: надо вычислить проекцию вектора на

ось вектора−→a .
«В каком виде представим ответ»: выражением, использующим

обозначения операций и функций.
«Сведем к нахождению значений величин и ввести переменные» —

13



Пример 1.
Задать формулой оператор P̂1 ортогонального проецирова-

ния пространства на ось вектора−→a (см. рис.1а)).
Решение. «Что надо найти»: надо вычислить проекцию вектора на

ось вектора−→a .
«В каком виде представим ответ»: выражением, использующим

обозначения операций и функций.
«Сведем к нахождению значений величин и ввести переменные» —

обозначим образ вектора −→x через −→y . Остальные переменные, как
обычно, будем вводить по мере необходимости. Тот факт, что −→y яв-
ляется проекцией вектора −→x на ось вектора −→a означает, что −→y и −→a
коллинеарны, то есть, по критерию коллинеарности, −→y = λ−→a . Сле-
довательно, осталось найти значение λ.
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂1 ортогонального проецирова-

ния пространства на ось вектора−→a (см. рис.1а)).
Решение. «Что надо найти»: надо вычислить проекцию вектора на

ось вектора−→a .
«В каком виде представим ответ»: выражением, использующим

обозначения операций и функций.
«Сведем к нахождению значений величин и ввести переменные»

— обозначим образ вектора −→x через −→y , переменную λ ведем равен-
ством−→y = λ−→a .

«Составить уравнения».
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂1 ортогонального проецирова-

ния пространства на ось вектора−→a (см. рис.1а)).
Решение. «Что надо найти»: надо вычислить проекцию вектора на

ось вектора−→a .
«В каком виде представим ответ»: выражением, использующим

обозначения операций и функций.
«Сведем к нахождению значений величин и ввести переменные»

— обозначим образ вектора −→x через −→y , переменную λ ведем равен-
ством−→y = λ−→a .

«Составить уравнения». Тот факт, что −→y является ортогональ-
ной проекцией вектора −→x на ось вектора −→a означает, что вектор
−→x −−→y перпендикулярен вектору−→a .
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂1 ортогонального проецирова-

ния пространства на ось вектора−→a (см. рис.1а)).
Решение. «Что надо найти»: надо вычислить проекцию вектора на

ось вектора−→a .
«В каком виде представим ответ»: выражением, использующим

обозначения операций и функций.
«Сведем к нахождению значений величин и ввести переменные»

— обозначим образ вектора −→x через −→y , переменную λ ведем равен-
ством−→y = λ−→a .

«Составить уравнения». Критерий ортогональности позволяет вы-
числить двояким образом скалярное произведение: с одной стороны,
с помощью линейности скалярного произведения и, с другой сторо-
ны, по критерию ортогональности оно равно 0:

(−→x −−→y ,−→a ) = 0.
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂1 ортогонального проецирова-

ния пространства на ось вектора−→a (см. рис.1а)).
Решение. «Что надо найти»: надо вычислить проекцию вектора на

ось вектора−→a .
«В каком виде представим ответ»: выражением, использующим

обозначения операций и функций.
«Сведем к нахождению значений величин и ввести переменные»

— обозначим образ вектора −→x через −→y , переменную λ ведем равен-
ством−→y = λ−→a .

«Составить уравнения». Итак, получили систему уравнений{ −→y = λ−→a(−→x − λ−→a ,−→a ) = 0
. Отсюда получаем ответ: P̂1

(−→x ) =

(−→x ,−→a )(−→a ,−→a )−→a .
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂2 ортогонального проециро-

вания пространства на плоскость, проходящую через начало
координат перпендикулярно вектору−→a (см. рис.2а)).

Решение.
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂2 ортогонального проециро-

вания пространства на плоскость, проходящую через начало
координат перпендикулярно вектору−→a (см. рис.2а)).

Решение. Линейность докажите самостоятельно. Теперь найдем
нужную формулу. Воспользуемся типовым планом составления
уравнений.
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂2 ортогонального проециро-

вания пространства на плоскость, проходящую через начало
координат перпендикулярно вектору−→a (см. рис.2а)).

Решение. Линейность докажите самостоятельно. Теперь найдем
нужную формулу. Воспользуемся типовым планом составления
уравнений.

Первый и второй этапы повторяют то, что мы делали для операто-
ра P̂1.
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂2 ортогонального проециро-

вания пространства на плоскость, проходящую через начало
координат перпендикулярно вектору−→a (см. рис.2а)).

Обозначим через−→y образ вектора−→x . Сначала попытаемся свести
нахождение вектора−→y к нахождению значения параметра.
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂2 ортогонального проециро-

вания пространства на плоскость, проходящую через начало
координат перпендикулярно вектору−→a (см. рис.2а)).

Обозначим через−→y образ вектора−→x . Тот факт, что проецирование
производится параллельно вектору−→a , означает, что−→y −−→x = λ−→a .
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂2 ортогонального проециро-

вания пространства на плоскость, проходящую через начало
координат перпендикулярно вектору−→a (см. рис.2а)).

Обозначим через−→y образ вектора−→x . Тот факт, что проецирование
производится параллельно вектору−→a , означает, что−→y −−→x = λ−→a .

Осталось составить уравнение.
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂2 ортогонального проециро-

вания пространства на плоскость, проходящую через начало
координат перпендикулярно вектору−→a (см. рис.2а)).

Обозначим через−→y образ вектора−→x . Тот факт, что проецирование
производится параллельно вектору−→a , означает, что−→y −−→x = λ−→a .

Тот факт, что проекция лежит в плоскости, перпендикулярной век-
тору−→a означает, что вектора−→a и−→y перпендикулярны.
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂2 ортогонального проециро-

вания пространства на плоскость, проходящую через начало
координат перпендикулярно вектору−→a (см. рис.2а)).

Обозначим через−→y образ вектора−→x . Тот факт, что проецирование
производится параллельно вектору−→a , означает, что−→y −−→x = λ−→a .

Тот факт, что проекция лежит в плоскости, перпендикулярной век-
тору −→a означает, что вектора −→a и −→y перпендикулярны. Это позво-
ляет двояким образом вычислить скалярное произведение векторов
−→a и−→y .
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂2 ортогонального проециро-

вания пространства на плоскость, проходящую через начало
координат перпендикулярно вектору−→a (см. рис.2а)).

Обозначим через−→y образ вектора−→x . Тот факт, что проецирование
производится параллельно вектору−→a , означает, что−→y −−→x = λ−→a .

Тот факт, что проекция лежит в плоскости, перпендикулярной век-
тору−→a означает, что вектора−→a и−→y перпендикулярны. Это позволя-
ет двояким образом вычислить скалярное произведение векторов −→a

и−→y . Окончательно получаем систему уравнений
{ −→y = −→x + λ−→a ,
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂2 ортогонального проециро-

вания пространства на плоскость, проходящую через начало
координат перпендикулярно вектору−→a (см. рис.2а)).

Обозначим через−→y образ вектора−→x . Тот факт, что проецирование
производится параллельно вектору−→a , означает, что−→y −−→x = λ−→a .

Тот факт, что проекция лежит в плоскости, перпендикулярной век-
тору−→a означает, что вектора−→a и−→y перпендикулярны. Это позволя-
ет двояким образом вычислить скалярное произведение векторов −→a

и−→y . Окончательно получаем систему уравнений
{ −→y = −→x + λ−→a ,(−→y ,−→a ) = 0.
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂2 ортогонального проециро-

вания пространства на плоскость, проходящую через начало
координат перпендикулярно вектору−→a (см. рис.2а)).

Обозначим через−→y образ вектора−→x . Тот факт, что проецирование
производится параллельно вектору−→a , означает, что−→y −−→x = λ−→a .

Тот факт, что проекция лежит в плоскости, перпендикулярной век-
тору−→a означает, что вектора−→a и−→y перпендикулярны. Это позволя-
ет двояким образом вычислить скалярное произведение векторов −→a

и−→y . Окончательно получаем систему уравнений
{ −→y = −→x + λ−→a ,(−→y ,−→a ) = 0.

Следовательно, P̂2

(−→x ) = −→x −
(−→x ,−→a )(−→a ,−→a )−→a .
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂3 проецирования простран-

ства на ось вектора −→a параллельно плоскости, перпендику-
лярной вектору

−→
b (см. рис.1б)).

Решение.
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂3 проецирования простран-

ства на ось вектора −→a параллельно плоскости, перпендику-
лярной вектору

−→
b (см. рис.1б)).

Решение. P̂3

(−→x ) =

(−→x ,−→b )(−→a ,−→b )−→a .
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂4 проецирования параллельно

вектору
−→
b на плоскость, проходящую через начало коорди-

нат перпендикулярно вектору−→a (см. рис.2б))
Решение.
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂4 проецирования параллельно

вектору
−→
b на плоскость, проходящую через начало коорди-

нат перпендикулярно вектору−→a (см. рис.2б))

Решение. P̂4

(−→x ) = −→x −
(−→x ,−→a )(−→a ,−→b )−→b .
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂5, сопоставляющий каждому

вектору −→x вектор −→y , симметричный относительно оси с на-
правляющим вектором−→a .

Решение.

34



Пример 1.
Задать формулой оператор P̂5, сопоставляющий каждому

вектору −→x вектор −→y , симметричный относительно оси с на-
правляющим вектором−→a .

Решение. P̂5

(−→x ) = 2

(−→x ,−→a )(−→a ,−→a )−→a −−→x .
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂6, сопоставляющий каждому

вектору −→x вектор −→y , симметричный относительно прохо-
дящей через начало координат плоскости, перпендикулярной
вектору−→a .

Решение.
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Пример 1.
Задать формулой оператор P̂6, сопоставляющий каждому

вектору −→x вектор −→y , симметричный относительно прохо-
дящей через начало координат плоскости, перпендикулярной
вектору−→a .

Решение. P̂6

(−→x ) = −→x − 2

(−→x ,−→a )(−→a ,−→a )−→a .

Вернуться к лекции по линейным операторам?

37



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.
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Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) =
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Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h u +

40



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h su +

41



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h su1 +

42



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 +

43



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 + h su +

44



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 + h2su2 +

45



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 + h2su2 + h su =

46



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 + h2su2 + h3su3 =

47



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 + h2su2 + h3su3 =
3∑
t=1

h u

48



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 + h2su2 + h3su3 =
3∑
t=1

h su

49



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 + h2su2 + h3su3 =
3∑
t=1

h sut

50



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 + h2su2 + h3su3 =
3∑
t=1

htsut;

51



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 + h2su2 + h3su3 =
3∑
t=1

htsut;

2)
{
L̂(p) = L p + L q,

L̂(q) =

52



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 + h2su2 + h3su3 =
3∑
t=1

htsut;

2)
{
L̂(p) = L 1p + L 1q,

L̂(q) =

53



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 + h2su2 + h3su3 =
3∑
t=1

htsut;

2)
{
L̂(p) = L11p + L 1q,

L̂(q) =

54



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 + h2su2 + h3su3 =
3∑
t=1

htsut;

2)
{
L̂(p) = L11p + L 1q,

L̂(q) =
LB =

(
L11

)

55



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 + h2su2 + h3su3 =
3∑
t=1

htsut;

2)
{
L̂(p) = L11p + L21q,

L̂(q) =
LB =

(
L11

)

56



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 + h2su2 + h3su3 =
3∑
t=1

htsut;

2)
{
L̂(p) = L11p + L21q,

L̂(q) =
LB =

(
L11

L21

)

57



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 + h2su2 + h3su3 =
3∑
t=1

htsut;

2)
{
L̂(p) = L11p + L21q,

L̂(q) = L p + L q;
LB =

(
L11

L21

)

58



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 + h2su2 + h3su3 =
3∑
t=1

htsut;

2)
{
L̂(p) = L11p + L21q,

L̂(q) = L 2p + L 2q;
LB =

(
L11

L21

)

59



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 + h2su2 + h3su3 =
3∑
t=1

htsut;

2)
{
L̂(p) = L11p + L21q,

L̂(q) = L12p + L22q;
LB =

(
L11

L21

)

60



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

1) Ĥ (us) = h1su1 + h2su2 + h3su3 =
3∑
t=1

htsut;

2)
{
L̂(p) = L11p + L21q,

L̂(q) = L12p + L22q;
LB =

(
L11 L12

L21 L22

)

61



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) =

Q̂(Y ) =

Q̂(Z) =

62



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q X + q Y + q Z,

Q̂(Y ) =

Q̂(Z) =

63



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q 1X + q 1Y + q 1Z,

Q̂(Y ) =

Q̂(Z) =

64



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) =

Q̂(Z) =

65



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) =

Q̂(Z) =

QS =

 q11

q21

q31



66



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q X + q Y + q Z,

Q̂(Z) =

QS =

 q11

q21

q31



67



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q 2X + q 2Y + q 2Z,

Q̂(Z) =

QS =

 q11

q21

q31



68



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q12X + q22Y + q32Z,

Q̂(Z) =

QS =

 q11

q21

q31



69



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q12X + q22Y + q32Z,

Q̂(Z) =

QS =

 q11 q12

q21 q22

q31 q32



70



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q12X + q22Y + q32Z,

Q̂(Z) = q X + q Y + q Z;

QS =

 q11 q12

q21 q22

q31 q32



71



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q12X + q22Y + q32Z,

Q̂(Z) = q 3X + q 3Y + q 3Z;

QS =

 q11 q12

q21 q22

q31 q32



72



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q12X + q22Y + q32Z,

Q̂(Z) = q13X + q23Y + q33Z;

QS =

 q11 q12

q21 q22

q31 q32



73



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q12X + q22Y + q32Z,

Q̂(Z) = q13X + q23Y + q33Z;

QS =

 q11 q12 q13

q21 q22 q23

q31 q32 q33



74



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q12X + q22Y + q32Z,

Q̂(Z) = q13X + q23Y + q33Z;

QS =

 q11 q12 q13

q21 q22 q23

q31 q32 q33


4)


Ĝ(X) =

Ĝ(Y ) =

Ĝ(Z) =

75



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q12X + q22Y + q32Z,

Q̂(Z) = q13X + q23Y + q33Z;

QS =

 q11 q12 q13

q21 q22 q23

q31 q32 q33


4)


Ĝ(X) = g L1 + g L2 + g L3,

Ĝ(Y ) =

Ĝ(Z) =

76



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q12X + q22Y + q32Z,

Q̂(Z) = q13X + q23Y + q33Z;

QS =

 q11 q12 q13

q21 q22 q23

q31 q32 q33


4)


Ĝ(X) = g 1L1 + g 1L2 + g 1L3,

Ĝ(Y ) =

Ĝ(Z) =

77



Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q12X + q22Y + q32Z,

Q̂(Z) = q13X + q23Y + q33Z;

QS =

 q11 q12 q13

q21 q22 q23

q31 q32 q33


4)


Ĝ(X) = g11L1 + g 1L2 + g 1L3,

Ĝ(Y ) =

Ĝ(Z) =
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Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q12X + q22Y + q32Z,

Q̂(Z) = q13X + q23Y + q33Z;

QS =

 q11 q12 q13

q21 q22 q23

q31 q32 q33


4)


Ĝ(X) = g11L1 + g21L2 + g 1L3,

Ĝ(Y ) =

Ĝ(Z) =
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Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q12X + q22Y + q32Z,

Q̂(Z) = q13X + q23Y + q33Z;

QS =

 q11 q12 q13

q21 q22 q23

q31 q32 q33


4)


Ĝ(X) = g11L1 + g21L2 + g31L3,

Ĝ(Y ) =

Ĝ(Z) =
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Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q12X + q22Y + q32Z,

Q̂(Z) = q13X + q23Y + q33Z;

QS =

 q11 q12 q13

q21 q22 q23

q31 q32 q33


4)


Ĝ(X) = g11L1 + g21L2 + g31L3,

Ĝ(Y ) =

Ĝ(Z) =

GΠ =

 g11

g21

g31


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Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q12X + q22Y + q32Z,

Q̂(Z) = q13X + q23Y + q33Z;

QS =

 q11 q12 q13

q21 q22 q23

q31 q32 q33


4)


Ĝ(X) = g11L1 + g21L2 + g31L3,

Ĝ(Y ) = g12L1 + g22L2 + g32L3,

Ĝ(Z) =

GΠ =

 g11

g21

g31


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Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q12X + q22Y + q32Z,

Q̂(Z) = q13X + q23Y + q33Z;

QS =

 q11 q12 q13

q21 q22 q23

q31 q32 q33


4)


Ĝ(X) = g11L1 + g21L2 + g31L3,

Ĝ(Y ) = g12L1 + g22L2 + g32L3,

Ĝ(Z) =

GΠ =

 g11 g12

g21 g22

g31 g32


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Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q12X + q22Y + q32Z,

Q̂(Z) = q13X + q23Y + q33Z;

QS =

 q11 q12 q13

q21 q22 q23

q31 q32 q33


4)


Ĝ(X) = g11L1 + g21L2 + g31L3,

Ĝ(Y ) = g12L1 + g22L2 + g32L3,

Ĝ(Z) = g13L1 + g23L2 + g33L3.

GΠ =

 g11 g12

g21 g22

g31 g32


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Пример 2. Запишите уравнение для коэффициентов мат-
рицы линейных операторов 1) Ĥ в базисе Б = {u1, u2, u3};
2) L̂ в базисе B = {p, q}; 3) Q̂ в базисе S = {X, Y, Z}; 4) Ĝ в
базисе Π = {L1, L2, L3}.

Решение.

3)


Q̂(X) = q11X + q21Y + q31Z,

Q̂(Y ) = q12X + q22Y + q32Z,

Q̂(Z) = q13X + q23Y + q33Z;

QS =

 q11 q12 q13

q21 q22 q23

q31 q32 q33


4)


Ĝ(X) = g11L1 + g21L2 + g31L3,

Ĝ(Y ) = g12L1 + g22L2 + g32L3,

Ĝ(Z) = g13L1 + g23L2 + g33L3.

GΠ =

 g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33


Вернуться к лекции?
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Пример 3. На линейном пространстве U многочленов сте-
пени не выше 2 с вещественными коэффициентами оператор
L̂ задан формулой:

L̂(f (x)) = (x + 1)2 f ′′(x)− 2 (x + 1) f ′(x) + 2f (x). (1)

Доказать, что этот оператор линейный и найти матри-
цу оператора L̂ в каком-нибудь базисе линейного простран-
ства U .

Решение.
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Пример 3. На линейном пространстве U многочленов сте-
пени не выше 2 с вещественными коэффициентами оператор
L̂ задан формулой:

L̂(f (x)) = (x + 1)2 f ′′(x)− 2 (x + 1) f ′(x) + 2f (x). (1)

Доказать, что этот оператор линейный и найти матри-
цу оператора L̂ в каком-нибудь базисе линейного простран-
ства U .

Решение. Линейность оператора следует из определения: если
f (x) и g(x) — многочлены из U и λ, µ — вещественные числа, то,
по свойству дифференцирования, L̂ (λf (x) + µg(x)) =
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Пример 3. На линейном пространстве U многочленов сте-
пени не выше 2 с вещественными коэффициентами оператор
L̂ задан формулой:

L̂(f (x)) = (x + 1)2 f ′′(x)− 2 (x + 1) f ′(x) + 2f (x). (1)

Доказать, что этот оператор линейный и найти матри-
цу оператора L̂ в каком-нибудь базисе линейного простран-
ства U .

Решение. L̂ (λf (x) + µg(x)) =

= (x+ 1)2 d2

dx2 (λf(x) + µg(x))−2 (x+ 1)
d

dx
(λf(x) + µg(x))+2 (λf(x) + µg(x)) =
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Пример 3. На линейном пространстве U многочленов сте-
пени не выше 2 с вещественными коэффициентами оператор
L̂ задан формулой:

L̂(f (x)) = (x + 1)2 f ′′(x)− 2 (x + 1) f ′(x) + 2f (x). (1)

Доказать, что этот оператор линейный и найти матри-
цу оператора L̂ в каком-нибудь базисе линейного простран-
ства U .

Решение. L̂ (λf (x) + µg(x)) =

= (x+ 1)2 d2

dx2 (λf(x) + µg(x))−2 (x+ 1)
d

dx
(λf(x) + µg(x))+2 (λf(x) + µg(x)) =

= (x+ 1)2 (λf ′′(x) + µg′′(x))− 2 (x+ 1) (λf ′(x) + µg′(x)) + 2 (λf(x) + µg(x)) =
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Пример 3. На линейном пространстве U многочленов сте-
пени не выше 2 с вещественными коэффициентами оператор
L̂ задан формулой:

L̂(f (x)) = (x + 1)2 f ′′(x)− 2 (x + 1) f ′(x) + 2f (x). (1)

Доказать, что этот оператор линейный и найти матри-
цу оператора L̂ в каком-нибудь базисе линейного простран-
ства U .

Решение. L̂ (λf (x) + µg(x)) =

= λ
(

(x+ 1)2 f ′′(x)− 2 (x+ 1) f ′(x) + 2f(x)
)

+

+µ
(

(x+ 1)2 g′′(x)− 2 (x+ 1) g′(x) + 2g(x)
)

=

= λL̂ (f(x)) + µL̂(g(x)).
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Пример 3. На линейном пространстве U многочленов сте-
пени не выше 2 с вещественными коэффициентами оператор
L̂ задан формулой:

L̂(f (x)) = (x + 1)2 f ′′(x)− 2 (x + 1) f ′(x) + 2f (x). (1)

Доказать, что этот оператор линейный и найти матри-
цу оператора L̂ в каком-нибудь базисе линейного простран-
ства U .

Решение. L̂ (λf (x) + µg(x)) =

= λL̂ (f(x)) + µL̂(g(x)).

Линейность оператора L̂ доказана. Теперь найдем его матрицу.
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Пример 3. На линейном пространстве U многочленов сте-
пени не выше 2 с вещественными коэффициентами оператор
L̂ задан формулой:

L̂(f (x)) = (x + 1)2 f ′′(x)− 2 (x + 1) f ′(x) + 2f (x). (1)

Доказать, что этот оператор линейный и найти матри-
цу оператора L̂ в каком-нибудь базисе линейного простран-
ства U .

Решение. Удобный базис этого пространства мы уже находи-
ли при решении примера на поиск ортонормированного базиса:
Б =

{
x0, x, x2

}
.
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L̂(f (x)) = (x + 1)2 f ′′(x)− 2 (x + 1) f ′(x) + 2f (x). (1)

Решение. Б =
{
x0, x, x2

}
.

Столбцами матрицы оператора являются координаты образов ба-
зисных векторов. Поэтому найдем образы базисных векторов отно-
сительно действия оператора L̂ с помощью формулы (1):

L̂
(
x0) = (x+ 1)2 ·0−2 (x+ 1)·0+2·x0 = 2x0+0·x+0·x2 ⇒

[
L̂
(
x0)]

Б
=

 2
0
0

 .
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L̂(f (x)) = (x + 1)2 f ′′(x)− 2 (x + 1) f ′(x) + 2f (x). (1)

Решение. Б =
{
x0, x, x2

}
.

Столбцами матрицы оператора являются координаты образов ба-
зисных векторов. Поэтому найдем образы базисных векторов отно-
сительно действия оператора L̂ с помощью формулы (1):

L̂
(
x0) = (x+ 1)2 ·0−2 (x+ 1)·0+2·x0 = 2x0+0·x+0·x2 ⇒

[
L̂
(
x0)]

Б
=

 2
0
0

 .

Мы нашли первый столбец матрицы L̂Б. Для второго и третьего ба-
зисных векторов получаем
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L̂(f (x)) = (x + 1)2 f ′′(x)− 2 (x + 1) f ′(x) + 2f (x). (1)

Решение. Б =
{
x0, x, x2

}
.

Столбцами матрицы оператора являются координаты образов ба-
зисных векторов. Поэтому найдем образы базисных векторов отно-
сительно действия оператора L̂ с помощью формулы (1):

L̂
(
x0) = (x+ 1)2 ·0−2 (x+ 1)·0+2·x0 = 2x0+0·x+0·x2 ⇒

[
L̂
(
x0)]

Б
=

 2
0
0

 .

L̂ (x) = (x+1)2·0−2(x+1)·1+2x = −2 = −2x0+0x+0x2 ⇒
[
L̂ (x)

]
Б

=

 −2
0
0

 ,
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L̂(f (x)) = (x + 1)2 f ′′(x)− 2 (x + 1) f ′(x) + 2f (x). (1)

Решение. Б =
{
x0, x, x2

}
.

Столбцами матрицы оператора являются координаты образов ба-
зисных векторов. Поэтому найдем образы базисных векторов отно-
сительно действия оператора L̂ с помощью формулы (1):

L̂
(
x0) = (x+ 1)2 ·0−2 (x+ 1)·0+2·x0 = 2x0+0·x+0·x2 ⇒

[
L̂
(
x0)]

Б
=

 2
0
0

 .

L̂ (x) = (x+1)2·0−2(x+1)·1+2x = −2 = −2x0+0x+0x2 ⇒
[
L̂ (x)

]
Б

=

 −2
0
0

 ,

L̂
(
x2) = (x+1)2 ·2−2(x+1)·2x+2x2 = 2 = 2x0+0x+0x2 ⇒

[
L̂
(
x2)]

Б
=

 2
0
0

 .
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L̂
(
x0) = (x+ 1)2 ·0−2 (x+ 1)·0+2·x0 = 2x0+0·x+0·x2 ⇒

[
L̂
(
x0)]

Б
=

 2
0
0

 .

L̂ (x) = (x+1)2·0−2(x+1)·1+2x = −2 = −2x0+0x+0x2 ⇒
[
L̂ (x)

]
Б

=

 −2
0
0

 ,

L̂
(
x2) = (x+1)2 ·2−2(x+1)·2x+2x2 = 2 = 2x0+0x+0x2 ⇒

[
L̂
(
x2)]

Б
=

 2
0
0

 .

Следовательно, матрица оператора L̂ в базисе Б имеет вид
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L̂
(
x0) = (x+ 1)2 ·0−2 (x+ 1)·0+2·x0 = 2x0+0·x+0·x2 ⇒

[
L̂
(
x0)]

Б
=

 2
0
0

 .

L̂ (x) = (x+1)2·0−2(x+1)·1+2x = −2 = −2x0+0x+0x2 ⇒
[
L̂ (x)

]
Б

=

 −2
0
0

 ,

L̂
(
x2) = (x+1)2 ·2−2(x+1)·2x+2x2 = 2 = 2x0+0x+0x2 ⇒

[
L̂
(
x2)]

Б
=

 2
0
0

 .

Следовательно, матрица оператора L̂ в базисе Б имеет вид

LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

.

Вернуться к лекции, или рассмотреть следующий пример?
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите а) Â(x− 1); Â(x2 − 1); б) матрицу этого линей-
ного оператора; в) векторы Â(x− 1); Â(x2 − 1), используя
теорему о координатах образа вектора.

Решение.
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите а) Â(x− 1); Â(x2 − 1);

Решение.

Â(x− 1) =
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите а) Â(x− 1); Â(x2 − 1);

Решение.

Â(x− 1) =

(
(1− 1) 0

(−1− 1) 0

)
=
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите а) Â(x− 1); Â(x2 − 1);

Решение.

Â(x− 1) =

(
(1− 1) 0

(−1− 1) 0

)
=

(
0 0

−2 0

)
,

102



Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите а) Â(x− 1); Â(x2 − 1);

Решение.

Â(x− 1) =

(
(1− 1) 0

(−1− 1) 0

)
=

(
0 0

−2 0

)
,

Â(x2 − 1) =
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите а) Â(x− 1); Â(x2 − 1);

Решение.

Â(x− 1) =

(
(1− 1) 0

(−1− 1) 0

)
=

(
0 0

−2 0

)
,

Â(x2 − 1) =

( (
12 − 1

)
(2 · 1)(

(−1)2 − 1
)

(2 · (−1))

)
=
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите а) Â(x− 1); Â(x2 − 1);

Решение.

Â(x− 1) =

(
(1− 1) 0

(−1− 1) 0

)
=

(
0 0

−2 0

)
,

Â(x2 − 1) =

( (
12 − 1

)
(2 · 1)(

(−1)2 − 1
)

(2 · (−1))

)
=

(
0 2

0 −2

)
.
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите б) матрицу этого линейного оператора;

Решение. Отметим некорректность поставленной задачи: нельзя
говорить о матрице оператора, не указывая соответствующие бази-
сы.
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите б) матрицу этого линейного оператора;

Решение. Возьмем базисы пространств U и, соответственно, V :
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите б) матрицу этого линейного оператора;

Решение. Возьмем базисы пространств U и, соответственно, V :
Б =

{
x0, x, x2

}
,
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите б) матрицу этого линейного оператора;

Решение. Возьмем базисы пространств U и, соответственно, V :

Б =
{
x0, x, x2

}
, B =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите б) матрицу этого линейного оператора;

Решение. Возьмем базисы пространств U и, соответственно, V :

Б =
{
x0, x, x2

}
, B =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
. В

соответствии с определением матрицы линейного оператора на-
до найти координаты образов базисных векторов.
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите б) матрицу этого линейного оператора;

Решение. Получаем, согласно определению оператора Â,

Â
(
x0) =

(
1 0
1 0

)
= 1 ·

(
1 0
0 0

)
+ 0 ·

(
0 1
0 0

)
+ 1 ·

(
0 0
1 0

)
+ 0 ·

(
0 0
0 1

)
,
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите б) матрицу этого линейного оператора;

Решение. Получаем, согласно определению оператора Â,

Â
(
x0) =

(
1 0
1 0

)
= 1 ·

(
1 0
0 0

)
+ 0 ·

(
0 1
0 0

)
+ 1 ·

(
0 0
1 0

)
+ 0 ·

(
0 0
0 1

)
,

поэтому первый столбец матрицы AБ,B равен


1

0

1

0

.
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите б) матрицу этого линейного оператора;

Решение. Аналогично для второго и третьего столбцов получаем

Â (x) =

(
1 1
−1 1

)
= 1·

(
1 0
0 0

)
+1·
(

0 1
0 0

)
−1·
(

0 0
1 0

)
+1·
(

0 0
0 1

)
7→


1
1
−1

1

 ,
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите б) матрицу этого линейного оператора;
Решение. Аналогично для второго и третьего столбцов получаем

Â (x) =

(
1 1
−1 1

)
= 1·

(
1 0
0 0

)
+1·
(

0 1
0 0

)
−1·
(

0 0
1 0

)
+1·
(

0 0
0 1

)
7→


1
1
−1

1

 ,

Â
(
x2) =

(
1 2
1 −2

)
= 1·

(
1 0
0 0

)
+2·
(

0 1
0 0

)
+1·
(

0 0
1 0

)
−2·
(

0 0
0 1

)
7→


1
2
1
−2

 .
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Â
(
x0) =

(
1 0
1 0

)
= 1·

(
1 0
0 0

)
+0·

(
0 1
0 0

)
+1·

(
0 0
1 0

)
+0·

(
0 0
0 1

)
7→


1
0
1
0



Â (x) =

(
1 1
−1 1

)
= 1·

(
1 0
0 0

)
+1·
(

0 1
0 0

)
−1·
(

0 0
1 0

)
+1·
(

0 0
0 1

)
7→


1
1
−1

1

 ,

Â
(
x2) =

(
1 2
1 −2

)
= 1·

(
1 0
0 0

)
+2·
(

0 1
0 0

)
+1·
(

0 0
1 0

)
−2·
(

0 0
0 1

)
7→


1
2
1
−2

 .
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Â
(
x0) =

(
1 0
1 0

)
= 1·

(
1 0
0 0

)
+0·

(
0 1
0 0

)
+1·

(
0 0
1 0

)
+0·

(
0 0
0 1

)
7→


1
0
1
0



Â (x) =

(
1 1
−1 1

)
= 1·

(
1 0
0 0

)
+1·
(

0 1
0 0

)
−1·
(

0 0
1 0

)
+1·
(

0 0
0 1

)
7→


1
1
−1

1

 ,

Â
(
x2) =

(
1 2
1 −2

)
= 1·

(
1 0
0 0

)
+2·
(

0 1
0 0

)
+1·
(

0 0
1 0

)
−2·
(

0 0
0 1

)
7→


1
2
1
−2

 .

Таким образом, AБ,B =

 1 1 1
0 1 2
1 −1 1
0 1 −2

.
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите в) векторы Â(x− 1); Â(x2 − 1), используя теорему о
координатах образа вектора.

Решение.
([
Â(x− 1)

]
B

[
Â(x2 − 1)

]
B

)
=

=

117



Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите в) векторы Â(x− 1); Â(x2 − 1), используя теорему о
координатах образа вектора.

Решение.
([
Â(x− 1)

]
B

[
Â(x2 − 1)

]
B

)
=

=

 1 1 1
0 1 2
1 −1 1
0 1 −2

( −1 −1
1 0
0 1

)
=
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите в) векторы Â(x− 1); Â(x2 − 1), используя теорему о
координатах образа вектора.

Решение.
([
Â(x− 1)

]
B

[
Â(x2 − 1)

]
B

)
=

=

 1 1 1
0 1 2
1 −1 1
0 1 −2

( −1 −1
1 0
0 1

)
=

 0 0
1 2
−2 0

1 −2

 .
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите в) векторы Â(x− 1); Â(x2 − 1), используя теорему о
координатах образа вектора.

Решение.
([
Â(x− 1)

]
B

[
Â(x2 − 1)

]
B

)
=

=

 1 1 1
0 1 2
1 −1 1
0 1 −2

( −1 −1
1 0
0 1

)
=

 0 0
1 2
−2 0

1 −2

 .

Â(x− 1) =
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите в) векторы Â(x− 1); Â(x2 − 1), используя теорему о
координатах образа вектора.

Решение.
([
Â(x− 1)

]
B

[
Â(x2 − 1)

]
B

)
=

=

 1 1 1
0 1 2
1 −1 1
0 1 −2

( −1 −1
1 0
0 1

)
=

 0 0
1 2
−2 0

1 −2

 .

Â(x− 1) =

(
0 1
−2 1

)
,

121



Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите в) векторы Â(x− 1); Â(x2 − 1), используя теорему о
координатах образа вектора.

Решение.
([
Â(x− 1)

]
B

[
Â(x2 − 1)

]
B

)
=

=

 1 1 1
0 1 2
1 −1 1
0 1 −2

( −1 −1
1 0
0 1

)
=

 0 0
1 2
−2 0

1 −2

 .

Â(x− 1) =

(
0 1
−2 1

)
,

Â(x2 − 1) =
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Пример 4. Пусть U — линейное пространство из примера 3, V
— линейное пространство матриц размерности 2× 2 с веще-
ственными коэффициентами, линейный оператор Â : U 7→ V

задан формулой

Â(f (x)) =

(
f (1) f ′(1)

f (−1) f ′(−1)

)
.

Найдите в) векторы Â(x− 1); Â(x2 − 1), используя теорему о
координатах образа вектора.

Решение.
([
Â(x− 1)

]
B

[
Â(x2 − 1)

]
B

)
=

=

 1 1 1
0 1 2
1 −1 1
0 1 −2

( −1 −1
1 0
0 1

)
=

 0 0
1 2
−2 0

1 −2

 .

Â(x− 1) =

(
0 1
−2 1

)
,

Â(x2 − 1) =

(
0 2
0 −2

)
.

Это совпадает с полученным ранее ответом.
Вернуться к лекции?
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Пример 5. Найдите ядро оператора L̂ из примера 3.

Решение.
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Пример 5. Найдите ядро оператора L̂ из примера 3.

Решение. Решая пример 3, мы нашли матрицу этого оператора

в базисе Б =
{
x0, x, x2

}
: LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

. Применим стратегию

составления уравнений.
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Пример 5. Найдите ядро оператора L̂ из примера 3.

Решение. В базисе Б =
{
x0, x, x2

}
имеем LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

.

Что надо найти?
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Пример 5. Найдите ядро оператора L̂ из примера 3.

Решение. В базисе Б =
{
x0, x, x2

}
имеем LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

.

Что надо найти? Ядро оператора.
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Пример 5. Найдите ядро оператора L̂ из примера 3.

Решение. В базисе Б =
{
x0, x, x2

}
имеем LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

.

Что надо найти? Ядро оператора.
В каком виде представим ответ?
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Пример 5. Найдите ядро оператора L̂ из примера 3.

Решение. В базисе Б =
{
x0, x, x2

}
имеем LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

.

Что надо найти? Ядро оператора.
В каком виде представим ответ? Ядро оператора — это под-

пространство, зададим его системой уравнений и как линейную обо-
лочку базиса.
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Пример 5. Найдите ядро оператора L̂ из примера 3.

Решение. В базисе Б =
{
x0, x, x2

}
имеем LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

.

Что надо найти? Ядро оператора.
В каком виде представим ответ? Ядро оператора — это под-

пространство, зададим его системой уравнений и как линейную обо-
лочку базиса.

Введем переменные.
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Пример 5. Найдите ядро оператора L̂ из примера 3.

Решение. В базисе Б =
{
x0, x, x2

}
имеем LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

.

Что надо найти? Ядро оператора.
В каком виде представим ответ? Ядро оператора — это под-

пространство, зададим его системой уравнений и как линейную обо-
лочку базиса.

Введем переменные. Всякое множество определяется только
своими элементами, поэтому надо сначала взять произвольный эле-
мент f (x) ∈ Ker L̂. Разложим этот элемент по базису Б, и обозначим
координаты буквами: f (x) = ax0 + bx + cx2.
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Пример 5. Найдите ядро оператора L̂ из примера 3.

Решение. В базисе Б =
{
x0, x, x2

}
имеем LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

.

Составим систему уравнений. По определению ядра, образ
многочлена f (x) — нулевой. По теореме о координатах образа
вектора получаем, с одной стороны,

[
L̂(f (x))

]
Б

= LБ [f (x)]Б =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

 a

b

c

 ,
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Пример 5. Найдите ядро оператора L̂ из примера 3.

Решение. В базисе Б =
{
x0, x, x2

}
имеем LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

.

Составим систему уравнений. По определению ядра, образ
многочлена f (x) — нулевой. По теореме о координатах образа
вектора получаем, с одной стороны,[

L̂(f (x))
]

Б
= LБ [f (x)]Б =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

 a

b

c

 ,

с другой стороны (второй способ вычисления образа, по определе-
нию ядра), [

L̂(f (x))
]

Б
= [0]Б =

 0

0

0

 .

133



Пример 5. Найдите ядро оператора L̂ из примера 3.

Решение. В базисе Б =
{
x0, x, x2

}
имеем LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

.

Таким образом, получили матричное уравнение 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

 a

b

c

 =

 0

0

0

.

Это матричное уравнение равносильно системе из одного уравне-
ния a− b + c = 0.
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Пример 5. Найдите ядро оператора L̂ из примера 3.

Решение. В базисе Б =
{
x0, x, x2

}
имеем LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

.

Таким образом, получили матричное уравнение 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

 a

b

c

 =

 0

0

0

.

Это матричное уравнение равносильно системе из одного уравне-
ния a− b + c = 0.

Фундаментальная система решений этой системы линейных урав-

нений находится буквально «в уме»:


 1

1

0

 ,

 0

1

1

.
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Пример 5. Найдите ядро оператора L̂ из примера 3.

Решение. В базисе Б =
{
x0, x, x2

}
имеем LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

.

Одна из фундаментальных систем решений системы линей-
ных уравнений, задающей образ ядра оператора L̂, имеет вид:
 1

1

0

 ,

 0

1

1

. Значит, ядро оператора L̂ имеет вид

Ker L̂ =

{
ax0 + bx + cx2 a− b + c = 0

}
= 〈1 + x, x + x2〉.
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Пример 5. Найдите ядро оператора L̂ из примера 3.

Решение. В базисе Б =
{
x0, x, x2

}
имеем LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

.

Ядро оператора L̂ имеет вид

Ker L̂ =

{
ax0 + bx + cx2 a− b + c = 0

}
= 〈1 + x, x + x2〉.

Задача решена, но мы еще выполним проверку. А именно, проверим,
что векторы 1 + x и x + x2 действительно содержатся в ядре опера-
тора L̂.
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Пример 5. Найдите ядро оператора L̂ из примера 3.

Решение. В базисе Б =
{
x0, x, x2

}
имеем LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

.

Ядро оператора L̂ имеет вид

Ker L̂ =

{
ax0 + bx + cx2 a− b + c = 0

}
= 〈1 + x, x + x2〉.

Задача решена, но мы еще выполним проверку. А именно, проверим,
что векторы 1 + x и x + x2 действительно содержатся в ядре опера-
тора L̂.

Для вектора 1 + x имеем

L̂ (1 + x) = (x+1)2·(1 + x)′′−2(x+1)·(1 + x)′+2·(1 + x) = 0−2(x+1)+2(1+x) ≡ 0,

то есть L̂ (1 + x) = 0, откуда следует по определению ядра оператора,
что 1 + x — вектор из ядра.
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Пример 5. Найдите ядро оператора L̂ из примера 3.

Решение. В базисе Б =
{
x0, x, x2

}
имеем LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

.

Ядро оператора L̂ имеет вид

Ker L̂ =

{
ax0 + bx + cx2 a− b + c = 0

}
= 〈1 + x, x + x2〉.

Задача решена, но мы еще выполним проверку. А именно, проверим,
что векторы 1 + x и x + x2 действительно содержатся в ядре опера-
тора L̂.

L̂
(
x + x2

)
= (x + 1)2 ·

(
x + x2

)′′ − 2(x + 1) ·
(
x + x2

)′
+ 2 ·

(
x + x2

)
=

= 2(x + 1)2 − 2(x + 1)(1 + 2x) + 2(1 + x)
(
x + x2

)
≡ 0.

Таким образом, L̂
(
x + x2

)
= 0, что означает x + x2 ∈ Ker L̂.

Вернуться к лекции?
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Пример 6. Найдите все собственные векторы оператора L̂

из примера 3.

Решение.
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Пример 6. Найдите все собственные векторы оператора L̂

из примера 3.

Решение. В процессе решения примера 3 мы нашли матрицу этого

оператора в базисе Б =
{
x0, x, x2

}
: LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

. Составим

уравнение для нахождения собственных значений:
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Пример 6. Найдите все собственные векторы оператора L̂

из примера 3.

Решение. В процессе решения примера 3 мы нашли матрицу этого

оператора в базисе Б =
{
x0, x, x2

}
: LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

. Составим

уравнение для нахождения собственных значений:

0 =

∣∣∣∣∣∣
2− λ −2 2

0 −λ 0

0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣ = λ2 (2− λ) .
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Пример 6. Найдите все собственные векторы оператора L̂

из примера 3.

Решение. В процессе решения примера 3 мы нашли матрицу этого

оператора в базисе Б =
{
x0, x, x2

}
: LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

. Составим

уравнение для нахождения собственных значений:

0 =

∣∣∣∣∣∣
2− λ −2 2

0 −λ 0

0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣ = λ2 (2− λ) .

Его корни являются собственными значениями этого оператора, по-
этому спектр оператора L̂ равен spec L̂ = {02, 21} (на месте индекса
указана кратность соответствующего корня).
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Пример 6. Найдите все собственные векторы оператора L̂

из примера 3.

Решение. В процессе решения примера 3 мы нашли матрицу этого

оператора в базисе Б =
{
x0, x, x2

}
: LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

. Составим

уравнение для нахождения собственных значений:

0 =

∣∣∣∣∣∣
2− λ −2 2

0 −λ 0

0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣ = λ2 (2− λ) .

Заметим, что

множество всех собственных векторов, отвечающих
собственному значению 0 отличается от ядра оператора

только на нулевой вектор.
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Пример 6. Найдите все собственные векторы оператора L̂

из примера 3.

Решение. В процессе решения примера 3 мы нашли матрицу этого

оператора в базисе Б =
{
x0, x, x2

}
: LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

. Составим

уравнение для нахождения собственных значений:

0 =

∣∣∣∣∣∣
2− λ −2 2

0 −λ 0

0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣ = λ2 (2− λ) .

Ядро оператора L̂ мы нашли, решая пример 5, поэтому всякий соб-
ственный вектор оператора L̂, отвечающий собственному значе-
нию 0, является ненулевой линейной комбинацией векторов 1 + x и

x + x2.

145



Пример 6. Найдите все собственные векторы оператора L̂

из примера 3.

Решение. В процессе решения примера 3 мы нашли матрицу этого

оператора в базисе Б =
{
x0, x, x2

}
: LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

.

Теперь найдем все собственные векторы, отвечающие собствен-
ному значению 2.
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Пример 6. Найдите все собственные векторы оператора L̂

из примера 3.

Решение. В процессе решения примера 3 мы нашли матрицу этого

оператора в базисе Б =
{
x0, x, x2

}
: LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

.

Теперь найдем все собственные векторы, отвечающие собствен-
ному значению 2. Для этого запишем уравнение для нахождения соб-
ственного вектора для данного случая: 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

− 2

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ·X =

 0

0

0

 .
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Пример 6. Найдите все собственные векторы оператора L̂

из примера 3.

Решение. В процессе решения примера 3 мы нашли матрицу этого

оператора в базисе Б =
{
x0, x, x2

}
: LБ =

 2 −2 2

0 0 0

0 0 0

.

Теперь найдем все собственные векторы, отвечающие собствен-
ному значению 2. Для этого запишем уравнение для нахождения соб-
ственного вектора для данного случая: 0 −2 2

0 −2 0

0 0 −2

 ·X =

 0

0

0

 .
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Пример 6. Найдите все собственные векторы оператора L̂

из примера 3.

Решение.  0 −2 2

0 −2 0

0 0 −2

 ·X =

 0

0

0

 .

Это уравнение можно решить буквально «в уме», получаем фунда-
ментальную систему решений
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Пример 6. Найдите все собственные векторы оператора L̂

из примера 3.

Решение.  0 −2 2

0 −2 0

0 0 −2

 ·X =

 0

0

0

 .

Это уравнение можно решить буквально «в уме», получаем фунда-

ментальную систему решений


 1

0

0

.
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Пример 6. Найдите все собственные векторы оператора L̂

из примера 3.

Решение.  0 −2 2

0 −2 0

0 0 −2

 ·X =

 0

0

0

 .

Это уравнение можно решить буквально «в уме», получаем фунда-

ментальную систему решений


 1

0

0

.

Следовательно, собственные векторы, отвечающие собственно-
му значению 2, имеют вид Cx0, где C — произвольное ненулевое ве-
щественное число.

151



Пример 6. Найдите все собственные векторы оператора L̂

из примера 3.

Решение. Кстати, можно было сразу увидеть, что x0 является соб-
ственным вектором, отвечающим собственному значению 2. Дей-
ствительно, при вычислении матрицы оператора L̂ при решении при-
мера 3, мы находили образ вектора x0, и получили L̂(x0) = 2x0, то
есть x0 отвечает собственному значению 2.
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Пример 6. Найдите все собственные векторы оператора L̂

из примера 3.

Задача решена, но мы сейчас сделаем еще кое-что. А именно,
найдем матрицу оператора L̂ в базисе из собственных векторов
Б’ =

{
1 + x, x + x2, x0

}
. Для этого надо найти образы базисных

векторов. Имеем

L̂(1 + x) = (x+ 1)2 · 0− (x+ 1) · 1 + 2(1 + x) = 0 = 0 · (1 + x) + 0 · (x+ x2) + 0 · x0.

L̂(x+ x2) = (x+ 1)2 · 2− (x+ 1) (1 + 2x) + 2(x+ x2) = 0 = 0 · (1 + x) + 0 · (x+ x2) + 0 · x0,

L̂(x0) = 2x0 = 0 · (1 + x) + 0 · (x+ x2) + 2 · x0.
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Пример 6. Найдите все собственные векторы оператора L̂

из примера 3.

L̂(1 + x) = (x+ 1)2 · 0− (x+ 1) · 1 + 2(1 + x) = 0 = 0 · (1 + x) + 0 · (x+ x2) + 0 · x0.

L̂(x+ x2) = (x+ 1)2 · 2− (x+ 1) (1 + 2x) + 2(x+ x2) = 0 = 0 · (1 + x) + 0 · (x+ x2) + 0 · x0,

L̂(x0) = 2x0 = 0 · (1 + x) + 0 · (x+ x2) + 2 · x0.

Следовательно, получили LБ’ =

 0 0 0

0 0 0

0 0 2

.
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Пример 6. Найдите все собственные векторы оператора L̂

из примера 3.

L̂(1 + x) = (x+ 1)2 · 0− (x+ 1) · 1 + 2(1 + x) = 0 = 0 · (1 + x) + 0 · (x+ x2) + 0 · x0.

L̂(x+ x2) = (x+ 1)2 · 2− (x+ 1) (1 + 2x) + 2(x+ x2) = 0 = 0 · (1 + x) + 0 · (x+ x2) + 0 · x0,

L̂(x0) = 2x0 = 0 · (1 + x) + 0 · (x+ x2) + 2 · x0.

Следовательно, получили LБ’ =

 0 0 0

0 0 0

0 0 2

.

Обратите внимание на то, что эта матрица — диагональная. Слу-
чайно ли это? Мы обсудим это в следующем разделе.

Вернуться к лекции?
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости2 U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

Решение.
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−→a

−→
b

−→xP̂
(−→x )

Рис. 3.

2т.е. двумерного линейного пространства геометрических векторов.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

Решение. Можно предложить, как минимум, два способа реше-
ния: во-первых, решение геометрическое и, во-вторых, стандартное
решение, с помощью перехода в «пространство координат», в линей-
ное пространство R2.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

Геометрическое решение. Главный недостаток этого решения
состоит в том, что оно основано на значительно менее «стандарти-
зованном» математическом аппарате, в частности, не очень понятно
даже, как «геометрически» задать искомый оператор P̂ ∗ (что вызы-
вает трудности с использованием стратегии составления уравне-
ний). Поэтому это решение будет «эвристическим», что выражается,
в частности, в обильном использовании фразы «заметим, что».
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

Геометрическое решение. Итак, сначала заметим, что опера-
тор P̂ ∗ не нулевой и не тождественный, так как(−→a , P̂ ∗ (−→a )) =

(
P̂
(−→a ) ,−→a ) =

(−→a ,−→a ) 6= 0,

то есть P̂ ∗ 6= 0̂ и(−→
b , P̂ ∗

(−→
b
))

=
(
P̂
(−→

b
)
,
−→
b
)

=
(−→

0 ,
−→
b
)

= 0 6=
(−→

b ,
−→
b
)
,

откуда P̂ ∗
(−→

b
)
6=
−→
b , то есть P̂ ∗ действует на U не тождественно.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

Геометрическое решение. Заметим, что P̂
(−→

b
)

=
−→
0 , поэтому

для любого вектора −→x имеем, согласно определению сопряженного
оператора,

0 =
(
P̂
(−→

b
)
,−→x
)

=
(−→

b , P̂ ∗
(−→x )) ,

следовательно,
−→
b ортогонален к P̂ ∗(U).
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

Геометрическое решение. Заметим, что P̂
(−→

b
)

=
−→
0 , поэтому

для любого вектора −→x имеем, согласно определению сопряженного
оператора,

0 =
(
P̂
(−→

b
)
,−→x
)

=
(−→

b , P̂ ∗
(−→x )) ,

следовательно,
−→
b ортогонален к P̂ ∗(U). Обозначим через −→c какой-

либо ненулевой вектор из P̂ ∗(U). Заметим, что P̂ ∗ (U) = 〈−→c 〉, то есть
〈−→c 〉 является P̂ ∗-инвариантным подпространством. Следовательно,

P̂ ∗
(−→c ) = λ−→c . (2)
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

Геометрическое решение.

0 =
(
P̂
(−→

b
)
,−→x
)

=
(−→

b , P̂ ∗
(−→x )) ,

P̂ ∗
(−→c ) = λ−→c . (2)

Заметим, что по определению оператора P̂ имеем P̂ (−→a ) = −→a .
Следовательно, для любого вектора−→x имеем, согласно определению
сопряженного оператора,(−→a ,−→x ) =

(
P̂
(−→a ) ,−→x ) =

(−→a , P̂ ∗ (−→x )) .
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

Геометрическое решение.

0 =
(
P̂
(−→

b
)
,−→x
)

=
(−→

b , P̂ ∗
(−→x )) ,

P̂ ∗
(−→c ) = λ−→c . (2)(−→a ,−→x ) =

(
P̂
(−→a ) ,−→x ) =

(−→a , P̂ ∗ (−→x )) .
Получили равенство (−→a ,−→x ) =

(−→a , P̂ ∗ (−→x )) . (3)
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

Геометрическое решение.

0 =
(
P̂
(−→

b
)
,−→x
)

=
(−→

b , P̂ ∗
(−→x )) ,

P̂ ∗
(−→c ) = λ−→c . (2)(−→a ,−→x ) =

(
P̂
(−→a ) ,−→x ) =

(−→a , P̂ ∗ (−→x )) . (3)(−→a ,−→x ) =
(−→a , P̂ ∗ (−→x )) ⇔ 0 =

(−→a , P̂ ∗ (−→x )−−→x ) .
Положим в последнем равенстве −→x = −→c . Получаем, в силу равен-
ства (2), что

0 =
(−→a , P̂ ∗ (−→c )−−→c ) =

(−→a , (λ− 1)−→c
)
.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

Геометрическое решение.
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Рис. 4.

0 =
(
P̂
(−→

b
)
,−→x
)

=
(−→

b , P̂ ∗
(−→x )) ,

P̂ ∗
(−→c ) = λ−→c . (2)(−→a ,−→x ) =

(
P̂
(−→a ) ,−→x ) =

(−→a , P̂ ∗ (−→x )) . (3)(−→a , P̂ ∗ (−→x )−−→x ) = 0,
(−→a , (λ− 1)−→c

)
= 0.

−→c ортогонален к
−→
b , поэтому он не ортогонален к−→a (иначе−→a и

−→
b

ортогональны к−→c , но−→a и
−→
b не коллинеарны, см. рис.4).
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

Геометрическое решение.
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0 =
(
P̂
(−→

b
)
,−→x
)

=
(−→

b , P̂ ∗
(−→x )) ,

P̂ ∗
(−→c ) = λ−→c . (2)(−→a ,−→x ) =

(
P̂
(−→a ) ,−→x ) =

(−→a , P̂ ∗ (−→x )) . (3)(−→a , P̂ ∗ (−→x )−−→x ) = 0,
(−→a , (λ− 1)−→c

)
= 0.

−→c ортогонален к
−→
b , поэтому он не ортогонален к−→a (иначе−→a и

−→
b

ортогональны к−→c , но−→a и
−→
b не коллинеарны, см. рис.4).

Значит, (λ− 1)−→c =
−→
0 , то есть λ = 1.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

Геометрическое решение. Итак, вектор −→c ∈ P̂ ∗(U) является
собственным для оператора P̂ ∗, отвечающим собственному значе-
нию 1. Согласно критериям вырожденности оператора, в силу

��
��
��1







�




















��
��
��
��
��
��
��
��
��
��P̂ (U)

B
B
BBM

B
B
B
B
B
B
B
B
B

QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ

−→c

P̂ ∗(U)

Q
Q
Q

Q
QQk−→
d

−→a

−→
b

α

Рис. 4.

1 = dim
(
P̂ ∗(U)

)
= Rg

(
P̂ ∗
)
< dim(U) = 2,

имеем, что ядро оператора P̂ ∗ ненулевое. Зна-
чит, P̂ ∗ — оператор проецирования на ось век-
тора −→c . Осталось понять, параллельно какому
вектору осуществляется проецирование.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

Геометрическое решение.
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Рис. 4.

И опять «заметим, что». Оказывается, что про-
ецирование осуществляется параллельно век-
тору

−→
d , ортогональному вектору −→a . В са-

мом деле, P̂ ∗(U) = 〈−→c 〉, поэтому P̂ ∗
(−→

d
)

= µ
−→
d .

Следовательно,

0 =
(−→a ,−→d ) =

(
P̂ (−→a ) ,

−→
d

)
=
(
−→a , P̂ ∗

(−→
d
))

= (−→a , µ−→c ) = µ (−→a ,−→c ) .

Поскольку
(−→a ,−→c ) 6= 0, то µ = 0, то есть P̂ ∗

(−→
d
)

= 0 ·
−→
d =

−→
0 , что и

требовалось доказать.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

Геометрическое решение.
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Рис. 4.

Итак, P̂ ∗ — оператор проецирования на ось
вектора−→c параллельно вектору

−→
d , где−→c орто-

гонален вектору
−→
b и
−→
d ортогонален вектору−→a .

169



Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. В этом случае все рассуждения стан-
дартные, используем стратегию составления уравнений.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. В этом случае все рассуждения стан-
дартные, используем стратегию составления уравнений.

Что надо найти?
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. В этом случае все рассуждения стан-
дартные, используем стратегию составления уравнений.

Что надо найти? Оператор, сопряженный линейному операто-
ру P̂ .
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. В этом случае все рассуждения стан-
дартные, используем стратегию составления уравнений.

Что надо найти? Оператор, сопряженный линейному операто-
ру P̂ .

В каком виде представим ответ?
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. В этом случае все рассуждения стан-
дартные, используем стратегию составления уравнений.

Что надо найти? Оператор, сопряженный линейному операто-
ру P̂ .

В каком виде представим ответ? Укажем матрицу операто-
ра3 в некотором базисе.

3Обратите внимание, ответ будет бессмысленным, если мы укажем матрицу без указания бази-
са!
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. В этом случае все рассуждения стан-
дартные, используем стратегию составления уравнений.

Что надо найти? Оператор, сопряженный линейному операто-
ру P̂ .

В каком виде представим ответ? Укажем матрицу оператора
в некотором базисе.

Введем переменные или найдем матрицу конструктивно.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Введем переменные или найдем
матрицу конструктивно. Разумеется, сначала надо ввести ба-
зис. Например, положим Б =

{−→a ,−→b}. Этот базис плох тем, что он
не ортонормированный. С другой стороны, можно рассчитывать на
то, что в этом базисе нам будет сравнительно легко находить коор-
динаты интересующих нас векторов.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Мы хотим воспользоваться форму-
лой для матрицы сопряженного оператора. Для этого надо найти
матрицу оператора P̂ и матрицу Грама в базисе Б =

{−→a ,−→b}. По-
следнее не составляет труда, так как согласно определению скаляр-
ного произведения для геометрических векторов, имеем

γ11 =
(−→a ,−→a ) =

∣∣−→a ∣∣2 ,
γ12 = γ21 =

(−→
b ,−→a

)
=
∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα,

γ22 =
(−→

b ,
−→
b
)

=
∣∣∣−→b ∣∣∣2 .
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение.
γ11 =

(−→a ,−→a ) =
∣∣−→a ∣∣2 ,

γ12 = γ21 =
(−→

b ,−→a
)

=
∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα,

γ22 =
(−→

b ,
−→
b
)

=
∣∣∣−→b ∣∣∣2 .

то есть ΓБ =

 ∣∣−→a ∣∣2 ∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα
∣∣∣−→b ∣∣∣2

.

178



Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Итак,

ΓБ =

 ∣∣−→a ∣∣2 ∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα
∣∣∣−→b ∣∣∣2

 .

Матрицу Γ−1

Б найдем с помощью присоединенной матрицы. Матри-
ца из алгебраических дополнений элементов матрицы ΓБ имеет вид
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение.

ΓБ =

 ∣∣−→a ∣∣2 ∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα
∣∣∣−→b ∣∣∣2

 .

Матрицу Γ−1

Б найдем с помощью присоединенной матрицы. Матри-
ца из алгебраических дополнений элементов матрицы ΓБ имеет вид ∣∣∣−→b ∣∣∣2 −

∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα

−
∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα

∣∣−→a ∣∣2
.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение.

ΓБ =

 ∣∣−→a ∣∣2 ∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα
∣∣∣−→b ∣∣∣2

 .

Матрицу Γ−1

Б найдем с помощью присоединенной матрицы. Матри-
ца из алгебраических дополнений элементов матрицы ΓБ имеет вид ∣∣∣−→b ∣∣∣2 −

∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα

−
∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα

∣∣−→a ∣∣2
.

При транспонировании эта матрица не изменится, поэтому эта
матрица является присоединенной к ΓБ.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение.

ΓБ =

 ∣∣−→a ∣∣2 ∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα
∣∣∣−→b ∣∣∣2

 .

Матрицу Γ−1

Б найдем с помощью присоединенной матрицы. Матри-
ца из алгебраических дополнений элементов матрицы ΓБ имеет вид ∣∣∣−→b ∣∣∣2 −

∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα

−
∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα

∣∣−→a ∣∣2
.

Для нахождения детерминанта матрицы ΓБ можно вычислить диа-
гональные элементы произведения полученной матрицы на ΓБ, но
здесь это проще сделать «по честному».
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение.

ΓБ =

 ∣∣−→a ∣∣2 ∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα
∣∣∣−→b ∣∣∣2

 .

Матрицу Γ−1

Б найдем с помощью присоединенной матрицы. Матри-
ца из алгебраических дополнений элементов матрицы ΓБ имеет вид ∣∣∣−→b ∣∣∣2 −

∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα

−
∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα

∣∣−→a ∣∣2
.

Получаем∣∣ΓБ
∣∣ =

∣∣−→a ∣∣2 · ∣∣∣−→b ∣∣∣2 (1− cos2 α
)

=
∣∣−→a ∣∣2 · ∣∣∣−→b ∣∣∣2 sin2 α.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение.

ΓБ =

 ∣∣−→a ∣∣2 ∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα
∣∣∣−→b ∣∣∣2

 .

Γ−1

Б =
1∣∣−→a ∣∣2 · ∣∣∣−→b ∣∣∣2 sin2 α

 ∣∣∣−→b ∣∣∣2 −
∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα

−
∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα

∣∣−→a ∣∣2
 .

184



Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Осталось найти матрицу операто-
ра P̂ , что тоже делается без труда:

P̂
(−→a ) =

следовательно, PБ =

( )
.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Осталось найти матрицу операто-
ра P̂ , что тоже делается без труда:

P̂
(−→a ) = −→a =

следовательно, PБ =

( )
.

186



Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Осталось найти матрицу операто-
ра P̂ , что тоже делается без труда:

P̂
(−→a ) = −→a = 1 · −→a + 0 ·

−→
b 7→

следовательно, PБ =

( )
.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Осталось найти матрицу операто-
ра P̂ , что тоже делается без труда:

P̂
(−→a ) = −→a = 1 · −→a + 0 ·

−→
b 7→

(
1

0

)

следовательно, PБ =

( )
.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Осталось найти матрицу операто-
ра P̂ , что тоже делается без труда:

P̂
(−→a ) = −→a = 1 · −→a + 0 ·

−→
b 7→

(
1

0

)

следовательно, PБ =

(
1

0

)
.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Осталось найти матрицу операто-
ра P̂ , что тоже делается без труда:

P̂
(−→a ) = −→a = 1 · −→a + 0 ·

−→
b 7→

(
1

0

)
P̂
(−→

b
)

=

следовательно, PБ =

(
1

0

)
.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Осталось найти матрицу операто-
ра P̂ , что тоже делается без труда:

P̂
(−→a ) = −→a = 1 · −→a + 0 ·

−→
b 7→

(
1

0

)
P̂
(−→

b
)

=
−→
0 =

следовательно, PБ =

(
1

0

)
.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Осталось найти матрицу операто-
ра P̂ , что тоже делается без труда:

P̂
(−→a ) = −→a = 1 · −→a + 0 ·

−→
b 7→

(
1

0

)
P̂
(−→

b
)

=
−→
0 = 0 · −→a + 0 ·

−→
b 7→

следовательно, PБ =

(
1

0

)
.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Осталось найти матрицу операто-
ра P̂ , что тоже делается без труда:

P̂
(−→a ) = −→a = 1 · −→a + 0 ·

−→
b 7→

(
1

0

)
P̂
(−→

b
)

=
−→
0 = 0 · −→a + 0 ·

−→
b 7→

(
0

0

)
,

следовательно, PБ =

(
1

0

)
.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Осталось найти матрицу операто-
ра P̂ , что тоже делается без труда:

P̂
(−→a ) = −→a = 1 · −→a + 0 ·

−→
b 7→

(
1

0

)
P̂
(−→

b
)

=
−→
0 = 0 · −→a + 0 ·

−→
b 7→

(
0

0

)
,

следовательно, PБ =

(
1 0

0 0

)
.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Осталось найти матрицу операто-
ра P̂ , что тоже делается без труда:

P̂
(−→a ) = −→a = 1 · −→a + 0 ·

−→
b 7→

(
1

0

)
P̂
(−→

b
)

=
−→
0 = 0 · −→a + 0 ·

−→
b 7→

(
0

0

)
,

следовательно, PБ =

(
1 0

0 0

)
.

Теперь с помощью соответствующей формулы находим матрицу
сопряженного оператора:
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. P∗Б =
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. P∗Б = Γ−1

Б PБΓБ =
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. P∗Б = Γ−1

Б PБΓБ =

=

 ∣∣−→a ∣∣2 ∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα
∣∣∣−→b ∣∣∣2

−1

·

·
(

1 0

0 0

) ∣∣−→a ∣∣2 ∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα
∣∣∣−→b ∣∣∣2

 .

198



Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. P∗Б = Γ−1

Б PБΓБ =

=
1∣∣−→a ∣∣2 · ∣∣∣−→b ∣∣∣2 sin2 α

 ∣∣∣−→b ∣∣∣2 −
∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα

−
∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα

∣∣−→a ∣∣2
 ·

·
(

1 0

0 0

) ∣∣−→a ∣∣2 ∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα
∣∣∣−→b ∣∣∣2

 .
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. P∗Б = Γ−1

Б PБΓБ =

=
1∣∣−→a ∣∣2 · ∣∣∣−→b ∣∣∣2 sin2 α

 ∣∣∣−→b ∣∣∣2 −
∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα

−
∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα

∣∣−→a ∣∣2
 ·

·

( ∣∣−→a ∣∣2 ∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα

0 0

)
.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. P∗Б = Γ−1

Б PБΓБ =

=
1∣∣−→a ∣∣2 · ∣∣∣−→b ∣∣∣2 sin2 α

·

 ∣∣−→a ∣∣2 ∣∣∣−→b ∣∣∣2 ∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣3 · cosα

−
∣∣−→a ∣∣3 · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα −

∣∣−→a ∣∣2 · ∣∣∣−→b ∣∣∣2 · cosα

 .
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Таким образом, в базисе
{−→a ,−→b}

матрица оператора P̂ ∗ имеет вид

P̂ ∗Б =


1

sin2 α

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α

 .
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Таким образом, в базисе
{−→a ,−→b}

матрица оператора P̂ ∗ имеет вид

P̂ ∗Б =


1

sin2 α

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α

 .

Как этот результат согласуется с геометрическим описанием дей-
ствия оператора P̂ ∗?
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Таким образом, в базисе
{−→a ,−→b}

матрица оператора P̂ ∗ имеет вид

P̂ ∗Б =


1

sin2 α

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α

 .

Найдем собственные векторы и собственные значения этого опе-
ратора. Мы знаем, что они должны быть равны
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Таким образом, в базисе
{−→a ,−→b}

матрица оператора P̂ ∗ имеет вид

P̂ ∗Б =


1

sin2 α

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α

 .

Найдем собственные векторы и собственные значения этого опе-
ратора. Мы знаем, что они должны быть равны 0 и 1, поскольку
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Таким образом, в базисе
{−→a ,−→b}

матрица оператора P̂ ∗ имеет вид

P̂ ∗Б =


1

sin2 α

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α

 .

Найдем собственные векторы и собственные значения этого опе-
ратора. Мы знаем, что они должны быть равны 0 и 1, поскольку−→
b — вектор из ядра, т.е.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Таким образом, в базисе
{−→a ,−→b}

матрица оператора P̂ ∗ имеет вид

P̂ ∗Б =


1

sin2 α

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α

 .

Найдем собственные векторы и собственные значения этого опе-
ратора. Мы знаем, что они должны быть равны 0 и 1, поскольку
−→
b — вектор из ядра, т.е. P̂

(−→
b
)

=
−→
0 =
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Таким образом, в базисе
{−→a ,−→b}

матрица оператора P̂ ∗ имеет вид

P̂ ∗Б =


1

sin2 α

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α

 .

Найдем собственные векторы и собственные значения этого опе-
ратора. Мы знаем, что они должны быть равны 0 и 1, поскольку
−→
b — вектор из ядра, т.е. P̂

(−→
b
)

=
−→
0 = 0

−→
b .
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Таким образом, в базисе
{−→a ,−→b}

матрица оператора P̂ ∗ имеет вид

P̂ ∗Б =


1

sin2 α

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α

 .

Найдем собственные векторы и собственные значения этого опе-
ратора. Мы знаем, что они должны быть равны 0 и 1 , поскольку
P̂
(−→a ) = −→a =
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Таким образом, в базисе
{−→a ,−→b}

матрица оператора P̂ ∗ имеет вид

P̂ ∗Б =


1

sin2 α

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α

 .

Найдем собственные векторы и собственные значения этого опе-
ратора. Мы знаем, что они должны быть равны 0 и 1 , поскольку
P̂
(−→a ) = −→a = 1−→a .
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Таким образом, в базисе
{−→a ,−→b}

матрица оператора P̂ ∗ имеет вид

P̂ ∗Б =


1

sin2 α

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α

 .

Найдем собственные векторы и собственные значения этого опе-
ратора. Мы знаем, что они должны быть равны 0 и 1.

Проверим...
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

sin2 α
− λ

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

sin2 α
− λ

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

λ2 +

(
ctg2 α− 1

sin2 α

)
λ− cos2 α

sin4 α
+

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α
·
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

= 0.
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ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

sin2 α
− λ

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

λ2 +

(
ctg2 α− 1

sin2 α

)
λ− cos2 α

sin4 α
+

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α
·
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

= 0.

λ2 − λ = 0 ⇒
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

sin2 α
− λ

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

λ2 +

(
ctg2 α− 1

sin2 α

)
λ− cos2 α

sin4 α
+

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α
·
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

= 0.

λ2 − λ = 0 ⇒ λ (λ− 1) = 0.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Найдем собственные векторы, от-
вечающие собственному значению 0:

1
sin2 α

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α


(
p

q

)
=

(
0

0

)
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Найдем собственные векторы, от-
вечающие собственному значению 0:

1
sin2 α

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α


(
p

q

)
=

(
0

0

)

(
p

q

)
= C

( ∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα

−
∣∣−→a ∣∣

)
.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Собственному значению 0 соответ-
ствует, в частности, вектор с координатами( ∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα

−
∣∣−→a ∣∣

)
=

[∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα · −→a −
∣∣−→a ∣∣ · −→b ]

Б
, для которого

(−→a ;
∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα · −→a −

∣∣−→a ∣∣ · −→b ) =
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ствует, в частности, вектор с координатами( ∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα

−
∣∣−→a ∣∣

)
=

[∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα · −→a −
∣∣−→a ∣∣ · −→b ]

Б
, для которого

(−→a ;
∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα · −→a −

∣∣−→a ∣∣ · −→b ) =

=
∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα

(−→a ; −→a
)
−
∣∣−→a ∣∣ (−→a ;

−→
b
)

=
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Собственному значению 0 соответ-
ствует, в частности, вектор с координатами( ∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα

−
∣∣−→a ∣∣

)
=

[∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα · −→a −
∣∣−→a ∣∣ · −→b ]

Б
, для которого

(−→a ;
∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα · −→a −

∣∣−→a ∣∣ · −→b ) =

=
∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα

(−→a ; −→a
)
−
∣∣−→a ∣∣ (−→a ;

−→
b
)

=

=
∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα ·

∣∣−→a ∣∣2 − ∣∣−→a ∣∣ · ∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα =
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Собственному значению 0 соответ-
ствует, в частности, вектор с координатами( ∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα

−
∣∣−→a ∣∣

)
=

[∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα · −→a −
∣∣−→a ∣∣ · −→b ]

Б
, для которого

(−→a ;
∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα · −→a −

∣∣−→a ∣∣ · −→b ) =

=
∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα

(−→a ; −→a
)
−
∣∣−→a ∣∣ (−→a ;

−→
b
)

=

=
∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα ·

∣∣−→a ∣∣2 − ∣∣−→a ∣∣ · ∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα = 0.

221



Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Собственному значению 0 соответ-
ствует, в частности, вектор с координатами( ∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα

−
∣∣−→a ∣∣

)
=

[∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα · −→a −
∣∣−→a ∣∣ · −→b ]

Б
, для которого

(−→a ;
∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα · −→a −

∣∣−→a ∣∣ · −→b ) = 0,

т.е. собственный вектор
(∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα · −→a −

∣∣−→a ∣∣ · −→b), отвечающий

собственному значению 0, ортогонален вектору −→a . Это согласуется
с результатом, полученным геометрическим способом.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Найдем собственные векторы, от-
вечающие собственному значению 1:

1
sin2 α

− 1

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α− 1


(
u

v

)
=

(
0

0

)
,
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Найдем собственные векторы, от-
вечающие собственному значению 1:

1
sin2 α

− 1

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α− 1


(
u

v

)
=

(
0

0

)
,

(
u

v

)
= C

( ∣∣∣−→b ∣∣∣
−
∣∣−→a ∣∣ cosα

)
,
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Найдем собственные векторы, от-
вечающие собственному значению 1:

1
sin2 α

− 1

∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα∣∣−→a ∣∣ sin2 α

−
∣∣−→a ∣∣ cosα∣∣∣−→b ∣∣∣ sin2 α

− ctg2 α− 1


(
u

v

)
=

(
0

0

)
,

(
u

v

)
= C

( ∣∣∣−→b ∣∣∣
−
∣∣−→a ∣∣ cosα

)
, u−→a + v

−→
b =

∣∣∣−→b ∣∣∣ · −→a − ∣∣−→a ∣∣ cosα ·
−→
b .
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Согласно результату, полученному
геометрическим способом, собственный вектор∣∣∣−→b ∣∣∣ · −→a − ∣∣−→a ∣∣ cosα ·

−→
b , отвечающий собственному значению 1, дол-

жен быть ортогонален вектору
−→
b :

226
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∣∣∣−→b ∣∣∣ · −→a − ∣∣−→a ∣∣ cosα ·

−→
b
)

=
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
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вектору

−→
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−→
b , отвечающий собственному значению 1, дол-

жен быть ортогонален вектору
−→
b :(−→

b ;
∣∣∣−→b ∣∣∣ · −→a − ∣∣−→a ∣∣ cosα ·

−→
b
)

=

=
∣∣∣−→b ∣∣∣ (−→b ; −→a

)
−
∣∣−→a ∣∣ cosα

(−→
b ;
−→
b
)

=
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
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−→
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−→
b , отвечающий собственному значению 1, дол-

жен быть ортогонален вектору
−→
b :(−→

b ;
∣∣∣−→b ∣∣∣ · −→a − ∣∣−→a ∣∣ cosα ·

−→
b
)

=

=
∣∣∣−→b ∣∣∣ (−→b ; −→a

)
−
∣∣−→a ∣∣ cosα

(−→
b ;
−→
b
)

=

=
∣∣∣−→b ∣∣∣ · ∣∣−→a ∣∣ ∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα−

∣∣−→a ∣∣ cosα ·
∣∣∣−→b ∣∣∣2 =
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).
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−→
b , отвечающий собственному значению 1, дол-

жен быть ортогонален вектору
−→
b :(−→

b ;
∣∣∣−→b ∣∣∣ · −→a − ∣∣−→a ∣∣ cosα ·

−→
b
)

=

=
∣∣∣−→b ∣∣∣ (−→b ; −→a

)
−
∣∣−→a ∣∣ cosα

(−→
b ;
−→
b
)

=

=
∣∣∣−→b ∣∣∣ · ∣∣−→a ∣∣ ∣∣∣−→b ∣∣∣ cosα−

∣∣−→a ∣∣ cosα ·
∣∣∣−→b ∣∣∣2 = 0.
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Пример 7. Найти сопряженный к оператору P̂ , осуществля-
ющему проецирование плоскости U на вектор −→a параллельно
вектору

−→
b , образующему с−→a угол α, где 0 < α < π (см.рис.3).

«Координатное» решение. Собственному значению 1 соответ-
ствует, в частности, вектор с координатами( ∣∣∣−→b ∣∣∣
−
∣∣−→a ∣∣ cosα

)
=

[∣∣∣−→b ∣∣∣ · −→a − ∣∣−→a ∣∣ cosα ·
−→
b

]
Б

, для которого

(−→
b ;
∣∣∣−→b ∣∣∣ · −→a − ∣∣−→a ∣∣ cosα ·

−→
b
)

= 0,

т.е. собственный вектор
(∣∣∣−→b ∣∣∣ · −→a − ∣∣−→a ∣∣ cosα ·

−→
b

)
, отвечающий

собственному значению 1, ортогонален вектору
−→
b . Это согласуется

с результатом, полученным геометрическим способом.

Вернуться к лекции?
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Задача I.1. (Ответ приведен на стр.245.) На линейном простран-
стве функций вида f (t) = Aet + Be−2t + C + Dt задан оператор

дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t,

D̂
(
5et − e−2t

)
, D̂
(
et + e−2t + t− 2

)
, D̂ (et + t); б) матрицу операто-

ра D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂
(
5et − e−2t

)
, D̂

(
et + e−2t + t− 2

)
,

D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.
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Задача I.2. (Ответ приведен на стр.294.) На линейном пространстве мат-
риц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы
о координатах образа вектора с помощью вычисления векторов

L̂

(
1 0

0 1

)
, L̂

(
0 1

1 0

)
, L̂

(
2 −1

1 0

)
.
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Задача II.3. (Ответ приведен на стр.323.) На линейном пространстве
многочленов степени не выше 2 линейные операторы Â и B̂ опреде-

лены формулами: Â (f (x)) = f (2− x), B̂ (f (x)) = x2f
(

1
x

)
. Найди-

те матрицы операторов Â, B̂,
(
Â + B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.
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Задача II.4. (Ответ приведен на стр.331.) На линейном пространстве
матриц размерности 2× 2 линейные операторы Â и B̂ определе-

ны формулами: Â (X) =

(
1 2

2 4

)
·X , B̂ (X) = X ·

(
1 2

2 4

)
. Найди-

те матрицы операторов Â, B̂,
(
Â + B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.
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Задача III.5. (Ответ приведен на стр.347.) На пространстве многочленов
степени не выше 2 линейный оператор P̂ задан формулой

P̂ (f (x)) = f (3x)− 8

(
f

(
d

dx

))(
x2
)
.

Найдите его собственные векторы и собственные значения и, если
возможно, базис из собственных векторов.
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Задача III.6. (Ответ приведен на стр.357.) Найдите собственные векто-
ры линейного оператора P̂ , заданного на линейном пространстве
многочленов степени не выше 1 формулой P̂ (f (x)) = f (2− x).
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Задача IV.7. (Ответ приведен на стр.363.) На линейном пространстве
дифференциальных операторов вида a ∂

∂x
+ b ∂

∂y
+ z ∂

∂z
задан линей-

ный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,[

Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора
диагональна и укажите вид матрицы в этом базисе.
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Задача IV.8. (Ответ приведен на стр.385.) Найти базис, в котором мат-
рица оператора Â имеет диагональный вид, если на множестве сим-
метричных матриц размерности 2× 2 он задан формулой

Â(X) =

(
4 −2

2 −1

)
X

(
4 2

−2 −1

)
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Задача V.9. (Ответ приведен на стр.392.) Пусть U — линейное простран-
ство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0 и 1 являются
корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой(

f (x); g(x)
)

=

1∫
0

f (x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f (x)) = f (1− x). (5)
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Задача V.10. (Ответ приведен на стр.415.) На линейном простран-
стве квадратичных форм от переменных x, y линейный опера-
тор L̂ задан формулой L̂(f (x; y)) = f (x− y;x + y). Найдите сопря-
женный оператор, если скалярное произведение задано формулой
(f (x; y), g(x; y)) =

∫∫
G

f (x; y)g(x; y) dx dy, гдеG— треугольник x ≥ 0,

y ≥ 0, x + y ≤ 0.
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Задача VI.11. (Ответ приведен на стр.424.) Пусть в евклидовом про-
странстве многочленов степени не выше 2 скалярное произведе-

ние задано формулой:
(
f (x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f (x) g(x) dx. Векторы

(x− 1) и (x2 − 1) остаются неподвижными при действии вы-
рожденного нормального линейного оператора L̂. Найти спектр опе-
ратора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б =

{
x0, x, x2

}
, собствен-

ные векторы и собственные значения оператора L̂. Найдите опера-
тор, сопряженный к оператору L̂.
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Ответы и решения
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Решение задачи 1.
Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et =
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et,
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t =
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t,
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) =
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) =
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1,
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1,
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et;
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t;
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1;
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =



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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =




[
D̂et

]
Б

=
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =




[
D̂et

]
Б

= [et]Б =
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =




[
D̂et

]
Б

= [et]Б = [1 · et + 0 · e−2t + 0 · 0 · 1 + 0 · t]Б =

262



Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =




[
D̂et

]
Б

= [et]Б = [1 · et + 0 · e−2t + 0 · 0 · 1 + 0 · t]Б =


1
0
0
0



263



Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1
0
0
0


[
D̂et

]
Б

= [et]Б = [1 · et + 0 · e−2t + 0 · 0 · 1 + 0 · t]Б =


1
0
0
0



264



Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1
0
0
0


[
D̂e−2t

]
Б

=

265



Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1
0
0
0


[
D̂e−2t

]
Б

= [e−2t]Б =

266



Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1
0
0
0


[
D̂e−2t

]
Б

= [e−2t]Б = [0 · et − 2 · e−2t + 0 · 0 · 1 + 0 · t]Б =

267



Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1
0
0
0


[
D̂e−2t

]
Б

= [e−2t]Б = [0 · et − 2 · e−2t + 0 · 0 · 1 + 0 · t]Б =


0
−2

0
0



268



Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1 0
0 −2
0 0
0 0


[
D̂e−2t

]
Б

= [e−2t]Б = [0 · et − 2 · e−2t + 0 · 0 · 1 + 0 · t]Б =


0
−2

0
0



269



Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1 0
0 −2
0 0
0 0


[
D̂1
]

Б
=

270



Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1 0
0 −2
0 0
0 0


[
D̂1
]

Б
= [0]Б =

271



Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1 0
0 −2
0 0
0 0


[
D̂1
]

Б
= [0]Б = [0 · et + 0 · e−2t + 0 · 1 + 0 · t]Б =

272



Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1 0
0 −2
0 0
0 0


[
D̂1
]

Б
= [0]Б = [0 · et + 0 · e−2t + 0 · 1 + 0 · t]Б =


0
0
0
0



273



Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1 0 0
0 −2 0
0 0 0
0 0 0


[
D̂1
]

Б
= [0]Б = [0 · et + 0 · e−2t + 0 · 1 + 0 · t]Б =


0
0
0
0



274



Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1 0 0
0 −2 0
0 0 0
0 0 0


[
D̂t
]

Б
=

275



Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1 0 0
0 −2 0
0 0 0
0 0 0


[
D̂t
]

Б
= [1]Б =

276



Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1 0 0
0 −2 0
0 0 0
0 0 0


[
D̂t
]

Б
= [1]Б = [0 · et + 0 · e−2t + 1 · 1 + 0 · t]Б =

277



Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1 0 0
0 −2 0
0 0 0
0 0 0


[
D̂t
]

Б
= [1]Б = [0 · et + 0 · e−2t + 1 · 1 + 0 · t]Б =


0
0
1
0


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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


[
D̂t
]

Б
= [1]Б = [0 · et + 0 · e−2t + 1 · 1 + 0 · t]Б =


0
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0


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
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0 −2 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


Воспользуемся теоремой о координатах образа вектора:([
D̂et

]
Б

[
D̂e−2t

]
Б

[
D̂ (5et − e−2t)

]
Б

[
D̂ (et + e−2t + t− 2)

]
Б

[
D̂ (et + t)

]
Б

)
=

=
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D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
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0 0 0 1 1
0 0 0 0 0
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. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.
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1 0 5 1 1
0 −2 2 −2 0
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 ,

D̂et = 1 · et + 0 · e−2t + 0 · 1 + 0 · t = et, D̂e−2t = 0 · et + (−2) · e−2t + 0 · 1 + 0 · t =
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D̂ (et + e−2t + t− 2)

]
Б

[
D̂ (et + t)

]
Б

)
=

=


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б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
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D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


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D̂ (5et − e−2t) = 5 · et + 2 · e−2t + 0 · 1 + 0 · t = 5et + 2e−2t,
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
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dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
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Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


Воспользуемся теоремой о координатах образа вектора:([
D̂et

]
Б

[
D̂e−2t

]
Б

[
D̂ (5et − e−2t)

]
Б

[
D̂ (et + e−2t + t− 2)

]
Б

[
D̂ (et + t)

]
Б

)
=

=


1 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0




1 0 5 1 1
0 1 −1 1 0
0 0 0 −2 0
0 0 0 1 1

 =


1 0 5 1 1
0 −2 2 −2 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

 ,

D̂et = 1 · et + 0 · e−2t + 0 · 1 + 0 · t = et, D̂e−2t = 0 · et + (−2) · e−2t + 0 · 1 + 0 · t = −2e−2t,

D̂ (5et − e−2t) = 5 · et + 2 · e−2t + 0 · 1 + 0 · t = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = 1 · et + (−2) · e−2t + 1 · 1 + 0 · t =
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


Воспользуемся теоремой о координатах образа вектора:([
D̂et

]
Б

[
D̂e−2t

]
Б

[
D̂ (5et − e−2t)

]
Б

[
D̂ (et + e−2t + t− 2)

]
Б

[
D̂ (et + t)

]
Б

)
=

=


1 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0




1 0 5 1 1
0 1 −1 1 0
0 0 0 −2 0
0 0 0 1 1

 =


1 0 5 1 1
0 −2 2 −2 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

 ,

D̂et = 1 · et + 0 · e−2t + 0 · 1 + 0 · t = et, D̂e−2t = 0 · et + (−2) · e−2t + 0 · 1 + 0 · t = −2e−2t,

D̂ (5et − e−2t) = 5 · et + 2 · e−2t + 0 · 1 + 0 · t = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = 1 · et + (−2) · e−2t + 1 · 1 + 0 · t = 5et − 2e−2t + 1,
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


Воспользуемся теоремой о координатах образа вектора:([
D̂et

]
Б

[
D̂e−2t

]
Б

[
D̂ (5et − e−2t)

]
Б

[
D̂ (et + e−2t + t− 2)

]
Б

[
D̂ (et + t)

]
Б

)
=

=


1 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0




1 0 5 1 1
0 1 −1 1 0
0 0 0 −2 0
0 0 0 1 1

 =


1 0 5 1 1
0 −2 2 −2 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

 ,

D̂et = 1 · et + 0 · e−2t + 0 · 1 + 0 · t = et, D̂e−2t = 0 · et + (−2) · e−2t + 0 · 1 + 0 · t = −2e−2t,

D̂ (5et − e−2t) = 5 · et + 2 · e−2t + 0 · 1 + 0 · t = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = 1 · et + (−2) · e−2t + 1 · 1 + 0 · t = 5et − 2e−2t + 1,

D̂ (et + t) = 1 · et + 0 · e−2t + 1 · 1 + 0 · t =
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Задача 1. На линейном пространстве функций вида f(t) = Aet +Be−2t + C +Dt за-

дан оператор дифференцирования D̂ =
d

dt
. Найдите: а) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),

D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t); б) матрицу оператора D̂; в) векторы D̂et, D̂e−2t, D̂ (5et − e−2t),
D̂ (et + e−2t + t− 2), D̂ (et + t) с помощью теоремы о координатах образа вектора.

Ответ. а) D̂et = et, D̂e−2t = −2e−2t, D̂ (5et − e−2t) = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = et − 2e−2t + 1, D̂ (et + t) = et + 1.
б) базис выберем «протаскиванием единички через параметры»: Б = {et; e−2t; 1; t}.

Найдем матрицу оператора D̂ в базисе Б: AБ =


1 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


Воспользуемся теоремой о координатах образа вектора:([
D̂et

]
Б

[
D̂e−2t

]
Б

[
D̂ (5et − e−2t)

]
Б

[
D̂ (et + e−2t + t− 2)

]
Б

[
D̂ (et + t)

]
Б

)
=

=


1 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0




1 0 5 1 1
0 1 −1 1 0
0 0 0 −2 0
0 0 0 1 1

 =


1 0 5 1 1
0 −2 2 −2 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

 ,

D̂et = 1 · et + 0 · e−2t + 0 · 1 + 0 · t = et, D̂e−2t = 0 · et + (−2) · e−2t + 0 · 1 + 0 · t = −2e−2t,

D̂ (5et − e−2t) = 5 · et + 2 · e−2t + 0 · 1 + 0 · t = 5et + 2e−2t,

D̂ (et + e−2t + t− 2) = 1 · et + (−2) · e−2t + 1 · 1 + 0 · t = 5et − 2e−2t + 1,

D̂ (et + t) = 1 · et + 0 · e−2t + 1 · 1 + 0 · t = et + 1.

292



Решение задачи 2.
Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан

формулой:
L̂(X) = X t −X .

Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.
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Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис

294



Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.
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Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

По определению матрицы оператора LБ =


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Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

По определению матрицы оператора LБ =


[
L̂

(
1 0
0 0

)]
Б

=

297



Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

По определению матрицы оператора LБ =


[
L̂

(
1 0
0 0

)]
Б

=

[(
1 0
0 0

)t

−
(

1 0
0 0

)]
Б

=
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Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

По определению матрицы оператора LБ =


[
L̂

(
1 0
0 0

)]
Б

=

[(
1 0
0 0

)t

−
(

1 0
0 0

)]
Б

=

[(
0 0
0 0

)]
Б

=
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Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

По определению матрицы оператора LБ =


[
L̂

(
1 0
0 0

)]
Б

=

[(
1 0
0 0

)t

−
(

1 0
0 0

)]
Б

=

[(
0 0
0 0

)]
Б

=


0
0
0
0

 ,
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Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

По определению матрицы оператора LБ =


0
0
0
0[

L̂

(
1 0
0 0

)]
Б

=

[(
1 0
0 0

)t

−
(

1 0
0 0

)]
Б

=

[(
0 0
0 0

)]
Б

=


0
0
0
0

 ,
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Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

По определению матрицы оператора LБ =


0
0
0
0[

L̂

(
0 1
0 0

)]
Б

=

302



Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

По определению матрицы оператора LБ =


0
0
0
0[

L̂

(
0 1
0 0

)]
Б

=

[(
0 1
0 0

)t

−
(

0 1
0 0

)]
Б

=

[(
0 −1
1 0

)]
Б

=


0
−1

1
0

 ,

303



Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

По определению матрицы оператора LБ =


0 0
0 −1
0 1
0 0[

L̂

(
0 1
0 0

)]
Б

=

[(
0 1
0 0

)t

−
(

0 1
0 0

)]
Б

=

[(
0 −1
1 0

)]
Б

=


0
−1

1
0

 ,

304



Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

По определению матрицы оператора LБ =


0 0
0 −1
0 1
0 0[

L̂

(
0 0
1 0

)]
Б

=

305



Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

По определению матрицы оператора LБ =


0 0
0 −1
0 1
0 0[

L̂

(
0 0
1 0

)]
Б

=

[(
0 0
1 0

)t

−
(

0 0
1 0

)]
Б

=

[(
0 1
−1 0

)]
Б

=


0
1
−1

0

 ,

306



Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

По определению матрицы оператора LБ =


0 0 0
0 −1 1
0 1 −1
0 0 0[

L̂

(
0 0
1 0

)]
Б

=

[(
0 0
1 0

)t

−
(

0 0
1 0

)]
Б

=

[(
0 1
−1 0

)]
Б

=


0
1
−1

0

 ,

307



Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

По определению матрицы оператора LБ =


0 0 0
0 −1 1
0 1 −1
0 0 0[

L̂

(
0 0
0 1

)]
Б

=

308



Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

По определению матрицы оператора LБ =


0 0 0
0 −1 1
0 1 −1
0 0 0[

L̂

(
0 0
0 1

)]
Б

=

[(
0 0
0 1

)t

−
(

0 0
0 1

)]
Б

=

[(
0 0
0 0

)]
Б

=


0
0
0
0

 ,

309



Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

По определению матрицы оператора LБ =


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0


[
L̂

(
0 0
0 1

)]
Б

=

[(
0 0
0 1

)t

−
(

0 0
0 1

)]
Б

=

[(
0 0
0 0

)]
Б

=


0
0
0
0

 ,
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Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Итак, LБ =


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0

. По теореме о координатах образа вектора имеем
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Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Итак, LБ =


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0

. По теореме о координатах образа вектора имеем

[
L̂

(
1 0
0 1

)]
Б

=

312



Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Итак, LБ =


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0

. По теореме о координатах образа вектора имеем

[
L̂

(
1 0
0 1

)]
Б

=


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0




1
0
0
1

 =

313



Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Итак, LБ =


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0

. По теореме о координатах образа вектора имеем

[
L̂

(
1 0
0 1

)]
Б

=


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0




1
0
0
1

 =


0
0
0
0

.

314



Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Итак, LБ =


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0

. По теореме о координатах образа вектора имеем

[
L̂

(
1 0
0 1

)]
Б

=


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0




1
0
0
1

 =


0
0
0
0

. С другой стороны,

[
L̂

(
1 0
0 1

)]
Б

=

[(
1 0
0 1

)t

−
(

1 0
0 1

)]
Б

=

315



Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Итак, LБ =


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0

. По теореме о координатах образа вектора имеем

[
L̂

(
1 0
0 1

)]
Б

=


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0




1
0
0
1

 =


0
0
0
0

. С другой стороны,

[
L̂

(
1 0
0 1

)]
Б

=

[(
1 0
0 1

)t

−
(

1 0
0 1

)]
Б

=

[(
0 0
0 0

)]
Б

=

316



Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Итак, LБ =


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0

. По теореме о координатах образа вектора имеем

[
L̂

(
1 0
0 1

)]
Б

=


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0




1
0
0
1

 =


0
0
0
0

. С другой стороны,

[
L̂

(
1 0
0 1

)]
Б

=

[(
1 0
0 1

)t

−
(

1 0
0 1

)]
Б

=

[(
0 0
0 0

)]
Б

=


0
0
0
0

 ,

317



Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Итак, LБ =


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0

. По теореме о координатах образа вектора имеем

[
L̂

(
1 0
0 1

)]
Б

=


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0




1
0
0
1

 =


0
0
0
0

. С другой стороны,

[
L̂

(
1 0
0 1

)]
Б

=

[(
1 0
0 1

)t

−
(

1 0
0 1

)]
Б

=

[(
0 0
0 0

)]
Б

=


0
0
0
0

 ,

т.е. по определению координат вектора

L̂

(
1 0
0 1

)
= 0

(
1 0
0 0

)
+ 0

(
0 1
0 0

)
+ 0

(
0 0
1 0

)
+ 0

(
0 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

318



Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Итак, LБ =


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0

. По теореме о координатах образа вектора имеем

[
L̂

(
0 1
1 0

)]
Б

=


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0




0
1
1
0

 =


0
0
0
0

. С другой стороны,

[
L̂

(
0 1
1 0

)]
Б

=

[(
0 1
1 0

)t

−
(

0 1
1 0

)]
Б

=

[(
0 0
0 0

)]
Б

=


0
0
0
0

 .

319



Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Итак, LБ =


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0

. По теореме о координатах образа вектора имеем

[
L̂

(
2 −1
1 0

)]
Б

=


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0




2
−1

1
0

 =


0
2
−2

0

. С другой стороны,

[
L̂

(
2 −1
1 0

)]
Б

=

[(
2 −1
1 0

)t

−
(

2 −1
1 0

)]
Б

=

[(
0 2
−2 0

)]
Б

=


0
2
−2

0

 .
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Задача 2. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейный оператор L̂ задан
формулой:

L̂(X) = X t −X .
Найдите матрицу оператора L̂ и проверьте выполнение теоремы о координатах образа вектора

с помощью вычисления векторов L̂
(

1 0
0 1

)
, L̂

(
0 1
1 0

)
, L̂

(
2 −1
1 0

)
.

Ответ. Возьмем базис Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Итак, LБ =


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0

. По теореме о координатах образа вектора имеем

([
L̂

(
1 0
0 1

)]
Б

[
L̂

(
0 1
1 0

)]
Б

[
L̂

(
2 −1
1 0

)]
Б

)
=

=


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0




1 0 2
0 1 −1
0 1 1
1 0 0

 =


0 0 0
0 0 2
0 0 −2
0 0 0

.
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Решение задачи 3.
Задача 3. На линейном пространстве многочленов степени не выше 2 линейные операто-

ры Â и B̂ определены формулами: Â (f(x)) = f(2− x), B̂ (f(x)) = x2f
(

1
x

)
. Найдите матрицы

операторов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.
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Задача 3. На линейном пространстве многочленов степени не выше 2 линейные операторы Â

и B̂ определены формулами: Â (f(x)) = f(2− x), B̂ (f(x)) = x2f
(

1
x

)
. Найдите матрицы опера-

торов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ. Постановка задачи некорректна, так как не указан соответствующий базис. Возьмем
естественный базис: Б = {x0, x, x2}. Найдем матрицы операторов Â, B̂. Напомним, что в теории
многочленов принимается по определению, что x0 = 1.

Â
(
x0
)

= (2− x)0 = 1 = 1 · x0 + 0 · x+ 0 · x2 ⇒
[
Â
(
x0
)]

Б
=

 1
0
0

 ,

Â (x) = (2− x) = 2 · x0 + (−1) · x+ 0 · x2 ⇒
[
Â (x)

]
Б

=

 2
−1

0

 ,

Â
(
x2
)

= (2− x)2 = 4 · x0 + (−4) · x+ 1 · x2 ⇒
[
Â
(
x2
)]

Б
=

 4
−4

1

 ,

поэтому AБ =

 1 2 4
0 1 −4
0 0 1

.
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Задача 3. На линейном пространстве многочленов степени не выше 2 линейные операторы Â

и B̂ определены формулами: Â (f(x)) = f(2− x), B̂ (f(x)) = x2f
(

1
x

)
. Найдите матрицы опера-

торов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ.

B̂
(
x0
)

= x2

(
1

x

)0

= x2 = 0 · x0 + 0 · x+ 1 · x2 ⇒
[
Â
(
x0
)]

Б
=

 0
0
1

 ,
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Задача 3. На линейном пространстве многочленов степени не выше 2 линейные операторы Â

и B̂ определены формулами: Â (f(x)) = f(2− x), B̂ (f(x)) = x2f
(

1
x

)
. Найдите матрицы опера-

торов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ.

B̂
(
x0
)

= x2

(
1

x

)0

= x2 = 0 · x0 + 0 · x+ 1 · x2 ⇒
[
Â
(
x0
)]

Б
=

 0
0
1

 ,

B̂ (x) = x2

(
1

x

)
= x = 0 · x0 + 1 · x+ 0 · x2 ⇒

[
Â (x)

]
Б

=

 0
1
0

 ,

325



Задача 3. На линейном пространстве многочленов степени не выше 2 линейные операторы Â

и B̂ определены формулами: Â (f(x)) = f(2− x), B̂ (f(x)) = x2f
(

1
x

)
. Найдите матрицы опера-

торов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ.

B̂
(
x0
)

= x2

(
1

x

)0

= x2 = 0 · x0 + 0 · x+ 1 · x2 ⇒
[
Â
(
x0
)]

Б
=

 0
0
1

 ,

B̂ (x) = x2

(
1

x

)
= x = 0 · x0 + 1 · x+ 0 · x2 ⇒

[
Â (x)

]
Б

=

 0
1
0

 ,

B̂
(
x2
)

= x2

(
1

x

)2

= 1 = 1 · x0 + 0 · x+ 0 · x2 ⇒
[
Â
(
x2
)]

Б
=

 1
0
0

 ,
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Задача 3. На линейном пространстве многочленов степени не выше 2 линейные операторы Â

и B̂ определены формулами: Â (f(x)) = f(2− x), B̂ (f(x)) = x2f
(

1
x

)
. Найдите матрицы опера-

торов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ.

B̂
(
x0
)

= x2

(
1

x

)0

= x2 = 0 · x0 + 0 · x+ 1 · x2 ⇒
[
Â
(
x0
)]

Б
=

 0
0
1

 ,

B̂ (x) = x2

(
1

x

)
= x = 0 · x0 + 1 · x+ 0 · x2 ⇒

[
Â (x)

]
Б

=

 0
1
0

 ,

B̂
(
x2
)

= x2

(
1

x

)2

= 1 = 1 · x0 + 0 · x+ 0 · x2 ⇒
[
Â
(
x2
)]

Б
=

 1
0
0

 ,

AБ =

 1 2 4
0 1 −4
0 0 1

 , BБ =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0


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Задача 3. На линейном пространстве многочленов степени не выше 2 линейные операторы Â

и B̂ определены формулами: Â (f(x)) = f(2− x), B̂ (f(x)) = x2f
(

1
x

)
. Найдите матрицы опера-

торов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ.

B̂
(
x0
)

= x2

(
1

x

)0

= x2 = 0 · x0 + 0 · x+ 1 · x2 ⇒
[
Â
(
x0
)]

Б
=

 0
0
1

 ,

B̂ (x) = x2

(
1

x

)
= x = 0 · x0 + 1 · x+ 0 · x2 ⇒

[
Â (x)

]
Б

=

 0
1
0

 ,

B̂
(
x2
)

= x2

(
1

x

)2

= 1 = 1 · x0 + 0 · x+ 0 · x2 ⇒
[
Â
(
x2
)]

Б
=

 1
0
0

 ,

AБ =

 1 2 4
0 1 −4
0 0 1

 , BБ =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0


(A+B)Б = AБ +BБ =

 1 2 4
0 1 −4
0 0 1

+

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 =

 1 2 5
0 2 −4
1 0 1

 ,
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Задача 3. На линейном пространстве многочленов степени не выше 2 линейные операторы Â

и B̂ определены формулами: Â (f(x)) = f(2− x), B̂ (f(x)) = x2f
(

1
x

)
. Найдите матрицы опера-

торов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ.

B̂
(
x0
)

= x2

(
1

x

)0

= x2 = 0 · x0 + 0 · x+ 1 · x2 ⇒
[
Â
(
x0
)]

Б
=

 0
0
1

 ,

B̂ (x) = x2

(
1

x

)
= x = 0 · x0 + 1 · x+ 0 · x2 ⇒

[
Â (x)

]
Б

=

 0
1
0

 ,

B̂
(
x2
)

= x2

(
1

x

)2

= 1 = 1 · x0 + 0 · x+ 0 · x2 ⇒
[
Â
(
x2
)]

Б
=

 1
0
0

 ,

AБ =

 1 2 4
0 1 −4
0 0 1

 , BБ =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0


(AB)Б = AБ ·BБ =

 1 2 4
0 1 −4
0 0 1

 ·
 0 0 1

0 1 0
1 0 0

 =

 4 2 0
−4 1 0

1 0 1

 ,
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Решение задачи 4.
Задача 4. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейные операторы Â и B̂

определены формулами: Â (X) =

(
1 2
2 4

)
·X , B̂ (X) = X ·

(
1 2
2 4

)
. Найдите матрицы опе-

раторов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.
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Задача 4. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейные операторы Â и B̂

определены формулами: Â (X) =

(
1 2
2 4

)
·X , B̂ (X) = X ·

(
1 2
2 4

)
. Найдите матрицы опе-

раторов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ. Разумеется, постановка задачи некорректна, так как не указан соответствующий базис.

Выберем естественный базис: Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Найдем мат-

рицу оператора Â.
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Задача 4. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейные операторы Â и B̂

определены формулами: Â (X) =

(
1 2
2 4

)
·X , B̂ (X) = X ·

(
1 2
2 4

)
. Найдите матрицы опе-

раторов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ. Разумеется, постановка задачи некорректна, так как не указан соответствующий базис.

Выберем естественный базис: Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Найдем мат-

рицу оператора Â.

Â

(
1 0
0 0

)
=

(
1 2
2 4

)
·
(

1 0
0 0

)
=

(
1 0
2 0

)
=

= 1

(
1 0
0 0

)
+ 0

(
0 1
0 0

)
+ 2

(
0 0
1 0

)
+ 0

(
0 0
0 1

)
⇒
[
Â

(
1 0
0 0

)]
Б

=


1
0
2
0

 ,
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Задача 4. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейные операторы Â и B̂

определены формулами: Â (X) =

(
1 2
2 4

)
·X , B̂ (X) = X ·

(
1 2
2 4

)
. Найдите матрицы опе-

раторов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ. Разумеется, постановка задачи некорректна, так как не указан соответствующий базис.

Выберем естественный базис: Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Найдем мат-

рицу оператора Â.

Â

(
1 0
0 0

)
=

(
1 2
2 4

)
·
(

1 0
0 0

)
=

(
1 0
2 0

)
=

= 1

(
1 0
0 0

)
+ 0

(
0 1
0 0

)
+ 2

(
0 0
1 0

)
+ 0

(
0 0
0 1

)
⇒
[
Â

(
1 0
0 0

)]
Б

=


1
0
2
0

 ,

AБ =


1
0
2
0

 .
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Задача 4. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейные операторы Â и B̂

определены формулами: Â (X) =

(
1 2
2 4

)
·X , B̂ (X) = X ·

(
1 2
2 4

)
. Найдите матрицы опе-

раторов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ. Разумеется, постановка задачи некорректна, так как не указан соответствующий базис.

Выберем естественный базис: Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Найдем мат-

рицу оператора Â.

Â

(
0 1
0 0

)
=

(
1 2
2 4

)
·
(

0 1
0 0

)
=

(
0 1
0 2

)
=

= 0

(
1 0
0 0

)
+ 1

(
0 1
0 0

)
+ 0

(
0 0
1 0

)
+ 2

(
0 0
0 1

)
⇒
[
Â

(
0 1
0 0

)]
Б

=


0
1
0
2

 ,

AБ =


1
0
2
0

 .
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Задача 4. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейные операторы Â и B̂

определены формулами: Â (X) =

(
1 2
2 4

)
·X , B̂ (X) = X ·

(
1 2
2 4

)
. Найдите матрицы опе-

раторов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ. Разумеется, постановка задачи некорректна, так как не указан соответствующий базис.

Выберем естественный базис: Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Найдем мат-

рицу оператора Â.

Â

(
0 1
0 0

)
=

(
1 2
2 4

)
·
(

0 1
0 0

)
=

(
0 1
0 2

)
=

= 0

(
1 0
0 0

)
+ 1

(
0 1
0 0

)
+ 0

(
0 0
1 0

)
+ 2

(
0 0
0 1

)
⇒
[
Â

(
0 1
0 0

)]
Б

=


0
1
0
2

 ,

AБ =


1 0
0 1
2 0
0 2

 .
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Задача 4. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейные операторы Â и B̂

определены формулами: Â (X) =

(
1 2
2 4

)
·X , B̂ (X) = X ·

(
1 2
2 4

)
. Найдите матрицы опе-

раторов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ. Разумеется, постановка задачи некорректна, так как не указан соответствующий базис.

Выберем естественный базис: Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Найдем мат-

рицу оператора Â.

Â

(
0 0
1 0

)
=

(
1 2
2 4

)
·
(

0 0
1 0

)
=

(
2 0
4 0

)
=

= 2

(
1 0
0 0

)
+ 0

(
0 1
0 0

)
+ 4

(
0 0
1 0

)
+ 0

(
0 0
0 1

)
⇒
[
Â

(
0 0
1 0

)]
Б

=


2
0
4
0

 ,

AБ =


1 0
0 1
2 0
0 2

 .
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Задача 4. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейные операторы Â и B̂

определены формулами: Â (X) =

(
1 2
2 4

)
·X , B̂ (X) = X ·

(
1 2
2 4

)
. Найдите матрицы опе-

раторов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ. Разумеется, постановка задачи некорректна, так как не указан соответствующий базис.

Выберем естественный базис: Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Найдем мат-

рицу оператора Â.

Â

(
0 0
1 0

)
=

(
1 2
2 4

)
·
(

0 0
1 0

)
=

(
2 0
4 0

)
=

= 2

(
1 0
0 0

)
+ 0

(
0 1
0 0

)
+ 4

(
0 0
1 0

)
+ 0

(
0 0
0 1

)
⇒
[
Â

(
0 0
1 0

)]
Б

=


2
0
4
0

 ,

AБ =


1 0 2
0 1 0
2 0 4
0 2 0

 .
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Задача 4. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейные операторы Â и B̂

определены формулами: Â (X) =

(
1 2
2 4

)
·X , B̂ (X) = X ·

(
1 2
2 4

)
. Найдите матрицы опе-

раторов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ. Разумеется, постановка задачи некорректна, так как не указан соответствующий базис.

Выберем естественный базис: Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Найдем мат-

рицу оператора Â.

Â

(
0 0
0 1

)
=

(
1 2
2 4

)
·
(

0 0
0 1

)
=

(
0 2
0 4

)
=

= 0

(
1 0
0 0

)
+ 2

(
0 1
0 0

)
+ 0

(
0 0
1 0

)
+ 4

(
0 0
0 1

)
⇒
[
Â

(
0 0
0 1

)]
Б

=


0
2
0
4

 ,

AБ =


1 0 2
0 1 0
2 0 4
0 2 0

 .

338



Задача 4. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейные операторы Â и B̂

определены формулами: Â (X) =

(
1 2
2 4

)
·X , B̂ (X) = X ·

(
1 2
2 4

)
. Найдите матрицы опе-

раторов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ. Разумеется, постановка задачи некорректна, так как не указан соответствующий базис.

Выберем естественный базис: Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Найдем мат-

рицу оператора Â.

Â

(
0 0
0 1

)
=

(
1 2
2 4

)
·
(

0 0
0 1

)
=

(
0 2
0 4

)
=

= 0

(
1 0
0 0

)
+ 2

(
0 1
0 0

)
+ 0

(
0 0
1 0

)
+ 4

(
0 0
0 1

)
⇒
[
Â

(
0 0
0 1

)]
Б

=


0
2
0
4

 ,

AБ =


1 0 2 0
0 1 0 2
2 0 4 0
0 2 0 4

 .
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Задача 4. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейные операторы Â и B̂

определены формулами: Â (X) =

(
1 2
2 4

)
·X , B̂ (X) = X ·

(
1 2
2 4

)
. Найдите матрицы опе-

раторов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ. Разумеется, постановка задачи некорректна, так как не указан соответствующий ба-

зис. Выберем естественный базис: Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Аналогич-

но можно найти матрицу оператора B̂:

AБ =


1 0 2 0
0 1 0 2
2 0 4 0
0 2 0 4

 , BБ =
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Задача 4. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейные операторы Â и B̂

определены формулами: Â (X) =

(
1 2
2 4

)
·X , B̂ (X) = X ·

(
1 2
2 4

)
. Найдите матрицы опе-

раторов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ. Разумеется, постановка задачи некорректна, так как не указан соответствующий ба-

зис. Выберем естественный базис: Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
. Аналогич-

но можно найти матрицу оператора B̂:

AБ =


1 0 2 0
0 1 0 2
2 0 4 0
0 2 0 4

 , BБ =


1 2 0 0
2 4 0 0
0 0 1 2
0 0 2 4

 ,
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Задача 4. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейные операторы Â и B̂

определены формулами: Â (X) =

(
1 2
2 4

)
·X , B̂ (X) = X ·

(
1 2
2 4

)
. Найдите матрицы опе-

раторов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ. Разумеется, постановка задачи некорректна, так как не указан соответствующий базис.

Выберем естественный базис: Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

AБ =


1 0 2 0
0 1 0 2
2 0 4 0
0 2 0 4

 , BБ =


1 2 0 0
2 4 0 0
0 0 1 2
0 0 2 4

 ,

Поэтому

(A+B)Б =
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Задача 4. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейные операторы Â и B̂

определены формулами: Â (X) =

(
1 2
2 4

)
·X , B̂ (X) = X ·

(
1 2
2 4

)
. Найдите матрицы опе-

раторов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ. Разумеется, постановка задачи некорректна, так как не указан соответствующий базис.

Выберем естественный базис: Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

AБ =


1 0 2 0
0 1 0 2
2 0 4 0
0 2 0 4

 , BБ =


1 2 0 0
2 4 0 0
0 0 1 2
0 0 2 4

 ,

Поэтому

(A+B)Б = AБ +BБ =


1 0 2 0
0 1 0 2
2 0 4 0
0 2 0 4

+


1 2 0 0
2 4 0 0
0 0 1 2
0 0 2 4

 =


2 2 2 0
2 5 0 2
2 0 5 2
0 2 2 8

 .
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Задача 4. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейные операторы Â и B̂

определены формулами: Â (X) =

(
1 2
2 4

)
·X , B̂ (X) = X ·

(
1 2
2 4

)
. Найдите матрицы опе-

раторов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ. Разумеется, постановка задачи некорректна, так как не указан соответствующий базис.

Выберем естественный базис: Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

AБ =


1 0 2 0
0 1 0 2
2 0 4 0
0 2 0 4

 , BБ =


1 2 0 0
2 4 0 0
0 0 1 2
0 0 2 4

 ,

Поэтому

(A ·B)Б =
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Задача 4. На линейном пространстве матриц размерности 2× 2 линейные операторы Â и B̂

определены формулами: Â (X) =

(
1 2
2 4

)
·X , B̂ (X) = X ·

(
1 2
2 4

)
. Найдите матрицы опе-

раторов Â, B̂,
(
Â+ B̂

)
,
(
Â · B̂

)
.

Ответ. Разумеется, постановка задачи некорректна, так как не указан соответствующий базис.

Выберем естественный базис: Б =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

AБ =


1 0 2 0
0 1 0 2
2 0 4 0
0 2 0 4

 , BБ =


1 2 0 0
2 4 0 0
0 0 1 2
0 0 2 4

 ,

Поэтому

(A ·B)Б = AБ ·BБ =


1 0 2 0
0 1 0 2
2 0 4 0
0 2 0 4

 ·


1 2 0 0
2 4 0 0
0 0 1 2
0 0 2 4

 =


1 2 2 6
2 4 4 8
2 4 4 12
4 8 8 16

 .
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Решение задачи 5.
Задача 5. На пространстве многочленов степени не выше 2 линейный оператор P̂ задан фор-

мулой

P̂ (f(x)) = f(3x)− 8

(
f

(
d

dx

))(
x2
)
.

Найдите его собственные векторы и собственные значения и, если возможно, базис из собствен-
ных векторов.
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Задача 5. На пространстве многочленов степени не выше 2 линейный оператор P̂ задан форму-
лой

P̂ (f(x)) = f(3x)− 8

(
f

(
d

dx

))(
x2
)
.

Найдите его собственные векторы и собственные значения и, если возможно, базис из собствен-
ных векторов.

Ответ. Возьмем базис пространства многочленов, например, Б = {x0; x; x2}. Найдем в этом
базисе матрицу оператора:
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Задача 5. На пространстве многочленов степени не выше 2 линейный оператор P̂ задан форму-
лой

P̂ (f(x)) = f(3x)− 8

(
f

(
d

dx

))(
x2
)
.

Найдите его собственные векторы и собственные значения и, если возможно, базис из собствен-
ных векторов.

Ответ. Возьмем базис пространства многочленов, например, Б = {x0; x; x2}. Найдем в этом
базисе матрицу оператора:

[
Â
(
x0
)]

Б
=

[
(3x)0 − 8

d0

dx0

(
x2
)]

Б
=
[
1 · x0 + 0 · x− 8 · x2

]
Б =

 1
0
−8

 ;
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Задача 5. На пространстве многочленов степени не выше 2 линейный оператор P̂ задан форму-
лой

P̂ (f(x)) = f(3x)− 8

(
f

(
d

dx

))(
x2
)
.

Найдите его собственные векторы и собственные значения и, если возможно, базис из собствен-
ных векторов.

Ответ. Возьмем базис пространства многочленов, например, Б = {x0; x; x2}. Найдем в этом
базисе матрицу оператора:

[
Â
(
x0
)]

Б
=

[
(3x)0 − 8

d0

dx0

(
x2
)]

Б
=
[
1 · x0 + 0 · x− 8 · x2

]
Б =

 1
0
−8

 ;

[
Â (x)

]
Б

=

[
(3x)1 − 8

d

dx

(
x2
)]

Б
=
[
0 · x0 − 13 · x+ 0 · x2

]
Б =

 0
−13

0

 ;
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Задача 5. На пространстве многочленов степени не выше 2 линейный оператор P̂ задан форму-
лой

P̂ (f(x)) = f(3x)− 8

(
f

(
d

dx

))(
x2
)
.

Найдите его собственные векторы и собственные значения и, если возможно, базис из собствен-
ных векторов.

Ответ. Возьмем базис пространства многочленов, например, Б = {x0; x; x2}. Найдем в этом
базисе матрицу оператора:

[
Â
(
x0
)]

Б
=

[
(3x)0 − 8

d0

dx0

(
x2
)]

Б
=
[
1 · x0 + 0 · x− 8 · x2

]
Б =

 1
0
−8

 ;

[
Â (x)

]
Б

=

[
(3x)1 − 8

d

dx

(
x2
)]

Б
=
[
0 · x0 − 13 · x+ 0 · x2

]
Б =

 0
−13

0

 ;

[
Â
(
x2
)]

Б
=

[
(3x)2 − 8

d2

dx2

(
x2
)]

Б
=
[
−16 · x0 + 0 · x+ 9 · x2

]
Б =

 −16
0
9

 .
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Задача 5. На пространстве многочленов степени не выше 2 линейный оператор P̂ задан форму-
лой

P̂ (f(x)) = f(3x)− 8

(
f

(
d

dx

))(
x2
)
.

Найдите его собственные векторы и собственные значения и, если возможно, базис из собствен-
ных векторов.

Ответ. Возьмем базис пространства многочленов, например, Б = {x0; x; x2}. Найдем в этом
базисе матрицу оператора:

[
Â
(
x0
)]

Б
=

[
(3x)0 − 8

d0

dx0

(
x2
)]

Б
=
[
1 · x0 + 0 · x− 8 · x2

]
Б =

 1
0
−8

 ;

[
Â (x)

]
Б

=

[
(3x)1 − 8

d

dx

(
x2
)]

Б
=
[
0 · x0 − 13 · x+ 0 · x2

]
Б =

 0
−13

0

 ;

[
Â
(
x2
)]

Б
=

[
(3x)2 − 8

d2

dx2

(
x2
)]

Б
=
[
−16 · x0 + 0 · x+ 9 · x2

]
Б =

 −16
0
9

 .

Поэтому матрица оператора имеет вид PБ =

 1 0 −16
0 −13 0
−8 0 9

.
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Задача 5. На пространстве многочленов степени не выше 2 линейный оператор P̂ задан форму-
лой

P̂ (f(x)) = f(3x)− 8

(
f

(
d

dx

))(
x2
)
.

Найдите его собственные векторы и собственные значения и, если возможно, базис из собствен-
ных векторов.

Ответ. Поэтому матрица оператора имеет вид PБ =

 1 0 −16
0 −13 0
−8 0 9

.

Найдем характеристический полином:∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 −16

0 −13− λ 0
−8 0 9− λ

∣∣∣∣∣∣ = − (λ+ 13) (λ+ 7) (λ− 17) .

Найдем собственные векторы, отвечающие собственному значению (−7):
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Задача 5. На пространстве многочленов степени не выше 2 линейный оператор P̂ задан форму-
лой

P̂ (f(x)) = f(3x)− 8

(
f

(
d

dx

))(
x2
)
.

Найдите его собственные векторы и собственные значения и, если возможно, базис из собствен-
ных векторов.

Ответ. Поэтому матрица оператора имеет вид PБ =

 1 0 −16
0 −13 0
−8 0 9

.

Найдем характеристический полином:∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 −16

0 −13− λ 0
−8 0 9− λ

∣∣∣∣∣∣ = − (λ+ 13) (λ+ 7) (λ− 17) .

Найдем собственные векторы, отвечающие собственному значению (−7): 8 0 −16
0 −6 0
−8 0 16

 x
y
z

 =

 0
0
0

 ⇔
 x

y
z

 = C

 2
0
1


Значит, множество собственных векторов, отвечающих собственному значению (−7), имеет вид{
C (2 + x2) C 6= 0

}
.
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Задача 5. На пространстве многочленов степени не выше 2 линейный оператор P̂ задан форму-
лой

P̂ (f(x)) = f(3x)− 8

(
f

(
d

dx

))(
x2
)
.

Найдите его собственные векторы и собственные значения и, если возможно, базис из собствен-
ных векторов.

Ответ. Поэтому матрица оператора имеет вид PБ =

 1 0 −16
0 −13 0
−8 0 9

.

Найдем характеристический полином:∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 −16

0 −13− λ 0
−8 0 9− λ

∣∣∣∣∣∣ = − (λ+ 13) (λ+ 7) (λ− 17) .

Теперь найдем собственные векторы, отвечающие собственному значению 17: −16 0 −16
0 −30 0
−8 0 −8

 x
y
z

 =

 0
0
0

 ⇔
 x

y
z

 = D

 1
0
−1


Значит, множество собственных векторов, отвечающих собственному значению 17, имеет вид{
D (1− x2) D 6= 0

}
.
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Задача 5. На пространстве многочленов степени не выше 2 линейный оператор P̂ задан форму-
лой

P̂ (f(x)) = f(3x)− 8

(
f

(
d

dx

))(
x2
)
.

Найдите его собственные векторы и собственные значения и, если возможно, базис из собствен-
ных векторов.

Ответ. Поэтому матрица оператора имеет вид PБ =

 1 0 −16
0 −13 0
−8 0 9

.

Найдем характеристический полином:∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 −16

0 −13− λ 0
−8 0 9− λ

∣∣∣∣∣∣ = − (λ+ 13) (λ+ 7) (λ− 17) .

Наконец, найдем собственные векторы, отвечающие собственному значению (−13): 14 0 −16
0 0 0
−8 0 22

 x
y
z

 =

 0
0
0

 ⇔
 x

y
z

 = F

 0
1
0


Значит, множество собственных векторов, отвечающих собственному значению (−13), имеет вид{
Fx F 6= 0

}
.
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Решение задачи 6.
Задача 6. Найдите собственные векторы линейного оператора P̂ , заданного на линейном

пространстве многочленов степени не выше 1 формулой P̂ (f(x)) = f(2− x).
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Задача 6. Найдите собственные векторы линейного оператора P̂ , заданного на линейном
пространстве многочленов степени не выше 1 формулой P̂ (f(x)) = f(2− x).

Ответ. В базисе Б = {x0, x} матрица оператора P̂ имеет вид
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Задача 6. Найдите собственные векторы линейного оператора P̂ , заданного на линейном
пространстве многочленов степени не выше 1 формулой P̂ (f(x)) = f(2− x).

Ответ. В базисе Б = {x0, x} матрица оператора P̂ имеет вид PБ =

(
1 2
0 −1

)
.
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Задача 6. Найдите собственные векторы линейного оператора P̂ , заданного на линейном
пространстве многочленов степени не выше 1 формулой P̂ (f(x)) = f(2− x).

Ответ. В базисе Б = {x0, x} матрица оператора P̂ имеет вид PБ =

(
1 2
0 −1

)
.

Собственные векторы таковы: собственному значению 1 соответствуют векторы, пропорциональ-
ные многочлену
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Задача 6. Найдите собственные векторы линейного оператора P̂ , заданного на линейном
пространстве многочленов степени не выше 1 формулой P̂ (f(x)) = f(2− x).

Ответ. В базисе Б = {x0, x} матрица оператора P̂ имеет вид PБ =

(
1 2
0 −1

)
.

Собственные векторы таковы: собственному значению 1 соответствуют векторы, пропорциональ-
ные многочлену x0. Собственному значению (−1) соответствуют векторы, пропорциональные мно-
гочлену
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Задача 6. Найдите собственные векторы линейного оператора P̂ , заданного на линейном
пространстве многочленов степени не выше 1 формулой P̂ (f(x)) = f(2− x).

Ответ. В базисе Б = {x0, x} матрица оператора P̂ имеет вид PБ =

(
1 2
0 −1

)
.

Собственные векторы таковы: собственному значению 1 соответствуют векторы, пропорциональ-
ные многочлену x0. Собственному значению (−1) соответствуют векторы, пропорциональные мно-
гочлену (x− x0).
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Решение задачи 7.
Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида

a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,

[
Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид
матрицы в этом базисе.
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,

[
Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид
матрицы в этом базисе.

Ответ. Искомый базис состоит из собственных векторов оператора Ĥ. Выберем естественный
базис:
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,

[
Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид
матрицы в этом базисе.

Ответ. Искомый базис состоит из собственных векторов оператора Ĥ. Выберем естественный

базис: Б =
{
∂
∂x

; ∂
∂y

; ∂
∂z

}
. Найдем матрицу оператора Ĥ в базисе Б.
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,

[
Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид
матрицы в этом базисе.

Ответ. Искомый базис состоит из собственных векторов оператора Ĥ. Выберем естественный

базис: Б =
{
∂
∂x

; ∂
∂y

; ∂
∂z

}
. Найдем матрицу оператора Ĥ в базисе Б.

Что надо найти?
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,

[
Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид
матрицы в этом базисе.

Ответ. Искомый базис состоит из собственных векторов оператора Ĥ. Выберем естественный

базис: Б =
{
∂
∂x

; ∂
∂y

; ∂
∂z

}
. Найдем матрицу оператора Ĥ в базисе Б.

Что надо найти? Матрицу.

366



Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,

[
Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид
матрицы в этом базисе.

Ответ. Искомый базис состоит из собственных векторов оператора Ĥ. Выберем естественный

базис: Б =
{
∂
∂x

; ∂
∂y

; ∂
∂z

}
. Найдем матрицу оператора Ĥ в базисе Б.

Что надо найти? Матрицу. В каком виде запишем ответ?
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,

[
Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид
матрицы в этом базисе.

Ответ. Искомый базис состоит из собственных векторов оператора Ĥ. Выберем естественный

базис: Б =
{
∂
∂x

; ∂
∂y

; ∂
∂z

}
. Найдем матрицу оператора Ĥ в базисе Б.

Что надо найти? Матрицу. В каком виде запишем ответ? Таблицей чисел.
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,

[
Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид
матрицы в этом базисе.

Ответ. Искомый базис состоит из собственных векторов оператора Ĥ. Выберем естественный

базис: Б =
{
∂
∂x

; ∂
∂y

; ∂
∂z

}
. Найдем матрицу оператора Ĥ в базисе Б.

Что надо найти? Матрицу. В каком виде запишем ответ? Таблицей чисел. Сведем задачу к
числовым параметрам и введем переменные.
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,

[
Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид
матрицы в этом базисе.

Ответ. Искомый базис состоит из собственных векторов оператора Ĥ. Выберем естественный

базис: Б =
{
∂
∂x

; ∂
∂y

; ∂
∂z

}
. Найдем матрицу оператора Ĥ в базисе Б.

Что надо найти? Матрицу. В каком виде запишем ответ? Таблицей чисел. Сведем задачу
к числовым параметрам и введем переменные. Обозначим коэффициенты искомой матрицы
через hij .
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,

[
Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид
матрицы в этом базисе.

Ответ. Искомый базис состоит из собственных векторов оператора Ĥ. Выберем естественный

базис: Б =
{
∂
∂x

; ∂
∂y

; ∂
∂z

}
. Найдем матрицу оператора Ĥ в базисе Б.

Что надо найти? Матрицу. В каком виде запишем ответ? Таблицей чисел. Сведем задачу
к числовым параметрам и введем переменные. Обозначим коэффициенты искомой матрицы
через hij . Составим уравнение. Значение какой величину вычислим разными способами?
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,

[
Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид мат-
рицы в этом базисе.

Ответ. Искомый базис состоит из собственных векторов оператора Ĥ. Выберем естественный

базис: Б =
{
∂
∂x

; ∂
∂y

; ∂
∂z

}
. Найдем матрицу оператора Ĥ в базисе Б.

Что надо найти? Матрицу. В каком виде запишем ответ? Таблицей чисел. Сведем задачу к
числовым параметрам и введем переменные. Обозначим коэффициенты искомой матрицы че-
рез hij . Составим уравнение. Значение какой величину вычислим разными способами? Вы-

числяя двумя способами
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz), получаем
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,[

Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид мат-
рицы в этом базисе.

Ответ. Искомый базис состоит из собственных векторов оператора Ĥ. Выберем естественный

базис: Б =
{
∂
∂x

; ∂
∂y

; ∂
∂z

}
. Найдем матрицу оператора Ĥ в базисе Б.

Что надо найти? Матрицу. В каком виде запишем ответ? Таблицей чисел. Сведем задачу к
числовым параметрам и введем переменные. Обозначим коэффициенты искомой матрицы че-
рез hij . Составим уравнение. Значение какой величину вычислим разными способами? Вы-

числяя двумя способами
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz), получаем[

h11
∂

∂x
+ h21

∂

∂y
+ h31

∂

∂z

]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz ⇒

h11yz + h21xz + h31xy = −8xy + 4xz − 5yz ⇒

 h11 = −5,
h21 = 4,
h31 = −8.
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,[

Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид
матрицы в этом базисе.

Ответ. Искомый базис состоит из собственных векторов оператора Ĥ. Выберем естественный

базис: Б =
{
∂
∂x

; ∂
∂y

; ∂
∂z

}
. Найдем матрицу оператора Ĥ в базисе Б.

Вычисляя двумя способами
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz), получаем[

h11
∂

∂x
+ h21

∂

∂y
+ h31

∂

∂z

]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz ⇒

h11yz + h21xz + h31xy = −8xy + 4xz − 5yz ⇒

 h11 = −5,
h21 = 4,
h31 = −8.

Аналогично находим остальные коэффициенты матрицы HБ (вычисляя двумя способами снача-

ла
[
Ĥ
(
∂
∂y

)]
(xyz) и затем

[
Ĥ
(
∂
∂z

)]
(xyz)).
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,

[
Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид
матрицы в этом базисе.

Ответ. Искомый базис состоит из собственных векторов оператора Ĥ. Выберем естественный

базис: Б =
{
∂
∂x

; ∂
∂y

; ∂
∂z

}
. Найдем матрицу оператора Ĥ в базисе Б.

В итоге получаем HБ =

 −5 −2 2
4 1 −2
−8 −4 3

.
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,

[
Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид
матрицы в этом базисе.

Ответ. Искомый базис состоит из собственных векторов оператора Ĥ. Выберем естественный

базис: Б =
{
∂
∂x

; ∂
∂y

; ∂
∂z

}
. Найдем матрицу оператора Ĥ в базисе Б.

В итоге получаем HБ =

 −5 −2 2
4 1 −2
−8 −4 3

. Найдем характеристический полином:
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,

[
Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид
матрицы в этом базисе.

Ответ. Искомый базис состоит из собственных векторов оператора Ĥ. Выберем естественный

базис: Б =
{
∂
∂x

; ∂
∂y

; ∂
∂z

}
. Найдем матрицу оператора Ĥ в базисе Б.

В итоге получаем HБ =

 −5 −2 2
4 1 −2
−8 −4 3

. Найдем характеристический полином:

∣∣∣∣∣∣
−5− λ −2 2

4 1− λ −2
−8 −4 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 − λ2 + λ+ 1 = −(λ− 1)(λ+ 1)2.
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,[

Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид
матрицы в этом базисе.

Ответ. Искомый базис состоит из собственных векторов оператора Ĥ. Выберем естественный

базис: Б =
{
∂
∂x

; ∂
∂y

; ∂
∂z

}
. Найдем матрицу оператора Ĥ в базисе Б.

В итоге получаем HБ =

 −5 −2 2
4 1 −2
−8 −4 3

. Характеристический полином−(λ− 1)(λ+ 1)2.

Находим собственные векторы для λ = 1: −6 −2 2
4 0 −2
−8 −4 2

 x
y
z

 =

 0
0
0


 −6 −2 2

4 0 −2
−8 −4 2

 ∼ ( 1 1 0
−2 0 1

)
7→

 1
•
•

→
 1
−1

2

 =

[
∂

∂x
− ∂

∂y
+ 2

∂

∂z

]
Б
.
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,[

Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид
матрицы в этом базисе.

Ответ. Искомый базис состоит из собственных векторов оператора Ĥ. Выберем естественный

базис: Б =
{
∂
∂x

; ∂
∂y

; ∂
∂z

}
. Найдем матрицу оператора Ĥ в базисе Б.

В итоге получаем HБ =

 −5 −2 2
4 1 −2
−8 −4 3

.

Находим собственные векторы для λ = −1: −4 −2 2
4 2 −2
−8 −4 4

 x
y
z

 =

 0
0
0


 −4 −2 2

4 2 −2
−8 −4 4

 ∼ ( −2 −1 1
)
7→

 1 0
0 1
• •

→
 1 0

0 1
2 1

 =

([
∂

∂x
+ 2

∂

∂z

]
Б

[
∂

∂y
+

∂

∂z

]
Б

)
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,

[
Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид
матрицы в этом базисе.

Ответ. Ответ. В базисе
{
∂
∂x
− ∂
∂y

+ 2 ∂
∂z

; ∂
∂x

+ 2 ∂
∂z

; ∂
∂y

+ ∂
∂z

}
матрица оператора Ĥ диаго-

нальна и имеет вид

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

.
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,

[
Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид мат-
рицы в этом базисе.

Ответ. Ответ. В базисе
{
∂
∂x
− ∂
∂y

+ 2 ∂
∂z

; ∂
∂x

+ 2 ∂
∂z

; ∂
∂y

+ ∂
∂z

}
матрица оператора Ĥ диаго-

нальна и имеет вид

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

.

Проверку проведем только для первого базисного вектора. В координатной форме получаем[
Ĥ
(
∂
∂x
− ∂
∂y

+ 2 ∂
∂z

)]
Б

=

=

 −5 −2 2
4 1 −2
−8 −4 3

 1
−1

2

 =

 1
−1

2

 = 1 ·

 1
−1

2

 .
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,[

Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид мат-
рицы в этом базисе.

Ответ. Ответ. В базисе
{
∂
∂x
− ∂
∂y

+ 2 ∂
∂z

; ∂
∂x

+ 2 ∂
∂z

; ∂
∂y

+ ∂
∂z

}
матрица оператора Ĥ диаго-

нальна и имеет вид

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

.

Другой способ проверки: с одной стороны, вычисляя с использованием характеристического свой-

ства оператора Ĥ, получаем
[
Ĥ
(
∂
∂x
− ∂
∂y

+ 2 ∂
∂z

)]
(xyz) =

=

[
Ĥ

(
∂

∂x

)]
(xyz)−

[
Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) + 2

[
Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) =

= −8xy + 4xz − 5yz − (−4xy + xz − 2yz) + 2 (3xy − 2xz + 2yz) =

= 2xy − xz + yz.
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Задача 7. На линейном пространстве дифференциальных операторов вида a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ z ∂
∂z

задан линейный оператор Ĥ такой, что
[
Ĥ
(
∂
∂x

)]
(xyz) = −8xy + 4xz − 5yz,[

Ĥ

(
∂

∂y

)]
(xyz) = −4xy + xz − 2yz,[

Ĥ

(
∂

∂z

)]
(xyz) = 3xy − 2xz + 2yz.

Если возможно, найдите базис, в котором матрица этого оператора диагональна и укажите вид мат-
рицы в этом базисе.

Ответ. Ответ. В базисе
{
∂
∂x
− ∂
∂y

+ 2 ∂
∂z

; ∂
∂x

+ 2 ∂
∂z

; ∂
∂y

+ ∂
∂z

}
матрица оператора Ĥ диаго-

нальна и имеет вид

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

.

Другой способ проверки: с одной стороны, вычисляя с использованием характеристического свой-

ства оператора Ĥ, получаем
[
Ĥ
(
∂
∂x
− ∂
∂y

+ 2 ∂
∂z

)]
(xyz) = 2xy − xz + yz.

С другой стороны,

1 ·
[
∂

∂x
− ∂

∂y
+ 2

∂

∂z

]
(xyz) = yz − xz + 2xy.

Очевидно, что из совпадения рассматриваемых операторов на xyz следует их совпадение. Провер-
ка «как бы закончена» (мы не проверили вторым способом правильность нахождения второго и
третьего базисных векторов).
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Решение задачи 8.
Задача 8. Найти базис, в котором матрица оператора Â имеет диагональный вид, если на

множестве симметричных матриц размерности 2× 2 он задан формулой

Â(X) =

(
4 −2
2 −1

)
X

(
4 2
−2 −1

)
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Задача 8. Найти базис, в котором матрица оператора Â имеет диагональный вид, если на мно-
жестве симметричных матриц размерности 2× 2 он задан формулой

Â(X) =

(
4 −2
2 −1

)
X

(
4 2
−2 −1

)

Ответ. В базисе Б =

(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)
оператор Â имеет матрицу
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Задача 8. Найти базис, в котором матрица оператора Â имеет диагональный вид, если на мно-
жестве симметричных матриц размерности 2× 2 он задан формулой

Â(X) =

(
4 −2
2 −1

)
X

(
4 2
−2 −1

)

Ответ. В базисе Б =

(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)
оператор Â имеет матрицу

AБ =

 16 −8 4
8 −8 2
4 −4 1

. Характеристический полином равен
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Задача 8. Найти базис, в котором матрица оператора Â имеет диагональный вид, если на мно-
жестве симметричных матриц размерности 2× 2 он задан формулой

Â(X) =

(
4 −2
2 −1

)
X

(
4 2
−2 −1

)

Ответ. В базисе Б =

(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)
оператор Â имеет матрицу

AБ =

 16 −8 4
8 −8 2
4 −4 1

. Характеристический полином равен λ3 − 9λ2.

Собственному значению 0 соответствуют, например, векторы (базис ядра оператора Â)
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Задача 8. Найти базис, в котором матрица оператора Â имеет диагональный вид, если на мно-
жестве симметричных матриц размерности 2× 2 он задан формулой

Â(X) =

(
4 −2
2 −1

)
X

(
4 2
−2 −1

)

Ответ. В базисе Б =

(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)
оператор Â имеет матрицу

AБ =

 16 −8 4
8 −8 2
4 −4 1

. Характеристический полином равен λ3 − 9λ2.

Собственному значению 0 соответствуют, например, векторы (базис ядра оператора Â)(
1 0
0 −4

)
,

(
0 1
1 4

)
.
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Задача 8. Найти базис, в котором матрица оператора Â имеет диагональный вид, если на мно-
жестве симметричных матриц размерности 2× 2 он задан формулой

Â(X) =

(
4 −2
2 −1

)
X

(
4 2
−2 −1

)

Ответ. В базисе Б =

(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)
оператор Â имеет матрицу

AБ =

 16 −8 4
8 −8 2
4 −4 1

. Характеристический полином равен λ3 − 9λ2.

Собственному значению 0 соответствуют, например, векторы (базис ядра оператора Â)(
1 0
0 −4

)
,

(
0 1
1 4

)
.

Собственному значению λ = 9 соответствуют ненулевые векторы, пропорциональные вектору
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Задача 8. Найти базис, в котором матрица оператора Â имеет диагональный вид, если на мно-
жестве симметричных матриц размерности 2× 2 он задан формулой

Â(X) =

(
4 −2
2 −1

)
X

(
4 2
−2 −1

)

Ответ. В базисе Б =

(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)
оператор Â имеет матрицу

AБ =

 16 −8 4
8 −8 2
4 −4 1

. Характеристический полином равен λ3 − 9λ2.

Собственному значению 0 соответствуют, например, векторы (базис ядра оператора Â)(
1 0
0 −4

)
,

(
0 1
1 4

)
.

Собственному значению λ = 9 соответствуют ненулевые векторы, пропорциональные вектору(
4 2
2 1

)
.
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Решение задачи 9.
Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что чис-

ла 0 и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)
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Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Мы приведем 2 решения: решение, полностью основанное на алгебре многочленов, и
стандартное решение, связанное с переходом «в пространство координат».
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Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Первое решение. В определении сопряженного оператора(
P̂ (f(x)) ; g(x)

)
=
(
f(x); P̂ ∗ (g(x))

)
воспользуемся формулами (4) и (5):
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Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Первое решение. В определении сопряженного оператора(
P̂ (f(x)) ; g(x)

)
=
(
f(x); P̂ ∗ (g(x))

)
воспользуемся формулами (4) и (5):

1∫
0

f(1− x) g(x) dx =

1∫
0

f(x) P̂ ∗ (g(x)) dx.
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Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Первое решение. В определении сопряженного оператора(
P̂ (f(x)) ; g(x)

)
=
(
f(x); P̂ ∗ (g(x))

)
воспользуемся формулами (4) и (5):

1∫
0

f(1− x) g(x) dx =

1∫
0

f(x) P̂ ∗ (g(x)) dx.

В первом интеграле сделаем замену переменной t = 1− x, получим
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Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Первое решение. В определении сопряженного оператора(
P̂ (f(x)) ; g(x)

)
=
(
f(x); P̂ ∗ (g(x))

)
воспользуемся формулами (4) и (5):

1∫
0

f(1− x) g(x) dx =

1∫
0

f(x) P̂ ∗ (g(x)) dx.

В первом интеграле сделаем замену переменной t = 1− x, получим

0∫
1

f(t) g(1− t) (−1)dt =

1∫
0

f(x) P̂ ∗ (g(x)) dx ⇔
1∫

0

f(t) g(1− t) dt =

1∫
0

f(x) P̂ ∗ (g(x)) dx.
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Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой(

f(x); g(x)
)

=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Первое решение. В определении сопряженного оператора(
P̂ (f(x)) ; g(x)

)
=
(
f(x); P̂ ∗ (g(x))

)
воспользуемся формулами (4) и (5):

0∫
1

f(t) g(1− t) (−1)dt =

1∫
0

f(x) P̂ ∗ (g(x)) dx ⇔
1∫

0

f(t) g(1− t) dt =

1∫
0

f(x) P̂ ∗ (g(x)) dx.

В левой части последнего равенства переменную интегрирования t заменим на x, получим
1∫

0

f(x) g(1− x) dx =

1∫
0

f(x) P̂ ∗ (g(x)) dx,

то есть можно положить P̂ ∗ (g(x)) = g(1− x). Следовательно, P̂ ∗ = P̂ , то есть оператор P̂ —
самосопряженный.
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Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Первое решение. В определении сопряженного оператора(
P̂ (f(x)) ; g(x)

)
=
(
f(x); P̂ ∗ (g(x))

)
воспользуемся формулами (4) и (5):

0∫
1

f(t) g(1− t) (−1)dt =

1∫
0

f(x) P̂ ∗ (g(x)) dx ⇔
1∫

0

f(x) g(1− x) dx =

1∫
0

f(x) P̂ ∗ (g(x)) dx,

то есть можно положить P̂ ∗ (g(x)) = g(1− x). Следовательно, P̂ ∗ = P̂ , то есть оператор P̂ —
самосопряженный.
Этот метод дал ответ быстро, но это достигнуто за счет некоторой нестандартности решения, его
«эвристичности». Далеко не всегда можно за разумное время получить «хорошую» формулу для
сопряженного оператора, точнее, для нахождения образа вектора. Поэтому мы продемонстрируем
второй, стандартный, способ.
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Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Второе решение. Выберем какой-либо базис пространства U , например,
Б = {x(x− 1); x2(x− 1)} = {x2 − x; x3 − x2}. Найдем в этом базисе матрицу оператора P̂ :
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Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Второе решение. Выберем какой-либо базис пространства U , например,
Б = {x(x− 1); x2(x− 1)} = {x2 − x; x3 − x2}. Найдем в этом базисе матрицу оператора P̂ :[

P̂ (x(x− 1))
]

Б
= [(1− x)(1− x− 1)]Б = [x(x− 1)]Б =

=
[
1 · x(x− 1) + 0 · x2(x− 1)

]
Б =

(
1
0

)
,
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Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Второе решение. Выберем какой-либо базис пространства U , например,
Б = {x(x− 1); x2(x− 1)} = {x2 − x; x3 − x2}. Найдем в этом базисе матрицу оператора P̂ :[

P̂ (x(x− 1))
]

Б
= [(1− x)(1− x− 1)]Б = [x(x− 1)]Б =

=
[
1 · x(x− 1) + 0 · x2(x− 1)

]
Б =

(
1
0

)
,[

P̂
(
x2(x− 1)

)]
Б

=
[
(1− x)2(1− x− 1)

]
Б = [(1− x)x(x− 1)]Б =

=
[
1 · x(x− 1)− 1 · x2(x− 1)

]
Б =

(
1
−1

)
,

поэтому
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Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Второе решение. Выберем какой-либо базис пространства U , например,
Б = {x(x− 1); x2(x− 1)} = {x2 − x; x3 − x2}. Найдем в этом базисе матрицу оператора P̂ :[

P̂ (x(x− 1))
]

Б
= [(1− x)(1− x− 1)]Б = [x(x− 1)]Б =

=
[
1 · x(x− 1) + 0 · x2(x− 1)

]
Б =

(
1
0

)
,[

P̂
(
x2(x− 1)

)]
Б

=
[
(1− x)2(1− x− 1)

]
Б = [(1− x)x(x− 1)]Б =

=
[
1 · x(x− 1)− 1 · x2(x− 1)

]
Б =

(
1
−1

)
,

поэтому PБ =

(
1 1
0 −1

)
.
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Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Второе решение. Выберем какой-либо базис пространства U , например,
Б = {x(x− 1); x2(x− 1)} = {x2 − x; x3 − x2}. В этом базисе матрица оператора P̂ имеет

вид PБ =

(
1 1
0 −1

)
. Теперь вычислим матрицу Грама:
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Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Второе решение. Выберем какой-либо базис пространства U , например,
Б = {x(x− 1); x2(x− 1)} = {x2 − x; x3 − x2}. В этом базисе матрица оператора P̂ имеет

вид PБ =

(
1 1
0 −1

)
. Теперь вычислим матрицу Грама:

γ11 =
(
x(x− 1);x(x− 1)

)
=

1∫
0

x2 (x− 1)2 dx =
1

5
− 2

4
+

1

3
=

1

30
,

404



Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Второе решение. Выберем какой-либо базис пространства U , например,
Б = {x(x− 1); x2(x− 1)} = {x2 − x; x3 − x2}. В этом базисе матрица оператора P̂ имеет

вид PБ =

(
1 1
0 −1

)
. Теперь вычислим матрицу Грама:

γ11 =
(
x(x− 1);x(x− 1)

)
=

1∫
0

x2 (x− 1)2 dx =
1

5
− 2

4
+

1

3
=

1

30
,

γ12 = γ21 =
(
x2(x− 1);x(x− 1)

)
=

1∫
0

x3 (x− 1)2 dx =
1

6
− 2

5
+

1

4
=

1

60
,

405



Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой(

f(x); g(x)
)

=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Второе решение. Выберем какой-либо базис пространства U , например,
Б = {x(x− 1); x2(x− 1)} = {x2 − x; x3 − x2}. В этом базисе матрица оператора P̂ имеет

вид PБ =

(
1 1
0 −1

)
. Теперь вычислим матрицу Грама:

γ11 =
(
x(x− 1);x(x− 1)

)
=

1∫
0

x2 (x− 1)2 dx =
1

5
− 2

4
+

1

3
=

1

30
,

γ12 = γ21 =
(
x2(x− 1);x(x− 1)

)
=

1∫
0

x3 (x− 1)2 dx =
1

6
− 2

5
+

1

4
=

1

60
,

γ22 =
(
x2(x− 1);x2(x− 1)

)
=

1∫
0

x4 (x− 1)2 dx =
1

7
− 2

6
+

1

5
=

1

105
,
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Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Второе решение. Выберем какой-либо базис пространства U , например,
Б = {x(x− 1); x2(x− 1)} = {x2 − x; x3 − x2}. В этом базисе матрица оператора P̂ имеет

вид PБ =

(
1 1
0 −1

)
. Теперь вычислим матрицу Грама:

γ11 =
1

30
, γ12 =

1

60
, γ22 =

1

105
,

то есть ΓБ =

(
1/30 1/60
1/60 1/105

)
.
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Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Второе решение. Выберем какой-либо базис пространства U , например,
Б = {x(x− 1); x2(x− 1)} = {x2 − x; x3 − x2}. В этом базисе матрица оператора P̂ имеет

вид PБ =

(
1 1
0 −1

)
. Мы вычислили матрицу Грама: ΓБ =

(
1/30 1/60
1/60 1/105

)
. Следовательно,

матрица сопряженного оператора равна
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Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Второе решение. Выберем какой-либо базис пространства U , например,
Б = {x(x− 1); x2(x− 1)} = {x2 − x; x3 − x2}. В этом базисе матрица оператора P̂ имеет

вид PБ =

(
1 1
0 −1

)
. Мы вычислили матрицу Грама: ΓБ =

(
1/30 1/60
1/60 1/105

)
. Следовательно,

матрица сопряженного оператора равна

P ∗Б = Γ−1

Б P t

БΓБ =

(
1/30 1/60
1/60 1/105

)−1(
1 0
1 −1

)(
1/30 1/60
1/60 1/105

)
=

409



Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Второе решение. Выберем какой-либо базис пространства U , например,
Б = {x(x− 1); x2(x− 1)} = {x2 − x; x3 − x2}. В этом базисе матрица оператора P̂ имеет

вид PБ =

(
1 1
0 −1

)
. Мы вычислили матрицу Грама: ΓБ =

(
1/30 1/60
1/60 1/105

)
. Следовательно,

матрица сопряженного оператора равна

P ∗Б = Γ−1

Б P t

БΓБ =

(
1/30 1/60
1/60 1/105

)−1(
1 0
1 −1

)(
1/30 1/60
1/60 1/105

)
=

=
1

1

30
· 1

105
−
(

1

60

)2

(
1/105 −1/60
−1/60 1/30

)(
1/30 1/60
1/60 −1/140

)
=
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Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Второе решение. Выберем какой-либо базис пространства U , например,
Б = {x(x− 1); x2(x− 1)} = {x2 − x; x3 − x2}. В этом базисе матрица оператора P̂ имеет

вид PБ =

(
1 1
0 −1

)
. Мы вычислили матрицу Грама: ΓБ =

(
1/30 1/60
1/60 1/105

)
. Следовательно,

матрица сопряженного оператора равна

P ∗Б = Γ−1

Б P t

БΓБ =

(
1/30 1/60
1/60 1/105

)−1(
1 0
1 −1

)(
1/30 1/60
1/60 1/105

)
=

=
1

1

30
· 1

105
−
(

1

60

)2

(
1/105 −1/60
−1/60 1/30

)(
1/30 1/60
1/60 −1/140

)
=

= 30 · 15 · 7 · 8
(

1/105 −1/60
−1/60 1/30

)(
1/30 1/60
1/60 1/140

)
=

411



Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Второе решение. Выберем какой-либо базис пространства U , например,
Б = {x(x− 1); x2(x− 1)} = {x2 − x; x3 − x2}. В этом базисе матрица оператора P̂ имеет

вид PБ =

(
1 1
0 −1

)
. Мы вычислили матрицу Грама: ΓБ =

(
1/30 1/60
1/60 1/105

)
. Следовательно,

матрица сопряженного оператора равна

P ∗Б = Γ−1

Б P t

БΓБ =

(
1/30 1/60
1/60 1/105

)−1(
1 0
1 −1

)(
1/30 1/60
1/60 1/105

)
=

=
1

1

30
· 1

105
−
(

1

60

)2

(
1/105 −1/60
−1/60 1/30

)(
1/30 1/60
1/60 −1/140

)
=

=

(
4 −7
−7 14

)(
2 1
1 3/7

)
=

(
1 1
0 −1

)
= PБ.
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Задача 9. Пусть U — линейное пространство таких многочленов степени не выше 3, что числа 0
и 1 являются корнями каждого из них. Скалярное произведение введено формулой

(
f(x); g(x)

)
=

1∫
0

f(x) g(x) dx. (4)

Найдите сопряженный к оператору

P̂ (f(x)) = f(1− x). (5)

Ответ. Второе решение. Выберем какой-либо базис пространства U , например,
Б = {x(x− 1); x2(x− 1)} = {x2 − x; x3 − x2}. В этом базисе матрица оператора P̂ имеет

вид PБ =

(
1 1
0 −1

)
. Мы вычислили матрицу Грама: ΓБ =

(
1/30 1/60
1/60 1/105

)
. Следовательно,

матрица сопряженного оператора равна

P ∗Б = Γ−1

Б P t

БΓБ =

(
1/30 1/60
1/60 1/105

)−1(
1 0
1 −1

)(
1/30 1/60
1/60 1/105

)
=

(
1 1
0 −1

)
= PБ.

На первый взгляд, сравнение с первым решением не в пользу второго решения. Но бо́льшая часть
трудностей связана с переходом в «пространство координат» (пространство R2), зато после этого
оператор можно задавать стандартным образом — с помощью матрицы — и вычисление матрицы
сопряженного оператора представлет собой рутинную процедуру.
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Решение задачи 10.
Задача 10. На линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y линейный

оператор L̂ задан формулой L̂(f(x; y)) = f(x− y;x+ y). Найдите сопряженный оператор, если
скалярное произведение задано формулой (f(x; y), g(x; y)) =

∫∫
G

f(x; y)g(x; y) dx dy, где G — тре-

угольник x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 0.
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Задача 10. На линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y линейный опе-
ратор L̂ задан формулой L̂(f(x; y)) = f(x− y;x+ y). Найдите сопряженный оператор, если ска-
лярное произведение задано формулой (f(x; y), g(x; y)) =

∫∫
G

f(x; y)g(x; y) dx dy, где G — тре-

угольник x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 0.

Ответ. В базисе Б= {x2, xy, y2} матрица оператора имеет вид
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Задача 10. На линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y линейный опе-
ратор L̂ задан формулой L̂(f(x; y)) = f(x− y;x+ y). Найдите сопряженный оператор, если ска-
лярное произведение задано формулой (f(x; y), g(x; y)) =

∫∫
G

f(x; y)g(x; y) dx dy, где G — тре-

угольник x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 0.

Ответ. В базисе Б= {x2, xy, y2} матрица оператора имеет вид L =

 1 1 1
−2 0 2

1 −1 1

.
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Задача 10. На линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y линейный опе-
ратор L̂ задан формулой L̂(f(x; y)) = f(x− y;x+ y). Найдите сопряженный оператор, если ска-
лярное произведение задано формулой (f(x; y), g(x; y)) =

∫∫
G

f(x; y)g(x; y) dx dy, где G — тре-

угольник x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 0.

Ответ. В базисе Б= {x2, xy, y2} матрица оператора имеет вид L =

 1 1 1
−2 0 2

1 −1 1

.

Матрица Грама в базисе Б равна

417



Задача 10. На линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y линейный опе-
ратор L̂ задан формулой L̂(f(x; y)) = f(x− y;x+ y). Найдите сопряженный оператор, если ска-
лярное произведение задано формулой (f(x; y), g(x; y)) =

∫∫
G

f(x; y)g(x; y) dx dy, где G — тре-

угольник x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 0.

Ответ. В базисе Б= {x2, xy, y2} матрица оператора имеет вид L =

 1 1 1
−2 0 2

1 −1 1

.

Матрица Грама в базисе Б равна Γ =
1

360

 12 3 2
3 2 3
2 3 12

, обратная к ней матрица имеет вид
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Задача 10. На линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y линейный опе-
ратор L̂ задан формулой L̂(f(x; y)) = f(x− y;x+ y). Найдите сопряженный оператор, если ска-
лярное произведение задано формулой (f(x; y), g(x; y)) =

∫∫
G

f(x; y)g(x; y) dx dy, где G — тре-

угольник x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 0.

Ответ. В базисе Б= {x2, xy, y2} матрица оператора имеет вид L =

 1 1 1
−2 0 2

1 −1 1

.

Матрица Грама в базисе Б равна Γ =
1

360

 12 3 2
3 2 3
2 3 12

, обратная к ней матрица имеет вид

Γ−1 = 18

 3 −6 1
−6 28 −6

1 −6 3

.
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Задача 10. На линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y линейный опе-
ратор L̂ задан формулой L̂(f(x; y)) = f(x− y;x+ y). Найдите сопряженный оператор, если ска-
лярное произведение задано формулой (f(x; y), g(x; y)) =

∫∫
G

f(x; y)g(x; y) dx dy, где G — тре-

угольник x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 0.

Ответ. В базисе Б= {x2, xy, y2} матрица оператора имеет вид L =

 1 1 1
−2 0 2

1 −1 1

.

Матрица Грама в базисе Б равна Γ =
1

360

 12 3 2
3 2 3
2 3 12

, обратная к ней матрица имеет вид

Γ−1 = 18

 3 −6 1
−6 28 −6

1 −6 3

.

Следовательно,

L∗ =
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Задача 10. На линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y линейный опе-
ратор L̂ задан формулой L̂(f(x; y)) = f(x− y;x+ y). Найдите сопряженный оператор, если ска-
лярное произведение задано формулой (f(x; y), g(x; y)) =

∫∫
G

f(x; y)g(x; y) dx dy, где G — тре-

угольник x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 0.

Ответ. В базисе Б= {x2, xy, y2} матрица оператора имеет вид L =

 1 1 1
−2 0 2

1 −1 1

.

Матрица Грама в базисе Б равна Γ =
1

360

 12 3 2
3 2 3
2 3 12

, обратная к ней матрица имеет вид

Γ−1 = 18

 3 −6 1
−6 28 −6

1 −6 3

.

Следовательно,

L∗ =
1

360

 12 3 2
3 2 3
2 3 12

 1 1 1
−2 0 2

1 −1 1

t

· 18 ·

 3 −6 1
−6 28 −6

1 −6 3

 =

421



Задача 10. На линейном пространстве квадратичных форм от переменных x, y линейный опе-
ратор L̂ задан формулой L̂(f(x; y)) = f(x− y;x+ y). Найдите сопряженный оператор, если ска-
лярное произведение задано формулой (f(x; y), g(x; y)) =

∫∫
G

f(x; y)g(x; y) dx dy, где G — тре-

угольник x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 0.

Ответ. В базисе Б= {x2, xy, y2} матрица оператора имеет вид L =

 1 1 1
−2 0 2

1 −1 1

.

Матрица Грама в базисе Б равна Γ =
1

360

 12 3 2
3 2 3
2 3 12

, обратная к ней матрица имеет вид

Γ−1 = 18

 3 −6 1
−6 28 −6

1 −6 3

.

Следовательно,

L∗ =
1

360

 12 3 2
3 2 3
2 3 12

 1 1 1
−2 0 2

1 −1 1

t

· 18 ·

 3 −6 1
−6 28 −6

1 −6 3

 =
2

5

 −2 2 13
14 −9 −56
1 4 16

 .

422



Решение задачи 11.
Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Най-
ти спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и
собственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

423



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Най-
ти спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и
собственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Тот факт, что векторы (x− 1) и (x2 − 1) «остаются неподвижными» означает, что
это
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Тот факт, что векторы (x− 1) и (x2 − 1) «остаются неподвижными» означает, что
это собственные векторы, отвечающие собственному значению 1. Так как оператор L̂ вырожден-
ный, то
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Тот факт, что векторы (x− 1) и (x2 − 1) «остаются неподвижными» означает, что
это собственные векторы, отвечающие собственному значению 1. Так как оператор L̂ вырожден-
ный, то спектр этого оператора включает в себя 0.
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Тот факт, что векторы (x− 1) и (x2 − 1) «остаются неподвижными» означает, что
это собственные векторы, отвечающие собственному значению 1. Так как оператор L̂ вырожден-
ный, то спектр этого оператора включает в себя 0.
Значит, спектр оператора L̂ имеет вид
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Тот факт, что векторы (x− 1) и (x2 − 1) «остаются неподвижными» означает, что
это собственные векторы, отвечающие собственному значению 1. Так как оператор L̂ вырожден-
ный, то спектр этого оператора включает в себя 0.
Значит, спектр оператора L̂ имеет вид SpecL̂ = {01; 12}.
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Тот факт, что векторы (x− 1) и (x2 − 1) «остаются неподвижными» означает, что
это собственные векторы, отвечающие собственному значению 1. Так как оператор L̂ вырожден-
ный, то спектр этого оператора включает в себя 0.
Собственный вектор, отвечающий собственному значению 0, согласно свойствам нормального
оператора
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Тот факт, что векторы (x− 1) и (x2 − 1) «остаются неподвижными» означает, что
это собственные векторы, отвечающие собственному значению 1. Так как оператор L̂ вырожден-
ный, то спектр этого оператора включает в себя 0.
Собственный вектор, отвечающий собственному значению 0, согласно свойствам нормального
оператора, ортогонален к векторам (x− 1) и (x2 − 1).
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Тот факт, что векторы (x− 1) и (x2 − 1) «остаются неподвижными» означает, что
это собственные векторы, отвечающие собственному значению 1. Так как оператор L̂ вырожден-
ный, то спектр этого оператора включает в себя 0.
Собственный вектор, отвечающий собственному значению 0, согласно свойствам нормального
оператора, ортогонален к векторам (x− 1) и (x2 − 1).
Для того, чтобы найти вектор, ортогональный к векторам (x− 1) и (x2 − 1), воспользуемся
формулой для вычисления скалярного произведения.
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Тот факт, что векторы (x− 1) и (x2 − 1) «остаются неподвижными» означает, что
это собственные векторы, отвечающие собственному значению 1. Так как оператор L̂ вырожден-
ный, то спектр этого оператора включает в себя 0.
Собственный вектор, отвечающий собственному значению 0, согласно свойствам нормального
оператора, ортогонален к векторам (x− 1) и (x2 − 1).
Для того, чтобы найти вектор, ортогональный к векторам (x− 1) и (x2 − 1), воспользуемся
формулой для вычисления скалярного произведения.
Для этого надо найти матрицу Грама в базисе Б (у нас пока нет другого).
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 ?


433



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 ?
 (

x0;x0
)

=
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 ?
 (

x0;x0
)

=

∞∫
0

e−x x0 x0 dx =
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 ?
 (

x0;x0
)

=

∞∫
0

e−x x0 x0 dx = 1
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1
 (

x0;x0
)

=

∞∫
0

e−x x0 x0 dx = 1
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 ?
?


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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 ?
?

 (
x0;x

)
=

∞∫
0

e−x x0 x dx =
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 ?
?

 (
x0;x

)
=

∞∫
0

e−x x0 x dx = 1
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 1
1

 (
x0;x

)
=

∞∫
0

e−x x0 x dx = 1
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 1 ?
1
?


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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 1 ?
1
?

 (
x0;x2

)
=

∞∫
0

e−x x0 x2 dx =
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 1 ?
1
?

 (
x0;x2

)
=

∞∫
0

e−x x0 x2 dx = 2

444



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 1 2
1
2

 (
x0;x2

)
=

∞∫
0

e−x x0 x2 dx = 2

445



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 1 2
1 ?
2



446



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 1 2
1 ?
2

 (
x;x
)

=

∞∫
0

e−x · x · x dx =

447



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 1 2
1 ?
2

 (
x;x
)

=

∞∫
0

e−x · x · x dx = 2

448



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 1 2
1 2
2

 (
x;x
)

=

∞∫
0

e−x · x · x dx = 2

449



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 1 2
1 2 ?
2 ?



450



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 1 2
1 2 ?
2 ?

 (
x;x2

)
=

∞∫
0

e−x · x · x2 dx =

451



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 1 2
1 2 ?
2 ?

 (
x;x2

)
=

∞∫
0

e−x · x · x2 dx = 6

452



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6

 (
x;x2

)
=

∞∫
0

e−x · x · x2 dx = 6

453



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 ?



454



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 ?

 (
x2;x2

)
=

∞∫
0

e−x · x2 · x2 dx =

455



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 ?

 (
x2;x2

)
=

∞∫
0

e−x · x2 · x2 dx = 24

456



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу Грама в базисе Б.

ΓБ =

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 (
x2;x2

)
=

∞∫
0

e−x · x2 · x2 dx = 24

457



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Теперь найдем ненулевой вектор из ядра, т.е. в данном случае, вектор, ортогональный к
векторам (x− 1) и (x2 − 1).
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Теперь найдем ненулевой вектор из ядра, т.е. в данном случае, вектор, ортогональный к
векторам (x− 1) и (x2 − 1).
Для этого, естественно, применим план составления уравнений.
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Теперь найдем ненулевой вектор из ядра, т.е. в данном случае, вектор, ортогональный к
векторам (x− 1) и (x2 − 1).
Для этого, естественно, применим план составления уравнений.
Что надо найти?
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Теперь найдем ненулевой вектор из ядра, т.е. в данном случае, вектор, ортогональный к
векторам (x− 1) и (x2 − 1).
Для этого, естественно, применим план составления уравнений.
Что надо найти? Вектор.
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Теперь найдем ненулевой вектор из ядра, т.е. в данном случае, вектор, ортогональный к
векторам (x− 1) и (x2 − 1).
Для этого, естественно, применим план составления уравнений.
Что надо найти? Вектор.
В каком виде представим ответ?
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Теперь найдем ненулевой вектор из ядра, т.е. в данном случае, вектор, ортогональный к
векторам (x− 1) и (x2 − 1).
Для этого, естественно, применим план составления уравнений.
Что надо найти? Вектор.
В каком виде представим ответ? Разложением по базису Б.

463



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Теперь найдем ненулевой вектор из ядра, т.е. в данном случае, вектор, ортогональный к
векторам (x− 1) и (x2 − 1).
Для этого, естественно, применим план составления уравнений.
Что надо найти? Вектор.
В каком виде представим ответ? Разложением по базису Б.
Сведем задачу к значениям величин и введем переменные.
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Теперь найдем ненулевой вектор из ядра, т.е. в данном случае, вектор, ортогональный к
векторам (x− 1) и (x2 − 1).
Для этого, естественно, применим план составления уравнений.
Что надо найти? Вектор.
В каком виде представим ответ? Разложением по базису Б.
Сведем задачу к значениям величин и введем переменные. Обозначим координаты ненулевого
вектора из ядра через α, β, γ.

465



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Теперь найдем ненулевой вектор из ядра, т.е. в данном случае, вектор, ортогональный к
векторам (x− 1) и (x2 − 1).
Для этого, естественно, применим план составления уравнений.
Что надо найти? Вектор.
В каком виде представим ответ? Разложением по базису Б.
Сведем задачу к значениям величин и введем переменные. Обозначим координаты ненулевого
вектора из ядра через α, β, γ.
Получим уравнение. Значение какой величины вычислим двумя способами?
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Теперь найдем ненулевой вектор из ядра, т.е. в данном случае, вектор, ортогональный к
векторам (x− 1) и (x2 − 1).
Для этого, естественно, применим план составления уравнений.
Что надо найти? Вектор.
В каком виде представим ответ? Разложением по базису Б.
Сведем задачу к значениям величин и введем переменные. Обозначим координаты ненулевого
вектора из ядра через α, β, γ.
Получим уравнение. Значение какой величины вычислим двумя способами? Естественно,
скалярные произведения с векторами (x− 1) и (x2 − 1).
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем двумя способами скалярное произведение вектора α + βx+ γx2 с помощью со-
ответствующей формулы и умножения матриц «на макроуровне».
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем двумя способами скалярное произведение вектора α + βx+ γx2 с помощью со-
ответствующей формулы и умножения матриц «на макроуровне».

(α β γ)

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 −1
1
0

 = (0 ).
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем двумя способами скалярное произведение вектора α + βx+ γx2 с помощью со-
ответствующей формулы и умножения матриц «на макроуровне».

(α β γ)

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 −1 −1
1 0
0 1

 = (0 0).
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем двумя способами скалярное произведение вектора α + βx+ γx2 с помощью со-
ответствующей формулы и умножения матриц «на макроуровне».

(α β γ)

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 −1 −1
1 0
0 1

 = (0 0).

{
β + 4γ = 0,
α + 5β + 22γ = 0.
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем двумя способами скалярное произведение вектора α + βx+ γx2 с помощью со-
ответствующей формулы и умножения матриц «на макроуровне».

(α β γ)

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 −1 −1
1 0
0 1

 = (0 0).

{
β + 4γ = 0,
α + 5β + 22γ = 0.

Решая эту систему линейных уравнений, получаем, что−2− 4x+ x2 — ненулевой вектор из ядра.
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ.−2− 4x+ x2 — ненулевой вектор из ядра. Найдем матрицу оператора L̂ в базисе Б:
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ.−2− 4x+ x2 — ненулевой вектор из ядра. Найдем матрицу оператора L̂ в базисе Б:

LБ

 −1
1
0

 =

 −1
1
0


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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ.−2− 4x+ x2 — ненулевой вектор из ядра. Найдем матрицу оператора L̂ в базисе Б:

LБ

 −1 −1
1 0
0 1

 =

 −1 −1
1 0
0 1


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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ.−2− 4x+ x2 — ненулевой вектор из ядра. Найдем матрицу оператора L̂ в базисе Б:

LБ

 −1 −1 −2
1 0 −4
0 1 1

 =

 −1 −1 0
1 0 0
0 1 0


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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Найдем матрицу оператора L̂ в базисе Б:

LБ

 −1 −1 −2
1 0 −4
0 1 1

 =

 −1 −1 0
1 0 0
0 1 0

 ⇒ LБ =
1

5

 3 −2 −2
−4 1 −4

1 1 6

 .

477



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Нашли матрицу оператора L̂ в базисе Б: LБ =
1

5

 3 −2 −2
−4 1 −4

1 1 6

.

Найдем матрицу сопряженного оператора с помощью соответствующей формулы:
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Нашли матрицу оператора L̂ в базисе Б: LБ =
1

5

 3 −2 −2
−4 1 −4

1 1 6

.

Найдем матрицу сопряженного оператора с помощью соответствующей формулы:

L∗Б =
1

5

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

−1 3 −4 1
−2 1 1
−2 −4 6

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 =
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Нашли матрицу оператора L̂ в базисе Б: LБ =
1

5

 3 −2 −2
−4 1 −4

1 1 6

.

Найдем матрицу сопряженного оператора с помощью соответствующей формулы:

L∗Б =
1

5

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

−1 3 −4 1
−2 1 1
−2 −4 6

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 =

=
1

20

 12 −12 2
−12 20 −4

2 −4 1

 3 −4 1
−2 1 1
−2 −4 6

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 =

480



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Нашли матрицу оператора L̂ в базисе Б: LБ =
1

5

 3 −2 −2
−4 1 −4

1 1 6

.

Найдем матрицу сопряженного оператора с помощью соответствующей формулы:

L∗Б =
1

5

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

−1 3 −4 1
−2 1 1
−2 −4 6

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 =

=
1

20

 12 −12 2
−12 20 −4

2 −4 1

 3 −4 1
−2 1 1
−2 −4 6


︸ ︷︷ ︸

14 −17 3
−17 21 −4

3 −4 1



 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 =
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Нашли матрицу оператора L̂ в базисе Б: LБ =
1

5

 3 −2 −2
−4 1 −4

1 1 6

.

Найдем матрицу сопряженного оператора с помощью соответствующей формулы:

L∗Б =
1

5

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

−1 3 −4 1
−2 1 1
−2 −4 6

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 =

=
1

20

 12 −12 2
−12 20 −4

2 −4 1

 3 −4 1
−2 1 1
−2 −4 6

 1 1 2
1 2 6
2 6 24


︸ ︷︷ ︸

1 1 6
1 6 26
6 26 116



=

482



Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Нашли матрицу оператора L̂ в базисе Б: LБ =
1

5

 3 −2 −2
−4 1 −4

1 1 6

.

Найдем матрицу сопряженного оператора с помощью соответствующей формулы:

L∗Б =
1

5

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

−1 3 −4 1
−2 1 1
−2 −4 6

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 =

=
1

20

 12 −12 2
−12 20 −4

2 −4 1

 3 −4 1
−2 1 1
−2 −4 6

 1 1 2
1 2 6
2 6 24

 =
1

5

 3 −2 −2
−4 1 −4

1 1 6

 .
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Нашли матрицу оператора L̂ в базисе Б: LБ =
1

5

 3 −2 −2
−4 1 −4

1 1 6

.

Итак матрица сопряженного оператора равна:

L∗Б =
1

5

 3 −2 −2
−4 1 −4

1 1 6

 = LБ.

Значит,
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ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Нашли матрицу оператора L̂ в базисе Б: LБ =
1

5

 3 −2 −2
−4 1 −4

1 1 6

.

Итак матрица сопряженного оператора равна:

L∗Б =
1

5

 3 −2 −2
−4 1 −4

1 1 6

 = LБ.

Значит, согласно теореме об изоморфности линейного пространства операторов и линейно-
го пространства матриц L̂∗ = L̂, т.е. оператор L̂ — самосопряженный.
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Тот факт, что оператор L̂ — самосопряженный, можно было увидеть из других сообра-
жений. Мы доказали, что что существует ортонормированный базис B из собственных векторов
оператора L̂.
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)
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Ответ. Тот факт, что оператор L̂ — самосопряженный, можно было увидеть из других сообра-
жений. Мы доказали, что что существует ортонормированный базис B = {p1(x); p2(x); p3(x)} из
собственных векторов оператора L̂. Можно считать, что p1(x) и p2(x) отвечают собственному зна-
чению 1, а p3(x) — собственному значению 0 (т.е.
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собственных векторов оператора L̂. Можно считать, что p1(x) и p2(x) отвечают собственному зна-
чению 1, а p3(x) — собственному значению 0 (т.е. p3(x) — ненулевой вектор из ядра).
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
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∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти
спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-
ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.
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жений. Мы доказали, что что существует ортонормированный базис B = {p1(x); p2(x); p3(x)} из
собственных векторов оператора L̂. Можно считать, что p1(x) и p2(x) отвечают собственному зна-
чению 1, а p3(x) — собственному значению 0 (т.е. p3(x) — ненулевой вектор из ядра).

Тогда матрица оператора L̂ в базисе B имеет вид .
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
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)
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Ответ. Тот факт, что оператор L̂ — самосопряженный, можно было увидеть из других сообра-
жений. Мы доказали, что что существует ортонормированный базис B = {p1(x); p2(x); p3(x)} из
собственных векторов оператора L̂. Можно считать, что p1(x) и p2(x) отвечают собственному зна-
чению 1, а p3(x) — собственному значению 0 (т.е. p3(x) — ненулевой вектор из ядра).

Тогда матрица оператора L̂ в базисе B имеет вид LB =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

.
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чению 1, а p3(x) — собственному значению 0 (т.е. p3(x) — ненулевой вектор из ядра).

Тогда матрица оператора L̂ в базисе B имеет вид LB =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

.

А матрица Грама в базисе B
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Тогда матрица оператора L̂ в базисе B имеет вид LB =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

.

А матрица Грама в базисе B — единичная. Значит, матрица оператора L̂∗ равна
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чению 1, а p3(x) — собственному значению 0 (т.е. p3(x) — ненулевой вектор из ядра).

Тогда матрица оператора L̂ в базисе B имеет вид LB =

 1 0 0
0 1 0
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А матрица Грама в базисе B — единичная. Значит, матрица оператора L̂∗ равна
L∗B = Lt

B = LB.
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Задача 11. Пусть в евклидовом пространстве многочленов степени не выше 2 скалярное

произведение задано формулой:
(
f(x); g(x)

)
=
∞∫
0

e−x f(x) g(x) dx. Векторы (x− 1) и (x2 − 1)

остаются неподвижными при действии вырожденного нормального линейного оператора L̂. Найти

спектр оператора L̂, матрицу оператора L̂ в базисе Б = {x0, x, x2}, собственные векторы и соб-

ственные значения оператора L̂. Найдите оператор, сопряженный к оператору L̂.

Ответ. Задача решена.
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