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I. Билинейные формы на языке линейных
пространств

Билинейная форма в теории линейных пространств определяется
следующим образом:
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I. Билинейные формы на языке линейных
пространств

Билинейная форма в теории линейных пространств определяется
следующим образом:

Определение 1. Пусть U — линейное пространство. Тогда
функция f : U × U 7→ K называется билинейной формой то-
гда и только тогда, когда она линейна по каждому из ар-
гументов, то есть f (λ−→x + µ−→y ,−→z ) = λf (−→x ,−→z ) + µf (−→y ,−→z ) и
f (−→x , λ−→y + µ−→z ) = λf (−→x ,−→y ) + µf (−→x ,−→z ).
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I. Билинейные формы на языке линейных
пространств

Билинейная форма в теории линейных пространств определяется
следующим образом:

Определение 1. Пусть U — линейное пространство. Тогда
функция f : U × U 7→ K называется билинейной формой то-
гда и только тогда, когда она линейна по каждому из ар-
гументов, то есть f (λ−→x + µ−→y ,−→z ) = λf (−→x ,−→z ) + µf (−→y ,−→z ) и
f (−→x , λ−→y + µ−→z ) = λf (−→x ,−→y ) + µf (−→x ,−→z ).

Алгебра билинейных форм-функций — линейное пространство от-
носительно операций сложения функций и умножения функции на
скаляр.
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II. Билинейные формы на языке
многочленов

Пусть f — билинейная форма на языке линейных про-
странств. Как обычно, поставим вопрос о том, что соответствует
этой функции «в пространстве координат», в пространстве Rn.
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II. Билинейные формы на языке
многочленов

Пусть f — билинейная форма на языке линейных про-
странств. Как обычно, поставим вопрос о том, что соответству-
ет этой функции «в пространстве координат», в пространстве
Rn. Для ответа на этот вопрос, как обычно, выбираем базис
Б =

{−→e 1, . . . ,
−→e n

}
. Тогда получаем, что
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II. Билинейные формы на языке
многочленов

Пусть f — билинейная форма на языке линейных про-
странств. Как обычно, поставим вопрос о том, что соответству-
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f
(−→x ,−→y ) =
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}
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(−→x ,−→y ) = f

 n∑
i=1
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−→e i,

n∑
j=1

yj
−→e j

 =
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II. Билинейные формы на языке
многочленов

Пусть f — билинейная форма на языке линейных про-
странств. Как обычно, поставим вопрос о том, что соответству-
ет этой функции «в пространстве координат», в пространстве
Rn. Для ответа на этот вопрос, как обычно, выбираем базис
Б =

{−→e 1, . . . ,
−→e n

}
. Тогда получаем, что

f
(−→x ,−→y ) = f

 n∑
i=1

xi
−→e i,

n∑
j=1

yj
−→e j

 =

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjf
(−→e i,

−→e j

)
.

Заметим, что массив компонент вида f (−→e i,
−→e j) не зависит от векто-

ров−→x и−→y , это характеристика базиса. Обозначим через FБ матри-
цу элементов вида fij = f (−→e i,

−→e j).

12



II. Билинейные формы на языке
многочленов

Пусть f — билинейная форма на языке линейных про-
странств. Как обычно, поставим вопрос о том, что соответству-
ет этой функции «в пространстве координат», в пространстве
Rn. Для ответа на этот вопрос, как обычно, выбираем базис
Б =

{−→e 1, . . . ,
−→e n

}
. Тогда получаем, что

f
(−→x ,−→y ) = f

 n∑
i=1

xi
−→e i,

n∑
j=1

yj
−→e j

 =

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjf
(−→e i,

−→e j

)
.

В результате мы получили равенство
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II. Билинейные формы на языке
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i=1
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−→e i
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yj
−→e j
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xiyjfij, где fij = f (−→e i,
−→e j). (1)
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Рассмотреть пример?
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II. Билинейные формы на языке
многочленов

Пусть f — билинейная форма на языке линейных про-
странств. Как обычно, поставим вопрос о том, что соответству-
ет этой функции «в пространстве координат», в пространстве
Rn. Для ответа на этот вопрос, как обычно, выбираем базис
Б =

{−→e 1, . . . ,
−→e n

}
. Тогда получаем, что

f

 n∑
i=1

xi
−→e i,

n∑
j=1

yj
−→e j

 =

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjfij, где fij = f (−→e i,
−→e j). (1)

Что же мы получили?

17



II. Билинейные формы на языке
многочленов

Пусть f — билинейная форма на языке линейных про-
странств. Как обычно, поставим вопрос о том, что соответству-
ет этой функции «в пространстве координат», в пространстве
Rn. Для ответа на этот вопрос, как обычно, выбираем базис
Б =

{−→e 1, . . . ,
−→e n

}
. Тогда получаем, что

f

 n∑
i=1

xi
−→e i,

n∑
j=1

yj
−→e j

 =

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjfij, где fij = f (−→e i,
−→e j). (1)

Что же мы получили? Как мы сейчас увидим, уравнение (1) откры-
вает довольно неожиданные перспективы.
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II. Билинейные формы на языке
многочленов

Пусть f — билинейная форма на языке линейных про-
странств. Как обычно, поставим вопрос о том, что соответству-
ет этой функции «в пространстве координат», в пространстве
Rn. Для ответа на этот вопрос, как обычно, выбираем базис
Б =

{−→e 1, . . . ,
−→e n

}
. Тогда получаем, что

f

 n∑
i=1

xi
−→e i,

n∑
j=1

yj
−→e j

 =

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjfij, где fij = f (−→e i,
−→e j). (1)

Сначала заметим, что мы получили задание функции f с помощью
выражения. Такие выражения можно (и очень полезно) изучать и
безо всякой связи с линейными пространствами.
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II. Билинейные формы на языке
многочленов

Определение 2. Многочленом от переменных x1, x2, . . . , xn на-
зывается выражение p(x1, x2, . . . , xn) вида

m1∑
i1=0

m2∑
i2=0

. . .

mn∑
in=0

ai1i2...inx
i1
1 x

i2
2 . . . x

in
n .
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II. Билинейные формы на языке
многочленов

Определение 2. Многочленом от переменных x1, x2, . . . , xn на-
зывается выражение p(x1, x2, . . . , xn) вида

m1∑
i1=0

m2∑
i2=0

. . .

mn∑
in=0

ai1i2...inx
i1
1 x

i2
2 . . . x

in
n .

При этом степенью этого многочлена называется число

deg (p(x1, x2, . . . , xn)) = max
ai1i2...in 6=0

(i1 + i2 + . . . + in) .
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II. Билинейные формы на языке
многочленов

Определение 2. Многочленом от переменных x1, x2, . . . , xn на-
зывается выражение p(x1, x2, . . . , xn) вида

m1∑
i1=0

m2∑
i2=0

. . .

mn∑
in=0

ai1i2...inx
i1
1 x

i2
2 . . . x

in
n .

При этом степенью этого многочлена называется число

deg (p(x1, x2, . . . , xn)) = max
ai1i2...in 6=0

(i1 + i2 + . . . + in) .

Например, deg
(
x2

1x
0
2 + 2x2

1x
3
2 − 3x1x

3
2

)
равна 5, так как

max
ai1i2...in 6=0

(i1 + i2 + . . . + in) = max {2 + 0; 2 + 3; 1 + 3} = 5.
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II. Билинейные формы на языке
многочленов

Определение 2. Многочленом от переменных x1, x2, . . . , xn на-
зывается выражение p(x1, x2, . . . , xn) вида

m1∑
i1=0

m2∑
i2=0

. . .

mn∑
in=0

ai1i2...inx
i1
1 x

i2
2 . . . x

in
n .

При этом степенью этого многочлена называется число

deg (p(x1, x2, . . . , xn)) = max
ai1i2...in 6=0

(i1 + i2 + . . . + in) .

Заметим, что у многочленов из правой части уравнения (1) есть од-
но важное свойство: каждое слагаемое имеет степень 2! Полезно
рассмотреть более общее понятие:
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II. Билинейные формы на языке
многочленов

Определение 3. Многочлен p(x1, . . . , xn) называется формой
степениm или однородным многочленом степениm, если все его
слагаемые имеют степень m.
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II. Билинейные формы на языке
многочленов

Определение 3. Многочлен p(x1, . . . , xn) называется формой
степениm или однородным многочленом степениm, если все его
слагаемые имеют степень m.

На языке многочленов понятие билинейной формы можно сфор-
мулировать следующим образом:
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II. Билинейные формы на языке
многочленов

Определение 4. Многочлен p(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) называется
билинейной формой, если этот многочлен является формой
первой степени как от переменных (x1, . . . , xn) (yi — фиксиро-
ваны), так и от переменных (y1, . . . , yn) (xi фиксированы).
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II. Билинейные формы на языке
многочленов

Определение 4. Многочлен p(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) называется
билинейной формой, если этот многочлен является формой
первой степени как от переменных (x1, . . . , xn) (yi — фиксиро-
ваны), так и от переменных (y1, . . . , yn) (xi фиксированы).

Уравнение (1) устанавливает связь билинейной формы-
многочлена с билинейной формой-функцией.

Отметим, что,
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II. Билинейные формы на языке
многочленов

Определение 4. Многочлен p(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) называется
билинейной формой, если этот многочлен является формой
первой степени как от переменных (x1, . . . , xn) (yi — фиксиро-
ваны), так и от переменных (y1, . . . , yn) (xi фиксированы).

Уравнение (1) устанавливает связь билинейной формы-
многочлена с билинейной формой-функцией.

Отметим, что, во-первых, алгебра билинейных форм-многочленов
относительно операций сложения многочленов и умножения много-
члена на скаляр является линейным пространством.
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II. Билинейные формы на языке
многочленов

Определение 4. Многочлен p(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) называется
билинейной формой, если этот многочлен является формой
первой степени как от переменных (x1, . . . , xn) (yi — фиксиро-
ваны), так и от переменных (y1, . . . , yn) (xi фиксированы).

Уравнение (1) устанавливает связь билинейной формы-
многочлена с билинейной формой-функцией.

Во-вторых, отображение, каждой билинейной форме-функции
ставящее в соответствие билинейную форму-многочлен, определя-
емый уравнением (1), является изоморфизмом линейного простран-
ства билинейных форм-функций на линейное пространство билиней-
ных форм-многочленов.
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II. Билинейные формы на языке
многочленов

Определение 4. Многочлен p(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) называется
билинейной формой, если этот многочлен является формой
первой степени как от переменных (x1, . . . , xn) (yi — фиксиро-
ваны), так и от переменных (y1, . . . , yn) (xi фиксированы).

Уравнение (1) устанавливает связь билинейной формы-
многочлена с билинейной формой-функцией.

Во-вторых, отображение, каждой билинейной форме-функции
ставящее в соответствие билинейную форму-многочлен, определя-
емый уравнением (1), является изоморфизмом линейного простран-
ства билинейных форм-функций на линейное пространство билиней-
ных форм-многочленов.

Вот как далеко завело нас уравнение (1)! Но это еще не все.
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III. Матричная форма записи билинейной
формы

Равенство (1) приводит к еще одному важному результату. Дело

в том, что многочлен
n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjfij можно записать в компактном и

удобном матричном виде:

31



III. Матричная форма записи билинейной
формы

Равенство (1) приводит к еще одному важному результату. Дело

в том, что многочлен
n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjfij можно записать в компактном и

удобном матричном виде:

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjfij =
(
x1 x2 . . . xn

)

f11 f12 . . . f1n

f21 f22 . . . f2n

. . .

fn1 fn2 . . . fnn




y1

y2

. . .

yn

 .
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III. Матричная форма записи билинейной
формы

Равенство (1) приводит к еще одному важному результату.

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjfij =
(
x1 x2 . . . xn

)

f11 f12 . . . f1n

f21 f22 . . . f2n

. . .

fn1 fn2 . . . fnn




y1

y2

. . .

yn

 .

Как обычно, отметим, что это равенство на самом деле неверно, так
как при подстановке значений переменных в левой части полученно-
го уравнения получаем скаляр, а в правой части — одноэлементную
матрицу.
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III. Матричная форма записи билинейной
формы

Равенство (1) приводит к еще одному важному результату.

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjfij =
(
x1 x2 . . . xn

)

f11 f12 . . . f1n

f21 f22 . . . f2n

. . .

fn1 fn2 . . . fnn




y1

y2

. . .

yn

 .

Как обычно, отметим, что это равенство на самом деле неверно, так
как при подстановке значений переменных в левой части полученно-
го уравнения получаем скаляр, а в правой части — одноэлементную
матрицу. Однако, мы будем отождествлять одноэлементную матри-
цу с ее единственным элементом, так как в рассматриваемых нами
выражениях это не будет вызывать недоразумений.
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III. Матричная форма записи билинейной
формы

Определение 5. Матрицу F =


f11 f12 . . . f1n

f21 f22 . . . f2n

. . .

fn1 fn2 . . . fnn

, где

fij = f
(−→e i,

−→e j

)
, называют матрицей билинейной формы в ба-

зисе Б (на языке теории линейных пространств) или мат-
рицей коэффициентов билинейной формы (на языке теории
многочленов).
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III. Матричная форма записи билинейной
формы

Определение 5. Матрицу F =


f11 f12 . . . f1n

f21 f22 . . . f2n

. . .

fn1 fn2 . . . fnn

 называют

матрицей билинейной формы в базисе Б (на языке теории ли-
нейных пространств) или матрицей коэффициентов били-
нейной формы (на языке теории многочленов).

Понятие матрицы билинейной формы обобщает понятие матрицы
Грама.
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III. Матричная форма записи билинейной
формы

Определение 5. Матрицу F =


f11 f12 . . . f1n

f21 f22 . . . f2n

. . .

fn1 fn2 . . . fnn

 называют

матрицей билинейной формы в базисе Б (на языке теории ли-
нейных пространств) или матрицей коэффициентов били-
нейной формы (на языке теории многочленов).

Понятие матрицы билинейной формы обобщает понятие матрицы
Грама.

В соответствии с замечательным равенством (1) получаем, что
матрица билинейной формы-функции в базисе Б =

{−→e 1, . . . ,
−→e n

}
имеет вид
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III. Матричная форма записи билинейной
формы

В соответствии с замечательным равенством (1) получаем, что
матрица билинейной формы-функции в базисе Б =

{−→e 1, . . . ,
−→e n

}
имеет вид

FБ =


f (−→e 1,

−→e 1) f (−→e 1,
−→e 2) . . . f (−→e 1,

−→e n)

f (−→e 2,
−→e 1) f (−→e 2,

−→e 2) . . . f (−→e 2,
−→e n)

. . .

f (−→e n,
−→e 1) f (−→e n,

−→e 2) . . . f (−→e n,
−→e n)

 .
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III. Матричная форма записи билинейной
формы

В соответствии с замечательным равенством (1) получаем, что
матрица билинейной формы-функции в базисе Б =

{−→e 1, . . . ,
−→e n

}
имеет вид

FБ =


f (−→e 1,

−→e 1) f (−→e 1,
−→e 2) . . . f (−→e 1,

−→e n)

f (−→e 2,
−→e 1) f (−→e 2,

−→e 2) . . . f (−→e 2,
−→e n)

. . .

f (−→e n,
−→e 1) f (−→e n,

−→e 2) . . . f (−→e n,
−→e n)

 .

Следовательно, мы с помощью равенства (1) доказали следующую
теорему:
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III. Теорема о вычислении билинейной
формы в координатах

Теорема 1 (о вычислении билинейной формы в координатах). Если Б — базис
линейного пространства U , FБ — матрица билинейной формы
f в базисе Б, то для любых векторов−→x ,−→y из U имеем

f (−→x ,−→y ) = [x]tБFБ[y]Б. (2)
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III. Теорема о вычислении билинейной
формы в координатах

Теорема 1 (о вычислении билинейной формы в координатах). Если Б — базис
линейного пространства U , FБ — матрица билинейной формы
f в базисе Б, то для любых векторов−→x ,−→y из U имеем

f (−→x ,−→y ) = [x]tБFБ[y]Б. (2)

Эта формула обобщает формулу из теоремы о вычислении скаляр-
ного произведения.
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III. Теорема о вычислении билинейной
формы в координатах

Теорема 1 (о вычислении билинейной формы в координатах). Если Б — базис
линейного пространства U , FБ — матрица билинейной формы
f в базисе Б, то для любых векторов−→x ,−→y из U имеем

f (−→x ,−→y ) = [x]tБFБ[y]Б. (2)

Эта формула обобщает формулу из теоремы о вычислении скаляр-
ного произведения.

Как обычно, в рассматриваемой теории мы отождествляем одно-
элементную матрицу с ее единственным элементом.
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III. Теорема о матрице билинейной формы в
разных базисах

Теорема 2 (о матрице билинейной формы в разных базисах). Если Б и Б’ — два
базиса линейного пространства U , причем TБ→Б′ — соответ-
ствующая матрица перехода, то матрицы FБ и FБ′ этой би-
линейной формы в этих базисах связаны соотношением:

FБ′ = T tБ→Б′FБTБ→Б′. (3)

44



III. Теорема о матрице билинейной формы в
разных базисах

Теорема 2 (о матрице билинейной формы в разных базисах). Если Б и Б’ — два
базиса линейного пространства U , причем TБ→Б′ — соответ-
ствующая матрица перехода, то матрицы FБ и FБ′ этой би-
линейной формы в этих базисах связаны соотношением:

FБ′ = T tБ→Б′FБTБ→Б′. (3)

Доказательство. По определению матрицы перехода, ее коэффи-

циенты tij определяются системой равенств−→e ′j =
n∑
i=1

tij
−→e i.
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III. Теорема о матрице билинейной формы в
разных базисах

Теорема 2 (о матрице билинейной формы в разных базисах). Если Б и Б’ — два
базиса линейного пространства U , причем TБ→Б′ — соответ-
ствующая матрица перехода, то матрицы FБ и FБ′ этой би-
линейной формы в этих базисах связаны соотношением:

FБ′ = T tБ→Б′FБTБ→Б′. (3)

Доказательство. По определению матрицы перехода, ее коэффи-

циенты tij определяются системой равенств−→e ′j =
n∑
i=1

tij
−→e i. Следова-

тельно, для коэффициентов матриц FБ и FБ′ имеем:
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III. Теорема о матрице билинейной формы в
разных базисах

Теорема 2 (о матрице билинейной формы в разных базисах). Если Б и Б’ — два
базиса линейного пространства U , причем TБ→Б′ — соответ-
ствующая матрица перехода, то матрицы FБ и FБ′ этой би-
линейной формы в этих базисах связаны соотношением:

FБ′ = T tБ→Б′FБTБ→Б′. (3)

Доказательство.

f ′pq = f
(−→e ′p,−→e ′q) =
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III. Теорема о матрице билинейной формы в
разных базис‘ах

Теорема 2 (о матрице билинейной формы в разных базисах). Если Б и Б’ — два
базиса линейного пространства U , причем TБ→Б′ — соответ-
ствующая матрица перехода, то матрицы FБ и FБ′ этой би-
линейной формы в этих базисах связаны соотношением:

FБ′ = T tБ→Б′FБTБ→Б′. (3)

Доказательство.

f ′pq = f
(−→e ′p,−→e ′q) = f

 n∑
i=1

tip
−→e i,

n∑
j=1

tjq
−→e j

 =
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III. Теорема о матрице билинейной формы в
разных базисах

Теорема 2 (о матрице билинейной формы в разных базисах). Если Б и Б’ — два
базиса линейного пространства U , причем TБ→Б′ — соответ-
ствующая матрица перехода, то матрицы FБ и FБ′ этой би-
линейной формы в этих базисах связаны соотношением:

FБ′ = T tБ→Б′FБTБ→Б′. (3)

Доказательство.

f ′pq = f
(−→e ′p,−→e ′q) = f

 n∑
i=1

tip
−→e i,

n∑
j=1

tjq
−→e j

 =

=

n∑
i=1

n∑
j=1

tipf (−→e i,
−→e j)tjq =
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III. Теорема о матрице билинейной формы в
разных базисах

Теорема 2 (о матрице билинейной формы в разных базисах). Если Б и Б’ — два
базиса линейного пространства U , причем TБ→Б′ — соответ-
ствующая матрица перехода, то матрицы FБ и FБ′ этой би-
линейной формы в этих базисах связаны соотношением:

FБ′ = T tБ→Б′FБTБ→Б′. (3)

Доказательство.

f ′pq = f
(−→e ′p,−→e ′q) = f

 n∑
i=1

tip
−→e i,

n∑
j=1

tjq
−→e j

 =

=

n∑
i=1

n∑
j=1

tipf (−→e i,
−→e j)tjq =

n∑
i=1

n∑
j=1

tipfijtjq,
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III. Теорема о матрице билинейной формы в
разных базисах

Теорема 2 (о матрице билинейной формы в разных базисах). Если Б и Б’ — два
базиса линейного пространства U , причем TБ→Б′ — соответ-
ствующая матрица перехода, то матрицы FБ и FБ′ этой би-
линейной формы в этих базисах связаны соотношением:

FБ′ = T tБ→Б′FБTБ→Б′. (3)

Доказательство.

f ′pq = f
(−→e ′p,−→e ′q) = f

 n∑
i=1

tip
−→e i,

n∑
j=1

tjq
−→e j

 =

=

n∑
i=1

n∑
j=1

tipf (−→e i,
−→e j)tjq =

n∑
i=1

n∑
j=1

tipfijtjq,

что при записи в матричном виде дает требуемое равенство.
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III. Симметричная билинейная форма
Для следующего раздела нам понадобится еще одно понятие:
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III. Симметричная билинейная форма
Для следующего раздела нам понадобится еще одно понятие:

Определение 6. Билинейная форма f (в терминах теории ли-
нейных пространств) называется симметричной билиней-
ной формой тогда и только тогда, когда для любых векторов
−→x ,−→y из U имеет место равенство f (−→x ,−→y ) = f (−→y ,−→x ).
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III. Теорема о матрице симметричной
билинейной формы

Теорема 3 (о матрице симметричной билинейной формы). Пусть f — били-
нейная форма (в смысле теории линейных пространств). То-
гда справедливы следующие утверждения:

1. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если ее матрица в любом базисе является симметрич-
ной.

2. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если существует такой базис, в котором матрица би-
линейной формы f является симметричной.
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III. Теорема о матрице симметричной
билинейной формы

Теорема 3 (о матрице симметричной билинейной формы). Пусть f — били-
нейная форма (в смысле теории линейных пространств). То-
гда справедливы следующие утверждения:

1. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если ее матрица в любом базисе является симметрич-
ной.

2. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если существует такой базис, в котором матрица би-
линейной формы f является симметричной.

Доказательство. Достаточно доказать два утверждения:
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III. Теорема о матрице симметричной
билинейной формы

Теорема 3 (о матрице симметричной билинейной формы). Пусть f — били-
нейная форма (в смысле теории линейных пространств). То-
гда справедливы следующие утверждения:

1. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если ее матрица в любом базисе является симметрич-
ной.

2. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если существует такой базис, в котором матрица би-
линейной формы f является симметричной.

Доказательство. во-первых, если билинейная форма f является
симметричной, то ее матрица является симметричной в любом ба-
зисе, и,
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III. Теорема о матрице симметричной
билинейной формы

Теорема 3 (о матрице симметричной билинейной формы). Пусть f — били-
нейная форма (в смысле теории линейных пространств). То-
гда справедливы следующие утверждения:

1. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если ее матрица в любом базисе является симметрич-
ной.

2. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если существует такой базис, в котором матрица би-
линейной формы f является симметричной.

Доказательство. во-вторых, если существует такой базис, в кото-
ром матрица билинейной формы f является симметричной, то f —
симметричная билинейная форма.
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III. Теорема о матрице симметричной
билинейной формы

Теорема 3 (о матрице симметричной билинейной формы). Пусть f — били-
нейная форма (в смысле теории линейных пространств). То-
гда справедливы следующие утверждения:

1. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если ее матрица в любом базисе является симметрич-
ной.

Доказательство. Первое утверждение очевидно:
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III. Теорема о матрице симметричной
билинейной формы

Теорема 3 (о матрице симметричной билинейной формы). Пусть f — били-
нейная форма (в смысле теории линейных пространств). То-
гда справедливы следующие утверждения:

1. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если ее матрица в любом базисе является симметрич-
ной.

Доказательство. Первое утверждение очевидно:

fij = f (−→e i,
−→e j) = f (−→e j,

−→e i) = fji.

59



III. Теорема о матрице симметричной
билинейной формы

Теорема 3 (о матрице симметричной билинейной формы). Пусть f — били-
нейная форма (в смысле теории линейных пространств). То-
гда справедливы следующие утверждения:

2. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если существует такой базис, в котором матрица би-
линейной формы f является симметричной.

Доказательство. Второе утверждение следует из теоремы о вы-
числении билинейной формы в координатах.
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III. Теорема о матрице симметричной
билинейной формы

Теорема 3 (о матрице симметричной билинейной формы). Пусть f — били-
нейная форма (в смысле теории линейных пространств). То-
гда справедливы следующие утверждения:

2. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если существует такой базис, в котором матрица би-
линейной формы f является симметричной.

Доказательство. Второе утверждение следует из теоремы о вы-
числении билинейной формы в координатах. В самом деле, мат-
рица [x]tБFБ[y]Б — одноэлементная, поэтому она при транспониро-
вании не меняется.
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III. Теорема о матрице симметричной
билинейной формы

Теорема 3 (о матрице симметричной билинейной формы). Пусть f — били-
нейная форма (в смысле теории линейных пространств). То-
гда справедливы следующие утверждения:

2. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если существует такой базис, в котором матрица би-
линейной формы f является симметричной.

Доказательство. Следовательно, в силу равенстваF t

Б = FБ, теоре-
мы о вычислении билинейной формы в координатах и свойств
операции транспонирования (точнее, равенства (AB)t = BtAt),
получаем
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III. Теорема о матрице симметричной
билинейной формы

Теорема 3 (о матрице симметричной билинейной формы). Пусть f — били-
нейная форма (в смысле теории линейных пространств). То-
гда справедливы следующие утверждения:

2. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если существует такой базис, в котором матрица би-
линейной формы f является симметричной.

Доказательство.

f (−→x ,−→y ) =
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III. Теорема о матрице симметричной
билинейной формы

Теорема 3 (о матрице симметричной билинейной формы). Пусть f — били-
нейная форма (в смысле теории линейных пространств). То-
гда справедливы следующие утверждения:

2. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если существует такой базис, в котором матрица би-
линейной формы f является симметричной.

Доказательство.

f (−→x ,−→y ) = [x]tБFБ[y]Б =
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III. Теорема о матрице симметричной
билинейной формы

Теорема 3 (о матрице симметричной билинейной формы). Пусть f — били-
нейная форма (в смысле теории линейных пространств). То-
гда справедливы следующие утверждения:

2. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если существует такой базис, в котором матрица би-
линейной формы f является симметричной.

Доказательство.

f (−→x ,−→y ) = [x]tБFБ[y]Б =
(
[x]tБFБ[y]Б

)t
=
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III. Теорема о матрице симметричной
билинейной формы

Теорема 3 (о матрице симметричной билинейной формы). Пусть f — били-
нейная форма (в смысле теории линейных пространств). То-
гда справедливы следующие утверждения:

2. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если существует такой базис, в котором матрица би-
линейной формы f является симметричной.

Доказательство.

f (−→x ,−→y ) = [x]tБFБ[y]Б =
(
[x]tБFБ[y]Б

)t
= [y]tБF

t

Б[x]Б =
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III. Теорема о матрице симметричной
билинейной формы

Теорема 3 (о матрице симметричной билинейной формы). Пусть f — били-
нейная форма (в смысле теории линейных пространств). То-
гда справедливы следующие утверждения:

2. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если существует такой базис, в котором матрица би-
линейной формы f является симметричной.

Доказательство.

f (−→x ,−→y ) = [x]tБFБ[y]Б =
(
[x]tБFБ[y]Б

)t
= [y]tБF

t

Б[x]Б =

= [y]tБFБ[x]Б =
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III. Теорема о матрице симметричной
билинейной формы

Теорема 3 (о матрице симметричной билинейной формы). Пусть f — били-
нейная форма (в смысле теории линейных пространств). То-
гда справедливы следующие утверждения:

2. f является симметричной билинейной формой если и толь-
ко если существует такой базис, в котором матрица би-
линейной формы f является симметричной.

Доказательство.

f (−→x ,−→y ) = [x]tБFБ[y]Б =
(
[x]tБFБ[y]Б

)t
= [y]tБF

t

Б[x]Б =

= [y]tБFБ[x]Б = f (−→y ,−→x ).

68



IV. Квадратичные формы
На языке многочленов квадратичная форма — это форма сте-

пени 2. На языке теории линейных пространств это определение
можно сформулировать следующим образом.
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IV. Квадратичные формы
На языке многочленов квадратичная форма — это форма сте-

пени 2. На языке теории линейных пространств это определение
можно сформулировать следующим образом.

Определение 7. Квадратичной формой называется такая
функция ϕ : U 7→ R, для которой найдется билинейная фор-
ма f такая, что для любого вектора −→x из U имеет место
равенство ϕ(−→x ) = f (−→x ,−→x ).
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IV. Квадратичные формы
Понятно, что различные билинейные формы могут порождать одну

и ту же квадратичную форму.
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IV. Квадратичные формы
Понятно, что различные билинейные формы могут порождать одну

и ту же квадратичную форму. Например, билинейные формы

α (x1e1 + y1e2, x2e1 + y2e2) = x1y2 + y1x2,

β (x1e1 + y1e2, x2e1 + y2e2) = 2x1y2,

различны, так как α (e1, e2) = 1, β (e1, e2) = 2.

72



IV. Квадратичные формы
Понятно, что различные билинейные формы могут порождать одну

и ту же квадратичную форму. Например, билинейные формы

α (x1e1 + y1e2, x2e1 + y2e2) = x1y2 + y1x2,

β (x1e1 + y1e2, x2e1 + y2e2) = 2x1y2,

различны, так как α (e1, e2) = 1, β (e1, e2) = 2.
Но они порождают одну и ту же квадратичную форму:

α (x e1 + y e2, x e1 + y e2) = xy+yx = 2xy = β (x e1 + y e2, x e1 + y e2) .
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IV. Квадратичные формы
Понятно, что различные билинейные формы могут порождать одну

и ту же квадратичную форму. Например, билинейные формы

α (x1e1 + y1e2, x2e1 + y2e2) = x1y2 + y1x2,

β (x1e1 + y1e2, x2e1 + y2e2) = 2x1y2,

различны, так как α (e1, e2) = 1, β (e1, e2) = 2.
Но они порождают одну и ту же квадратичную форму:

α (x e1 + y e2, x e1 + y e2) = xy+yx = 2xy = β (x e1 + y e2, x e1 + y e2) .

Какие вопросы вы могли бы поставить перед исследователями в
связи с неоднозначностью билинейной формы, порождающей кон-
кретную квадратичную форму?
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IV. Квадратичные формы
Понятно, что различные билинейные формы могут порождать одну

и ту же квадратичную форму. Например, билинейные формы

α (x1e1 + y1e2, x2e1 + y2e2) = x1y2 + y1x2,

β (x1e1 + y1e2, x2e1 + y2e2) = 2x1y2,

различны, так как α (e1, e2) = 1, β (e1, e2) = 2.
Но они порождают одну и ту же квадратичную форму:

α (x e1 + y e2, x e1 + y e2) = xy+yx = 2xy = β (x e1 + y e2, x e1 + y e2) .

Мы рассмотрим две задачи: 1) выяснить, как связаны между со-
бой билинейные формы, порождающие одну и ту же квадратичную
форму; 2) выбрать наиболее удобную билинейную форму, порож-
дающую данную квадратичную форму.
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IV.1. Критерий совпадения порожденных
квадратичных форм

Лемма 1 (Критерий совпадения порожденных квадр. форм).
Билинейные формы f и g порождают одну и ту же квадра-
тичную формы тогда и только тогда, когда

f
(−→x ; −→y

)
+ f

(−→y ; −→x
)

= g
(−→x ; −→y

)
+ g

(−→y ; −→x
)
. (4)

Доказательство.
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IV.1. Критерий совпадения порожденных
квадратичных форм

Лемма 1 (Критерий совпадения порожденных квадр. форм).
Билинейные формы f и g порождают одну и ту же квадра-
тичную формы тогда и только тогда, когда

f
(−→x ; −→y

)
+ f

(−→y ; −→x
)

= g
(−→x ; −→y

)
+ g

(−→y ; −→x
)
. (4)

Доказательство. Пусть билинейные формы f и g порождают одну
и ту же квадратичную форму. Иными словами
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IV.1. Критерий совпадения порожденных
квадратичных форм

Лемма 1 (Критерий совпадения порожденных квадр. форм).
Билинейные формы f и g порождают одну и ту же квадра-
тичную формы тогда и только тогда, когда

f
(−→x ; −→y

)
+ f

(−→y ; −→x
)

= g
(−→x ; −→y

)
+ g

(−→y ; −→x
)
. (4)

Доказательство. Пусть билинейные формы f и g порождают одну
и ту же квадратичную форму. Иными словами
f
(−→x ; −→x

)
= g

(−→x ; −→x
)
.

Тогда f
(−→x +−→y ; −→x +−→y

)
= g

(−→x +−→y ; −→x +−→y
)
, откуда
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IV.1. Критерий совпадения порожденных
квадратичных форм

Лемма 1 (Критерий совпадения порожденных квадр. форм).
Билинейные формы f и g порождают одну и ту же квадра-
тичную формы тогда и только тогда, когда

f
(−→x ; −→y

)
+ f

(−→y ; −→x
)

= g
(−→x ; −→y

)
+ g

(−→y ; −→x
)
. (4)

Доказательство. Пусть билинейные формы f и g порождают одну
и ту же квадратичную форму. Иными словами
f
(−→x ; −→x

)
= g

(−→x ; −→x
)
.

Тогда f
(−→x +−→y ; −→x +−→y

)
= g

(−→x +−→y ; −→x +−→y
)
, откуда

f
(−→x ; −→x

)
+ f

(−→x ; −→y
)

+ f
(−→y ; −→x

)
+ f

(−→y ; −→y
)

=

= g
(−→x ; −→x

)
+ g

(−→x ; −→y
)

+ g
(−→y ; −→x

)
+ g

(−→y ; −→y
)
. (5)
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IV.1. Критерий совпадения порожденных
квадратичных форм

Лемма 1 (Критерий совпадения порожденных квадр. форм).
Билинейные формы f и g порождают одну и ту же квадра-
тичную формы тогда и только тогда, когда

f
(−→x ; −→y

)
+ f

(−→y ; −→x
)

= g
(−→x ; −→y

)
+ g

(−→y ; −→x
)
. (5)

Доказательство. Пусть билинейные формы f и g порож-
дают одну и ту же квадратичную форму. Иными словами
f
(−→x ; −→x

)
= g

(−→x ; −→x
)
.

f
(−→x ; −→x

)
+ f

(−→x ; −→y
)

+ f
(−→y ; −→x

)
+ f

(−→y ; −→y
)

=

= g
(−→x ; −→x

)
+ g

(−→x ; −→y
)

+ g
(−→y ; −→x

)
+ g

(−→y ; −→y
)
. (5)

По условию f
(−→x ; −→x

)
= g

(−→x ; −→x
)

и f
(−→y ; −→y

)
= g

(−→y ; −→y
)
,

поэтому из (5) следует равенство (4).
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IV.1. Критерий совпадения порожденных
квадратичных форм

Лемма 1 (Критерий совпадения порожденных квадр. форм).
Билинейные формы f и g порождают одну и ту же квадра-
тичную формы тогда и только тогда, когда

f
(−→x ; −→y

)
+ f

(−→y ; −→x
)

= g
(−→x ; −→y

)
+ g

(−→y ; −→x
)
. (5)

Доказательство. Докажем достаточность. Пусть выполняется
равенство равенство (4). Полагая в этом равенстве −→x = −→y , полу-
чаем
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IV.1. Критерий совпадения порожденных
квадратичных форм

Лемма 1 (Критерий совпадения порожденных квадр. форм).
Билинейные формы f и g порождают одну и ту же квадра-
тичную формы тогда и только тогда, когда

f
(−→x ; −→y

)
+ f

(−→y ; −→x
)

= g
(−→x ; −→y

)
+ g

(−→y ; −→x
)
. (5)

Доказательство. Докажем достаточность. Пусть выполняется
равенство равенство (4). Полагая в этом равенстве −→x = −→y , полу-
чаем f

(−→x ; −→x
)

= g
(−→x ; −→x

)
.

Следовательно, билинейные формы f и g порождают одну и ту же
квадратичную форму.
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IV.1. Критерий совпадения порожденных
квадратичных форм

Лемма 1 (Критерий совпадения порожденных квадр. форм).
Билинейные формы f и g порождают одну и ту же квадра-
тичную формы тогда и только тогда, когда

f
(−→x ; −→y

)
+ f

(−→y ; −→x
)

= g
(−→x ; −→y

)
+ g

(−→y ; −→x
)
. (5)

Доказательство. Докажем достаточность. Пусть выполняется
равенство равенство (4). Полагая в этом равенстве −→x = −→y , полу-
чаем f

(−→x ; −→x
)

= g
(−→x ; −→x

)
.

Следовательно, билинейные формы f и g порождают одну и ту же
квадратичную форму.

Теорема доказана.
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IV. Квадратичные формы
В силу неоднозначности билинейной формы, порождающей кон-

кретную квадратичную форму, актуальным является выбор наибо-
лее удобной билинейной формы, порождающей данную квадратич-
ную форму. Разумеется, «удобство» определяется соответствующей
целью.
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IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство.
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IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство. Сначала докажем единственность матрицы A,
то есть единственность соответствующей симметричной билинейной
формы:
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IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство. Сначала докажем единственность матрицы A,
то есть единственность соответствующей симметричной билинейной
формы:{
f (x, y) = f (y, x),

g(x, y) = g(y, x)
⇒ (f (x, x) = g(x, x) ⇔ f (x, y) = g(x, y)) .
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IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство. Сначала докажем единственность матрицы A,
то есть единственность соответствующей симметричной билинейной
формы:{
f (x, y) = f (y, x),

g(x, y) = g(y, x)
⇒ (f (x, x) = g(x, x) ⇔ f (x, y) = g(x, y)) .

Можно получить требуемое утверждение из критерия совпадения
порожденных квадратичных форм, но мы воспроизведем приведен-
ные выше рассуждения для нашего случая.
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IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство. Сначала докажем единственность матрицы A,
то есть единственность соответствующей симметричной билинейной
формы. Пусть f

(−→x ,−→y ) и g
(−→x ,−→y ) — такие симметричные би-

линейные формы, что ϕ
(−→x ) = f

(−→x ,−→x ) = g
(−→x ,−→x ).
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IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство. Сначала докажем единственность матрицы A,
то есть единственность соответствующей симметричной билинейной
формы. Пусть f

(−→x ,−→y ) и g
(−→x ,−→y ) — такие симметричные би-

линейные формы, чтоϕ
(−→x ) = f

(−→x ,−→x ) = g
(−→x ,−→x ). Используя би-

линейность и симметричность, получаем

ϕ
(−→x +−→y

)
= f

(−→x +−→y ,−→x +−→y
)

= f
(−→x ,−→x )+2f

(−→x ,−→y )+f (−→y ,−→y )
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IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство. Сначала докажем единственность матрицы A,
то есть единственность соответствующей симметричной билинейной
формы. Пусть f

(−→x ,−→y ) и g
(−→x ,−→y ) — такие симметричные би-

линейные формы, чтоϕ
(−→x ) = f

(−→x ,−→x ) = g
(−→x ,−→x ). Используя би-

линейность и симметричность, получаем

ϕ
(−→x +−→y

)
= f

(−→x +−→y ,−→x +−→y
)

= f
(−→x ,−→x )+2f

(−→x ,−→y )+f (−→y ,−→y )
ϕ
(−→x +−→y

)
= g

(−→x +−→y ,−→x +−→y
)

= g
(−→x ,−→x )+2g

(−→x ,−→y )+g (−→y ,−→y )
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IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство. Сначала докажем единственность матрицы A,
то есть единственность соответствующей симметричной билинейной
формы. Пусть f

(−→x ,−→y ) и g
(−→x ,−→y ) — такие симметричные би-

линейные формы, чтоϕ
(−→x ) = f

(−→x ,−→x ) = g
(−→x ,−→x ). Используя би-

линейность и симметричность, получаем

ϕ
(−→x +−→y

)
= f

(−→x +−→y ,−→x +−→y
)

= f
(−→x ,−→x )+2f

(−→x ,−→y )+f (−→y ,−→y )
ϕ
(−→x +−→y

)
= g

(−→x +−→y ,−→x +−→y
)

= g
(−→x ,−→x )+2g

(−→x ,−→y )+g (−→y ,−→y )
⇒ ϕ

(−→x ) + 2f
(−→x ,−→y ) + ϕ

(−→y ) = ϕ
(−→x ) + 2g

(−→x ,−→y ) + ϕ
(−→y ) .
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IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство. Сначала докажем единственность матрицы A,
то есть единственность соответствующей симметричной билинейной
формы. Пусть f

(−→x ,−→y ) и g
(−→x ,−→y ) — такие симметричные би-

линейные формы, что ϕ
(−→x ) = f

(−→x ,−→x ) = g
(−→x ,−→x ).

ϕ
(−→x ) + 2f

(−→x ,−→y ) + ϕ
(−→y ) = ϕ

(−→x ) + 2g
(−→x ,−→y ) + ϕ

(−→y ) .
Поэтому f

(−→x ,−→y ) = g
(−→x ,−→y ). Однозначность доказана.
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IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство. Осталось доказать существование такой сим-
метричной матрицы A.
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IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство. Осталось доказать существование такой сим-
метричной матрицыA. Пусть f — билинейная форма, порождающая
ϕ, то есть такая билинейная форма, для которой выполняется тож-
дество ϕ(x) = f (x, x).
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IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство. Осталось доказать существование такой сим-
метричной матрицыA. Пусть f — билинейная форма, порождающая
ϕ, то есть такая билинейная форма, для которой выполняется тожде-
ство ϕ(x) = f (x, x). Рассмотрим билинейную форму g, определенную
равенством

g(x, y) =
1

2

(
f (x, y) + f (y, x)

)
.
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IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство.

ϕ(x) = f (x, x), g(x, y) =
1

2

(
f (x, y) + f (y, x)

)
.

Заметим, что, во-первых, g порождает квадратичную форму ϕ,
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IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство.

ϕ(x) = f (x, x), g(x, y) =
1

2

(
f (x, y) + f (y, x)

)
.

Заметим, что, во-первых, g порождает квадратичную форму ϕ, и, во-
вторых, g — симметричная билинейная форма, то есть для любых
векторов x, y ∈ U имеет место равенство g(x, y) = g(y, x).

98



IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство.

ϕ(x) = f (x, x), g(x, y) =
1

2

(
f (x, y) + f (y, x)

)
.

Заметим, что, во-первых, g порождает квадратичную форму ϕ, и, во-
вторых, g — симметричная билинейная форма, то есть для любых
векторов x, y ∈ U имеет место равенство g(x, y) = g(y, x). В самом
деле, во-первых,

g(x, x) =
1

2

(
f (x, x) + f (x, x)

)
= f (x, x) = ϕ(x).
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IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство.

ϕ(x) = f (x, x), g(x, y) =
1

2

(
f (x, y) + f (y, x)

)
.

Во-вторых,

g(y, x) =
1

2

(
f (y, x) + f (x, y)

)
=

1

2

(
f (x, y) + f (y, x)

)
= g(x, y).
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IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство.

ϕ(x) = f (x, x), g(x, y) =
1

2

(
f (x, y) + f (y, x)

)
.

Следовательно, во-первых, g порождает квадратичную форму ϕ, и,
во-вторых, g — симметричная билинейная форма, то есть для любых
векторов x, y ∈ U имеет место равенство g(x, y) = g(y, x).
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IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство.

ϕ(x) = f (x, x), g(x, y) =
1

2

(
f (x, y) + f (y, x)

)
.

Следовательно, во-первых, g порождает квадратичную форму ϕ, и,
во-вторых, g — симметричная билинейная форма, то есть для любых
векторов x, y ∈ U имеет место равенство g(x, y) = g(y, x).

Как известно, g(x, y) = [x]tБA[y]Б, где A — матрица билинейной
формы g в базисе Б. При этом, очевидно, матрица A — симметрич-
ная, так как aji = g(ej, ei) = g(ei, ej) = aij.
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IV.2. Лемма о матрице квадратичной формы
Лемма 2 (о матрице квадратичной формы). Для любой квадратичной
формы ϕ и любого базиса Б линейного пространства U най-
дется, причем единственная, такая симметричная матрица
A, что ϕ(x) = [x]tБA[x]Б.

Доказательство.

ϕ(x) = f (x, x), g(x, y) =
1

2

(
f (x, y) + f (y, x)

)
.

Следовательно, во-первых, g порождает квадратичную форму ϕ, и,
во-вторых, g — симметричная билинейная форма, то есть для любых
векторов x, y ∈ U имеет место равенство g(x, y) = g(y, x).

Как известно, g(x, y) = [x]tБA[y]Б, где A — матрица билинейной
формы g в базисе Б. Поэтому ϕ(x) = g(x, x) = [x]tБA[x]Б для сим-
метричной матрицы A, что и требовалось доказать.
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IV.3. Матрица квадратичной формы
Определение 8. Матрица A, существование которой обуслов-
лено леммой 2 о матрице квадратичной формы, называется
матрицей квадратичной формы.
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IV.3. Матрица квадратичной формы
Определение 8. Матрица A, существование которой обуслов-
лено леммой 2 о матрице квадратичной формы, называется
матрицей квадратичной формы.

Заметим, что теорема о матрице квадратичной формы сводит вы-
числение значения квадратичной формы на векторе−→x к вычислению
значения многочлена от коэффициентов разложения вектора −→x по
базису Б.
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IV.3. Матрица квадратичной формы
Теорема 4 (о квадратичной форме на языке многочленов). Многочлен
[x]tБA[x]Б, где A — матрица из леммы 2 о матрице квадратич-
ной формы, является однородным многочленом степени 2, то
есть формой степени 2.

Доказательство предоставляется читателям в качестве упражне-
ния.
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IV.4. Теорема о преобразовании матрицы
квадратичной формы

Теорема 5 (о преобразовании матрицы квадратичной формы). Если A и A′ —
матрицы квадратичной формы ϕ в базисах Б и Б’ соответ-
ственно, и T = TБ→Б′ — матрица перехода, то имеет место
равенство: A′ = T tAT .

Доказательство.
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IV.4. Теорема о преобразовании матрицы
квадратичной формы

Теорема 5 (о преобразовании матрицы квадратичной формы). Если A и A′ —
матрицы квадратичной формы ϕ в базисах Б и Б’ соответ-
ственно, и T = TБ→Б′ — матрица перехода, то имеет место
равенство: A′ = T tAT .

Доказательство. Если T — матрица перехода из базиса Б в ба-
зис Б′, то, согласно теореме о координатах вектора в разных базисах,
[−→x ]Б = T [−→x ]Б′. Поэтому
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IV.4. Теорема о преобразовании матрицы
квадратичной формы

Теорема 5 (о преобразовании матрицы квадратичной формы). Если A и A′ —
матрицы квадратичной формы ϕ в базисах Б и Б’ соответ-
ственно, и T = TБ→Б′ — матрица перехода, то имеет место
равенство: A′ = T tAT .

Доказательство. Если T — матрица перехода из базиса Б в ба-
зис Б′, то, согласно теореме о координатах вектора в разных базисах,
[−→x ]Б = T [−→x ]Б′. Поэтому

[−→x ]tБA[−→x ]Б =
(
T [−→x ]Б′

)t
AT [−→x ]Б′ = [−→x ]tБ′T

tAT [−→x ]Б′,
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IV.4. Теорема о преобразовании матрицы
квадратичной формы

Теорема 5 (о преобразовании матрицы квадратичной формы). Если A и A′ —
матрицы квадратичной формы ϕ в базисах Б и Б’ соответ-
ственно, и T = TБ→Б′ — матрица перехода, то имеет место
равенство: A′ = T tAT .

Доказательство. Если T — матрица перехода из базиса Б в ба-
зис Б′, то, согласно теореме о координатах вектора в разных базисах,
[−→x ]Б = T [−→x ]Б′. Поэтому

[−→x ]tБA[−→x ]Б =
(
T [−→x ]Б′

)t
AT [−→x ]Б′ = [−→x ]tБ′T

tAT [−→x ]Б′,

и, из доказанного ранее утверждения о единственности такой сим-
метричной матрицы, получаем A′ = T tAT . Теорема о матрице квад-
ратичной формы доказана.
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IV.5. Приведение квадратичной формы к
каноническому виду

Одной и той же квадратичной форме в смысле теории линей-
ных пространств обычно соответствует много квадратичных форм-
многочленов: при переходе в другой базис, как правило, получаем
другую квадратичную форму-многочлен. В то же время, в соответ-
ствии с принципом стандартизации, хотелось бы в этом «море ва-
риантов» иметь «стабильные островки», стандартные типы квадра-
тичных форм. Это позволит, в частности, осуществить полезную для
многих приложений классификацию квадратичных форм. Существу-
ет несколько таких «стандартов», в связи с тем, что в разных прило-
жениях возникают разные требования к допустимым преобразова-
ниям базисов.
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IV.5. Приведение квадратичной формы к
каноническому виду

Заметим, что необходимость в такой стандартизации возникает
не только в теории квадратичных форм, сформулированной в тер-
минах линейных пространств, но и в теории квадратичных форм-
многочленов. В последнем случае вместо перехода из базиса в базис
рассматриваются преобразования переменных. При этом нарабо-
танная ранее в теории линейных пространств система понятий эф-
фективно работает и в этой, «чужой» области применения. В частно-
сти, можно говорить о линейных и об ортогональных преобразо-
ваниях переменных.
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IV.5. Приведение квадратичной формы к
каноническому виду

Определение 9. Говорят, что квадратичная форма ϕ : U 7→ R
имеет в базисе Б канонический вид, если и только если

ϕ

(
n∑
i=1

xi
−→e i

)
=

n∑
i=1

bix
2
i . Иными словами, матрица FБ — диаго-

нальная.
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IV.5. Приведение квадратичной формы к
каноническому виду

Определение 9. Говорят, что квадратичная форма ϕ : U 7→ R
имеет в базисе Б канонический вид, если и только если

ϕ

(
n∑
i=1

xi
−→e i

)
=

n∑
i=1

bix
2
i . Иными словами, матрица FБ — диаго-

нальная.

Итак, квадратичная форма имеет в базисе Б канонический вид
тогда и только тогда, когда в ее выражении через координаты все
коэффициенты перед «смешанными» слагаемыми1 равны 0. Напри-
мер, x2 + 2y2 − 5z2 — квадратичная форма канонического вида, а
x2 − 2y2 + 2xz имеет не канонический вид, так как коэффициент пе-
ред xz не равен 0.

1Слагаемыми вида xixj , где i 6= j.
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IV.5. Приведение квадратичной формы к
каноническому виду

Теорема 6 (о приведении квадратичной формы к каноническому виду). Если
ϕ : U 7→ R — квадратичная форма, то существует такой ба-
зис, в котором матрица квадратичной формы диагональна,
то есть в котором эта квадратичная форма имеет канони-
ческий вид.

Доказательство мы приводить не будем, ограничимся примером.
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IV.6. Приведение квадратичной формы к
каноническому виду методом Лагранжа

Существует два способа приведения квадратичной формы к кано-
ническому виду: метод Лагранжа и метод ортогонального преобра-
зования.

Перейти к примеру?
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IV.7. Приведение квадратичной формы к
каноническому виду методом

ортогонального преобразования
В рассмотренных выше теоремах мы, в основном, применяли мат-

ричную алгебру для доказательства утверждений об операторах. Но,
разумеется, с успехом осуществляется и «обратный процесс»: с по-
мощью алгебры операторов доказываются утверждения для алгебры
матриц. Одно из таких утверждений мы сейчас рассмотрим. Сначала
отметим, что оказывается удобным перенести «операторную» терми-
нологию на язык матриц, и ввести понятие нормальной, ортогональ-
ной и унитарной матрицы:
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IV.7. Приведение квадратичной формы к
каноническому виду методом

ортогонального преобразования
Определение 10. Матрица A называется нормальной (соот-
ветственно, ортогональной, унитарной или эрмитовой) тогда
и только тогда, когда она является матрицей одноименного
оператора в некотором ортонормированном базисе.

Используя тот факт, что матрица Грама ортонормированного ба-
зиса — единичная, можно дать чисто матричную характеризацию
этих матриц: матрица A — нормальная тогда и только тогда, ко-
гдаAtA = AAt; матрица оргональная (унитарная, эрмитова) тогда и
только тогда, когда At = A−1.
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IV.7. Приведение квадратичной формы к
каноническому виду методом

ортогонального преобразования
Определение 10. Матрица A называется нормальной (соот-
ветственно, ортогональной, унитарной или эрмитовой) тогда
и только тогда, когда она является матрицей одноименного
оператора в некотором ортонормированном базисе.

С базисом Б линейного пространства U можно естественным об-
разом связать скалярное произведение таким образом, что Б будет
ОНБ получившегося евклидова пространства.
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IV.7. Приведение квадратичной формы к
каноническому виду методом

ортогонального преобразования
Определение 10. Матрица A называется нормальной (соот-
ветственно, ортогональной, унитарной или эрмитовой) тогда
и только тогда, когда она является матрицей одноименного
оператора в некотором ортонормированном базисе.

С базисом Б линейного пространства U можно естественным об-
разом связать скалярное произведение таким образом, что Б будет
ОНБ получившегося евклидова пространства.

Можно, например, положить

(
n∑
i=1

xi
−→e i,

n∑
j=1

yj
−→e j

)
=

n∑
i=1

xiyi.
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IV.7. Приведение квадратичной формы к
каноническому виду методом

ортогонального преобразования
Определение 10. Матрица A называется нормальной (соот-
ветственно, ортогональной, унитарной или эрмитовой) тогда
и только тогда, когда она является матрицей одноименного
оператора в некотором ортонормированном базисе.

С вещественной квадратичной формой ϕ(−→x ) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj

свяжем линейный оператор Â, имеющий в ОНБ Б матрицу

A =

 a11 a12 . . . a1n

. . .

an1 an2 . . . ann

.
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IV.7. Приведение квадратичной формы к
каноническому виду методом

ортогонального преобразования
Определение 10. Матрица A называется нормальной (соот-
ветственно, ортогональной, унитарной или эрмитовой) тогда
и только тогда, когда она является матрицей одноименного
оператора в некотором ортонормированном базисе.

С вещественной квадратичной формой ϕ(−→x ) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj

свяжем линейный оператор Â, имеющий в ОНБ Б матрицу

A =

 a11 a12 . . . a1n

. . .

an1 an2 . . . ann

. При этом, так как матрица оператора Â в

ОНБ Б симметрична, то Â — самосопряженный.
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IV.7. Приведение квадратичной формы к
каноническому виду методом

ортогонального преобразования
Определение 10. Матрица A называется нормальной (соот-
ветственно, ортогональной, унитарной или эрмитовой) тогда
и только тогда, когда она является матрицей одноименного
оператора в некотором ортонормированном базисе.

Следовательно, существует ОНБ из собственных векторов опе-
ратора Â. В базисе из собственных векторов матрица оператора
диагональна.
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IV.7. Приведение квадратичной формы к
каноническому виду методом

ортогонального преобразования
Определение 10. Матрица A называется нормальной (соот-
ветственно, ортогональной, унитарной или эрмитовой) тогда
и только тогда, когда она является матрицей одноименного
оператора в некотором ортонормированном базисе.

Следовательно, существует ОНБ из собственных векторов опе-
ратора Â. В базисе из собственных векторов матрица оператора
диагональна. В этом базисе матрица квадратичной формы будет
диагональна, так как закон преобразования матрицы квадратичной
формы в данной ситуации совпадает с законом преобразования мат-
рицы линейного оператора: T−1AT = T tAT .
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IV.7. Приведение квадратичной формы к
каноническому виду методом

ортогонального преобразования
Определение 10. Матрица A называется нормальной (соот-
ветственно, ортогональной, унитарной или эрмитовой) тогда
и только тогда, когда она является матрицей одноименного
оператора в некотором ортонормированном базисе.

В самом деле, оператор T̂ с матрицей T в базисе Б переводит ис-
ходный ОНБ в ОНБ (из собственных векторов оператора Â), сле-
довательно, он ортогональный. Именно поэтому T−1 = T t.
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IV.7. Приведение квадратичной формы к
каноническому виду методом

ортогонального преобразования
Определение 10. Матрица A называется нормальной (соот-
ветственно, ортогональной, унитарной или эрмитовой) тогда
и только тогда, когда она является матрицей одноименного
оператора в некотором ортонормированном базисе.

В самом деле, оператор T̂ с матрицей T в базисе Б переводит ис-
ходный ОНБ в ОНБ (из собственных векторов оператора Â), сле-
довательно, он ортогональный. Именно поэтому T−1 = T t.

Таким образом, заменяем задачу нахождения базиса, в котором
матрица квадратичной формы диагональна на задачу нахождения
базиса, в котором матрица линейного оператора диагональна.
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IV.8. Теорема об ортогональном
преобразовании квадратичной формы

Теорема 7 (об ортогональном преобразовании квадратичной формы). Пусть ϕ

— квадратичная форма, имеющая в базисе Б матрицу A.
Тогда существует такой базис Б′, что, во-первых, матрица
квадратичной формы в нем диагональна (то есть в базисе Б′

квадратичная форма ϕ имеет канонический вид), во-вторых
на диагонали стоят в точности все собственные значения
матрицы A (с учетом кратности), и, в третьих, матрица
перехода из Б в Б′ ортогональна.

Доказательство.
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IV.8. Теорема об ортогональном
преобразовании квадратичной формы

Теорема 7 (об ортогональном преобразовании квадратичной формы). Пусть ϕ

— квадратичная форма, имеющая в базисе Б матрицу A.
Тогда существует такой базис Б′, что, во-первых, матрица
квадратичной формы в нем диагональна (то есть в базисе Б′

квадратичная форма ϕ имеет канонический вид), во-вторых
на диагонали стоят в точности все собственные значения
матрицы A (с учетом кратности), и, в третьих, матрица
перехода из Б в Б′ ортогональна.

Доказательство. Матрица A квадратичной формы — симметрич-
ная, в частности, во-первых, она нормальная, и, во-вторых, все ее
собственные значения вещественны.
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IV.8. Теорема об ортогональном
преобразовании квадратичной формы

Теорема 7 (об ортогональном преобразовании квадратичной формы). Пусть ϕ

— квадратичная форма, имеющая в базисе Б матрицу A.
Тогда существует такой базис Б′, что, во-первых, матрица
квадратичной формы в нем диагональна (то есть в базисе Б′

квадратичная форма ϕ имеет канонический вид), во-вторых
на диагонали стоят в точности все собственные значения
матрицы A (с учетом кратности), и, в третьих, матрица
перехода из Б в Б′ ортогональна.

Доказательство. Согласно теореме об ортогональном преоб-
разовании нормальной матрицы существует такая ортогональная
матрица T , что D = T−1AT — диагональная матрица. Так как T —
ортогональная матрица, то T−1 = T t, следовательно, D = T tAT .
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IV.8. Теорема об ортогональном
преобразовании квадратичной формы

Теорема 7 (об ортогональном преобразовании квадратичной формы). Пусть ϕ

— квадратичная форма, имеющая в базисе Б матрицу A.
Тогда существует такой базис Б′, что, во-первых, матрица
квадратичной формы в нем диагональна (то есть в базисе Б′

квадратичная форма ϕ имеет канонический вид), во-вторых
на диагонали стоят в точности все собственные значения
матрицы A (с учетом кратности), и, в третьих, матрица
перехода из Б в Б′ ортогональна.

Доказательство. D = T tAT , где D — диагональная матрица.
Значит, базис, в который матрица T переводит базис Б, является ис-
комым. Теорема доказана.
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IV.9. Закон инерции квадратичной формы
Если рассматривать билинейную и квадратичную форму в смыс-

ле теории линейных пространств, то соответствующие многочлены
являются одной из форм представления этих функций. При этом
возникает естественный вопрос: какие особенности соответствую-
щего многочлена являются следствием выбора конкретного базиса,
а какие особенности не зависят от базиса, то есть являются свой-
ствами самой функции (квадратичной или билинейной формы), а не
ее представления. Аналогичная ситуация в теории линейных опера-
торов привела к понятию инварианта линейного оператора.

Мы начнем с изучения особенностей многочленов, представляю-
щих одну и ту же квадратичную форму в таких различных базисах, в
которых эта форма имеет канонический вид.
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IV.9. Закон инерции квадратичной формы
Теорема 8 (закон инерции). Если квадратичная форма
ϕ : U 7→ R имеет в базисах Б =

{−→e 1, . . . ,
−→e n

}
и, соответ-

ственно, Б′ =
{−→e ′1, . . . ,−→e ′n} канонический вид

ϕ

(
n∑
k=1

xk
−→e k

)
=

n∑
i=1

bix
2
i , ϕ

(
n∑
k=1

x′k
−→e ′k

)
=

n∑
i=1

b′ix
′
i
2
,

то в алгебраических выражениях
n∑
i=1

bix
2
i и

n∑
i=1

b′ix
′
i
2 количе-

ство положительных коэффициентов одинаково, то есть в
списке коэффициентов b1, . . . , bn число положительных эле-
ментов совпадет с числом положительных элементов в списке
b′1, . . . , b

′
n. Одинаково и количество отрицательных коэффици-

ентов. В обоих выражениях совпадает также количество ну-
левых коэффициентов.
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IV.9. Закон инерции квадратичной формы
Доказательство. Будем рассуждать «от противного»: пусть в вы-

ражении
n∑
i=1

bix
2
i число положительных коэффициентов меньше, чем

в выражении
n∑
i=1

b′ix
′
i
2. Не ограничивая общности рассуждений можно

считать, что {
b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bp > 0 ≥ bp+1 ≥ . . . ≥ bn
b′1 ≥ b′2 ≥ . . . ≥ b′q > 0 ≥ bq+1 ≥ . . . ≥ b′n.
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IV.9. Закон инерции квадратичной формы
Доказательство. Будем рассуждать «от противного»: пусть в вы-

ражении
n∑
i=1

bix
2
i число положительных коэффициентов меньше, чем

в выражении
n∑
i=1

b′ix
′
i
2. Не ограничивая общности рассуждений можно

считать, что {
b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bp > 0 ≥ bp+1 ≥ . . . ≥ bn
b′1 ≥ b′2 ≥ . . . ≥ b′q > 0 ≥ bq+1 ≥ . . . ≥ b′n.

В самом деле, расположить соответствующие коэффициенты в по-
рядке убывания можно, переставив местами векторы в соответству-
ющем базисе. Перестановка векторов в базисе не изменит числа по-
ложительных, числа отрицательных и числа нулевых коэффициентов
в соответствующих выражениях.
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IV.9. Закон инерции квадратичной формы
Доказательство. Будем рассуждать «от противного»: пусть в вы-

ражении
n∑
i=1

bix
2
i число положительных коэффициентов меньше, чем

в выражении
n∑
i=1

b′ix
′
i
2.{

b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bp > 0 ≥ bp+1 ≥ . . . ≥ bn
b′1 ≥ b′2 ≥ . . . ≥ b′q > 0 ≥ bq+1 ≥ . . . ≥ b′n.

По предположению p < q. Но тогда〈−→e p+1, . . . ,
−→e n

〉
∩
〈−→e ′1, . . . ,−→e ′q〉 6= {−→0 } ,

135



IV.9. Закон инерции квадратичной формы
Доказательство. Будем рассуждать «от противного»: пусть в вы-

ражении
n∑
i=1

bix
2
i число положительных коэффициентов меньше, чем

в выражении
n∑
i=1

b′ix
′
i
2.{

b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bp > 0 ≥ bp+1 ≥ . . . ≥ bn
b′1 ≥ b′2 ≥ . . . ≥ b′q > 0 ≥ bq+1 ≥ . . . ≥ b′n.

По предположению p < q. Но тогда〈−→e p+1, . . . ,
−→e n

〉
∩
〈−→e ′1, . . . ,−→e ′q〉 6= {−→0 } ,

то есть в этом пересечении найдется ненулевой вектор−→x .
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IV.9. Закон инерции квадратичной формы
Доказательство. Будем рассуждать «от противного»: пусть в вы-

ражении
n∑
i=1

bix
2
i число положительных коэффициентов меньше, чем

в выражении
n∑
i=1

b′ix
′
i
2.{

b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bp > 0 ≥ bp+1 ≥ . . . ≥ bn
b′1 ≥ b′2 ≥ . . . ≥ b′q > 0 ≥ bq+1 ≥ . . . ≥ b′n.

−→x ∈
〈−→e p+1, . . . ,

−→e n

〉
∩
〈−→e ′1, . . . ,−→e ′q〉 .

С одной стороны,

ϕ
(−→x ) =
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IV.9. Закон инерции квадратичной формы
Доказательство. Будем рассуждать «от противного»: пусть в вы-

ражении
n∑
i=1

bix
2
i число положительных коэффициентов меньше, чем

в выражении
n∑
i=1

b′ix
′
i
2.{

b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bp > 0 ≥ bp+1 ≥ . . . ≥ bn
b′1 ≥ b′2 ≥ . . . ≥ b′q > 0 ≥ bq+1 ≥ . . . ≥ b′n.

−→x ∈
〈−→e p+1, . . . ,

−→e n

〉
∩
〈−→e ′1, . . . ,−→e ′q〉 .

С одной стороны,

ϕ
(−→x ) = ϕ

(
0 · −→e 1 + . . . + 0 · −→e p + xp+1

−→e p+1 + . . . + xn
−→e n

)
=
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IV.9. Закон инерции квадратичной формы
Доказательство. Будем рассуждать «от противного»: пусть в вы-

ражении
n∑
i=1

bix
2
i число положительных коэффициентов меньше, чем

в выражении
n∑
i=1

b′ix
′
i
2.{

b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bp > 0 ≥ bp+1 ≥ . . . ≥ bn
b′1 ≥ b′2 ≥ . . . ≥ b′q > 0 ≥ bq+1 ≥ . . . ≥ b′n.

−→x ∈
〈−→e p+1, . . . ,

−→e n

〉
∩
〈−→e ′1, . . . ,−→e ′q〉 .

С одной стороны,

ϕ
(−→x ) = ϕ

(
0 · −→e 1 + . . . + 0 · −→e p + xp+1

−→e p+1 + . . . + xn
−→e n

)
=

= bp+1︸︷︷︸
≤0

x2
p+1︸︷︷︸
≥0

+ . . . + bn︸︷︷︸
≤0

x2
n︸︷︷︸
≥0

≤ 0.
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IV.9. Закон инерции квадратичной формы
Доказательство. Будем рассуждать «от противного»: пусть в вы-

ражении
n∑
i=1

bix
2
i число положительных коэффициентов меньше, чем

в выражении
n∑
i=1

b′ix
′
i
2.{

b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bp > 0 ≥ bp+1 ≥ . . . ≥ bn
b′1 ≥ b′2 ≥ . . . ≥ b′q > 0 ≥ bq+1 ≥ . . . ≥ b′n.

−→x ∈
〈−→e p+1, . . . ,

−→e n

〉
∩
〈−→e ′1, . . . ,−→e ′q〉 .

С одной стороны, ϕ
(−→x ) ≤ 0.
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IV.9. Закон инерции квадратичной формы
Доказательство. Будем рассуждать «от противного»: пусть в вы-

ражении
n∑
i=1

bix
2
i число положительных коэффициентов меньше, чем

в выражении
n∑
i=1

b′ix
′
i
2.{

b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bp > 0 ≥ bp+1 ≥ . . . ≥ bn
b′1 ≥ b′2 ≥ . . . ≥ b′q > 0 ≥ bq+1 ≥ . . . ≥ b′n.

−→x ∈
〈−→e p+1, . . . ,

−→e n

〉
∩
〈−→e ′1, . . . ,−→e ′q〉 .

С одной стороны, ϕ
(−→x ) ≤ 0.

С другой стороны,

ϕ
(−→x ) =
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IV.9. Закон инерции квадратичной формы
Доказательство. Будем рассуждать «от противного»: пусть в вы-

ражении
n∑
i=1

bix
2
i число положительных коэффициентов меньше, чем

в выражении
n∑
i=1

b′ix
′
i
2.{

b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bp > 0 ≥ bp+1 ≥ . . . ≥ bn
b′1 ≥ b′2 ≥ . . . ≥ b′q > 0 ≥ bq+1 ≥ . . . ≥ b′n.

−→x ∈
〈−→e p+1, . . . ,

−→e n

〉
∩
〈−→e ′1, . . . ,−→e ′q〉 .

С одной стороны, ϕ
(−→x ) ≤ 0.

С другой стороны,

ϕ
(−→x ) = ϕ

(
x′1
−→e ′1 + . . . + x′q

−→e ′q + 0−→e ′q+1 + . . . + 0−→e ′n
)

=
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IV.9. Закон инерции квадратичной формы
Доказательство. Будем рассуждать «от противного»: пусть в вы-

ражении
n∑
i=1

bix
2
i число положительных коэффициентов меньше, чем

в выражении
n∑
i=1

b′ix
′
i
2.{

b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bp > 0 ≥ bp+1 ≥ . . . ≥ bn
b′1 ≥ b′2 ≥ . . . ≥ b′q > 0 ≥ bq+1 ≥ . . . ≥ b′n.

−→x ∈
〈−→e p+1, . . . ,

−→e n

〉
∩
〈−→e ′1, . . . ,−→e ′q〉 .

С одной стороны, ϕ
(−→x ) ≤ 0.

С другой стороны,

ϕ
(−→x ) = ϕ

(
x′1
−→e ′1 + . . . + x′q

−→e ′q + 0−→e ′q+1 + . . . + 0−→e ′n
)

=

= b′1x
′
1
2
+ . . . + b′qx

′
n
2

.
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IV.9. Закон инерции квадратичной формы
Доказательство. Будем рассуждать «от противного»: пусть в вы-

ражении
n∑
i=1

bix
2
i число положительных коэффициентов меньше, чем

в выражении
n∑
i=1

b′ix
′
i
2.{

b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bp > 0 ≥ bp+1 ≥ . . . ≥ bn
b′1 ≥ b′2 ≥ . . . ≥ b′q > 0 ≥ bq+1 ≥ . . . ≥ b′n.

−→x ∈
〈−→e p+1, . . . ,

−→e n

〉
∩
〈−→e ′1, . . . ,−→e ′q〉 .

С одной стороны, ϕ
(−→x ) ≤ 0.

С другой стороны,

ϕ
(−→x ) = ϕ

(
x′1
−→e ′1 + . . . + x′q

−→e ′q + 0−→e ′q+1 + . . . + 0−→e ′n
)

=

= b′1x
′
1
2
+ . . . + b′qx

′
n
2
> 0.
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IV.9. Закон инерции квадратичной формы
Доказательство. Будем рассуждать «от противного»: пусть в вы-

ражении
n∑
i=1

bix
2
i число положительных коэффициентов меньше, чем

в выражении
n∑
i=1

b′ix
′
i
2.{

b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bp > 0 ≥ bp+1 ≥ . . . ≥ bn
b′1 ≥ b′2 ≥ . . . ≥ b′q > 0 ≥ bq+1 ≥ . . . ≥ b′n.

−→x ∈
〈−→e p+1, . . . ,

−→e n

〉
∩
〈−→e ′1, . . . ,−→e ′q〉 .

С одной стороны, ϕ
(−→x ) ≤ 0.

С другой стороны, ϕ
(−→x ) > 0.
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IV.9. Закон инерции квадратичной формы
Доказательство. Будем рассуждать «от противного»: пусть в вы-

ражении
n∑
i=1

bix
2
i число положительных коэффициентов меньше, чем

в выражении
n∑
i=1

b′ix
′
i
2.{

b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bp > 0 ≥ bp+1 ≥ . . . ≥ bn
b′1 ≥ b′2 ≥ . . . ≥ b′q > 0 ≥ bq+1 ≥ . . . ≥ b′n.

−→x ∈
〈−→e p+1, . . . ,

−→e n

〉
∩
〈−→e ′1, . . . ,−→e ′q〉 .

С одной стороны, ϕ
(−→x ) ≤ 0.

С другой стороны, ϕ
(−→x ) > 0.

Таким образом, 0 < ϕ
(−→x ) ≤ 0, противоречие.
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IV.9. Закон инерции квадратичной формы
Доказательство. Утверждения в равенстве числа отрицательных

коэффициентов в каждом из выражений
n∑
i=1

bix
2
i и

n∑
i=1

b′jx
′
j
2 дока-

зывается аналогично. Из этих двух доказанных утверждений следу-
ет совпадение количества нулевых коэффициентов в каждом из этих
выражений.

Теорема доказана.
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IV.9. Закон инерции квадратичной формы

Итак, мы обнаружили интересную особенность представления
квадратичной формы в каноническом виде: в любом из таких пред-
ставлений число слагаемых с положительными коэффициентами од-
но и то же. Теперь, разумеется, следует перейти к изучению общего
случая, т.е. рассмотреть, какими особенностями обладает представ-
ление квадратичной формы в виде многочлена не обязательно кано-
нического вида.
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IV.10. Ранг квадратичной формы
Более многообещающим выглядит ранг матрицы.
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IV.10. Ранг квадратичной формы
Более многообещающим выглядит ранг матрицы. Дело в том, что,

согласно теореме о матрице билинейной формы в разных бази-
сах, и теореме об инвариантности рангов матрицы, ранг матрицы
квадратичной формы при переходе в другой базис не меняется. По-
этому
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IV.10. Ранг квадратичной формы
Более многообещающим выглядит ранг матрицы. Дело в том, что,

согласно теореме о матрице билинейной формы в разных бази-
сах, и теореме об инвариантности рангов матрицы, ранг матрицы
квадратичной формы при переходе в другой базис не меняется. По-
этому ранг матрицы квадратичной формы называется рангом квад-
ратичной формы.

Теорема 9 (о ранге квадратичной формы). Ранг квадратичной формы
равен количеству ненулевых коэффициентов (перед неиз-
вестными) в каноническом виде этой квадратичной формы.

Доказательство следует из того факта, что матрица квадратичной
формы в каноническом виде является диагональной и, следователь-
но, ее ранг равен числу ненулевых коэффициентов.
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IV.11. Положительно определенные
квадратичные формы

Определение 11. Квадратичная форма f : U 7→ R называется
положительно определенной тогда и только тогда, когда для
любого вектора −→x ∈ U , отличного от нулевого, имеет место
неравенство f (−→x ) > 0.
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IV.11. Положительно определенные
квадратичные формы

Определение 11. Квадратичная форма f : U 7→ R называется
положительно определенной тогда и только тогда, когда для
любого вектора −→x ∈ U , отличного от нулевого, имеет место
неравенство f (−→x ) > 0.

Если в этом определении последнее неравенство заменить на
f (−→x ) < 0, то получим определение отрицательно определенной
формы. Вопрос о том, когда квадратичная форма является поло-
жительно (или отрицательно) определенной, актуален в математиче-
ском анализе (достаточные признаки экстремума) и алгебре (скаляр-
ное произведение в евклидовом пространстве является положитель-
но определенной квадратичной формой).

154



IV.11. Положительно определенные
квадратичные формы

Определение 11. Квадратичная форма f : U 7→ R называется
положительно определенной тогда и только тогда, когда для
любого вектора −→x ∈ U , отличного от нулевого, имеет место
неравенство f (−→x ) > 0.

Определение 12. Главными минорами квадратной матрицы A

называются миноры, построенные на первых k строках и
столбцах матрицы A, где 1 ≤ k ≤ n.
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IV.11. Положительно определенные
квадратичные формы

Теорема 10 (критерий Сильвестра). Справедливы следующие утвер-
ждения:

1. Квадратичная формаH(u1, . . . , un) является положительно-
определенной тогда и только тогда, когда в любом базисе
все главные миноры матрицы HБ этой квадратичной фор-
мы положительны.

2. Квадратичная формаH(u1, . . . , un) является положительно-
определенной тогда и только тогда, когда в некотором
базисе все главные миноры матрицы HБ этой квадратич-
ной формы положительны.
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