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Пример 1. Например, если взять в качестве Ω множество целых
чисел и положить F = {+, ·}— множество из операций «сложение»
и «умножение» (на множестве целых чисел), P = {≤} — отно-
шение «меньше либо равно» (для целых чисел), то получим ал-
гебраическую систему: Z = 〈Z, {+, ·}, {≤}〉. Рассмотрим сигнатуру
Σ = 〈{f+, f•} , {p≤} , µ〉, где µ задана таблицей

t f+ f• p≤
µ(t) 2 2 2
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Пример 1. Например, если взять в качестве Ω множество целых
чисел и положить F = {+, ·}— множество из операций «сложение»
и «умножение» (на множестве целых чисел), P = {≤} — отно-
шение «меньше либо равно» (для целых чисел), то получим ал-
гебраическую систему: Z = 〈Z, {+, ·}, {≤}〉. Рассмотрим сигнатуру
Σ = 〈{f+, f•} , {p≤} , µ〉, где µ задана таблицей

t f+ f• p≤
µ(t) 2 2 2

Тогда алгебраическая система Z = 〈Z, {+, ·}, {≤}〉 может быть пред-
ставлена в виде

〈
Z, νΣ

〉
, где интерпретация νΣ определяется форму-

лами: 
ν (f+) (x, y) = x + y

ν (f•) (x, y) = x · y
ν (p≤) (x, y) = «x ≤ y»

Вернуться к лекции?
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Пример 2.

Рассмотрим сигнатуру Σ = 〈∅, {f, g, h}, µ〉, где
x f g h

µ(x) 2 2 0
,

и универсальные алгебры
〈
{10, 20, 40}, νΣ

1

〉
,
〈{
∅, {∅}

}
, νΣ

2

〉
,〈

{0, 1}, νΣ
3

〉
, где
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Пример 2.

Рассмотрим сигнатуру Σ = 〈∅, {f, g, h}, µ〉, где
x f g h

µ(x) 2 2 0
,

α f (x, y) g(x, y) h

νΣ
1 (α) min{x, y} max{x, y} 40

νΣ
2 (α) X ∩ Y X ∪ Y {∅}
νΣ

3 (α) x · y max{x, y} 1

.

Рассмотрим отображения ϕ, ψ, ζ, заданные таблицами
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Пример 2.

Рассмотрим сигнатуру Σ = 〈∅, {f, g, h}, µ〉, где
x f g h

µ(x) 2 2 0
,

α f (x, y) g(x, y) h

νΣ
1 (α) min{x, y} max{x, y} 40

νΣ
2 (α) X ∩ Y X ∪ Y {∅}
νΣ

3 (α) x · y max{x, y} 1

.

Рассмотрим отображения ϕ, ψ, ζ, заданные таблицами

x 10 20 40 min max 40

xϕ ∅ ∅ {∅} ∩ ∪ {∅}
xψ ∅ {∅} {∅} ∩ ∪ {∅}

x ∅ {∅} ∩ ∪ {∅}
xζ 0 1 · max 1

.
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Пример 2.

Рассмотрим сигнатуру Σ = 〈∅, {f, g, h}, µ〉, где
x f g h
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xϕ ∅ ∅ {∅} ∩ ∪ {∅}
xψ ∅ {∅} {∅} ∩ ∪ {∅}

x ∅ {∅} ∩ ∪ {∅}
xζ 0 1 · max 1

.

Если в верном высказывании max {min{10, 40},max{10, 20}} = 20 заме-
нить элементы носителя и операции на их образы относительно ϕ, то
вновь получим верное высказывание.
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Пример 2.
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µ(x) 2 2 0
,
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x 10 20 40 min max 40

xϕ ∅ ∅ {∅} ∩ ∪ {∅}
xψ ∅ {∅} {∅} ∩ ∪ {∅}

x ∅ {∅} ∩ ∪ {∅}
xζ 0 1 · max 1

.

max ϕ
{

min ϕ{10ϕ, 40ϕ}, max ϕ{10ϕ, 20ϕ}
}

= 20ϕ ⇔

⇔ (∅ ∩ {∅}) ∪ (∅ ∪ ∅) = ∅,
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Пример 2.

Рассмотрим сигнатуру Σ = 〈∅, {f, g, h}, µ〉, где
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µ(x) 2 2 0
,
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xψ ∅ {∅} {∅} ∩ ∪ {∅}

x ∅ {∅} ∩ ∪ {∅}
xζ 0 1 · max 1

.

Если в верном высказывании max {min{10, 40},max{10, 20}} = 20 заме-
нить элементы носителя и операции на их образы относительно ψ, то
вновь получим верное высказывание.
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Пример 2.

Рассмотрим сигнатуру Σ = 〈∅, {f, g, h}, µ〉, где
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µ(x) 2 2 0
,
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.
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x 10 20 40 min max 40

xϕ ∅ ∅ {∅} ∩ ∪ {∅}
xψ ∅ {∅} {∅} ∩ ∪ {∅}

x ∅ {∅} ∩ ∪ {∅}
xζ 0 1 · max 1

.

max ψ
{

min ψ{10ψ, 40ψ}, max ψ{10ψ, 20ψ}
}

= 20ψ ⇔

⇔ (∅ ∩ {∅}) ∪ (∅ ∪ {∅}) = {∅}.
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Пример 2.

Рассмотрим сигнатуру Σ = 〈∅, {f, g, h}, µ〉, где
x f g h

µ(x) 2 2 0
,

α f (x, y) g(x, y) h

νΣ
1 (α) min{x, y} max{x, y} 40

νΣ
2 (α) X ∩ Y X ∪ Y {∅}
νΣ

3 (α) x · y max{x, y} 1

.

Рассмотрим отображения ϕ, ψ, ζ, заданные таблицами

x 10 20 40 min max 40

xϕ ∅ ∅ {∅} ∩ ∪ {∅}
xψ ∅ {∅} {∅} ∩ ∪ {∅}

x ∅ {∅} ∩ ∪ {∅}
xζ 0 1 · max 1

.

Можно проверить, что аналогичная ситуация получается с любым
высказыванием такого типа (т.е. использующим лишь указанные
элементы и операции и, быть может, скобки).

15



Пример 2.

Рассмотрим сигнатуру Σ = 〈∅, {f, g, h}, µ〉, где
x f g h

µ(x) 2 2 0
,

α f (x, y) g(x, y) h
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1 (α) min{x, y} max{x, y} 40
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x 10 20 40 min max 40

xϕ ∅ ∅ {∅} ∩ ∪ {∅}
xψ ∅ {∅} {∅} ∩ ∪ {∅}

x ∅ {∅} ∩ ∪ {∅}
xζ 0 1 · max 1

.

Можно проверить, что аналогичная ситуация получается с любым
высказыванием такого типа. Но отображения ϕ и ψ не являются вза-
имно однозначными.
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Пример 2.

Рассмотрим сигнатуру Σ = 〈∅, {f, g, h}, µ〉, где
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νΣ
2 (α) X ∩ Y X ∪ Y {∅}
νΣ

3 (α) x · y max{x, y} 1

.

Рассмотрим отображения ϕ, ψ, ζ, заданные таблицами

x 10 20 40 min max 40

xϕ ∅ ∅ {∅} ∩ ∪ {∅}
xψ ∅ {∅} {∅} ∩ ∪ {∅}

x ∅ {∅} ∩ ∪ {∅}
xζ 0 1 · max 1

.

А вот функция ζ, являясь взаимно однозначной, тоже сохраняет зна-
чения истинности высказывания после замены элементов на их об-
разы относительно ζ.
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Пример 2.

Рассмотрим сигнатуру Σ = 〈∅, {f, g, h}, µ〉, где
x f g h

µ(x) 2 2 0
,

α f (x, y) g(x, y) h

νΣ
1 (α) min{x, y} max{x, y} 40

νΣ
2 (α) X ∩ Y X ∪ Y {∅}
νΣ

3 (α) x · y max{x, y} 1

.

Рассмотрим отображения ϕ, ψ, ζ, заданные таблицами

x 10 20 40 min max 40

xϕ ∅ ∅ {∅} ∩ ∪ {∅}
xψ ∅ {∅} {∅} ∩ ∪ {∅}

x ∅ {∅} ∩ ∪ {∅}
xζ 0 1 · max 1

.

В самом деле, например, истинно высказывание
(
{∅} ∪ ∅

)
∪ ∅ = ∅, и

истинно также высказывание(
{∅}ζ ∩ζ ∅ζ

)
∪ζ ∅ζ = ∅ζ, т.е. max{(1 · 0), 0} = 0.
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Таким образом, утверждения такого вида об алгебре〈{
∅, {∅}

}
, νΣ

2

〉
являются верными тогда и только тогда, когда их

«перевод» в утверждения об алгебре
〈
{0, 1}, νΣ

3

〉
также являются

верными, то есть эти алгебры в этом смысле «как бы одинаковы».
Функции ϕ и ψ обеспечивают лишь «односторонний перевод», то
есть с их помощью верные утверждения об алгебре

〈
{10, 20, 40}, νΣ

1

〉
«переводятся» в верные утверждения для алгебр

〈{
∅, {∅}

}
, νΣ

2

〉
и〈

{0, 1}, νΣ
3

〉
.

Вернуться к лекции?
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Пример 3. Пусть (мы воспользуемся соглашением)

A = 〈{0, 1}, {∧,¬}, {<}〉 , B = 〈{∅, {∅}}, {∩, }, {⊂}〉 .

При определении операции предполагается, что дополнение
берется до множества {∅}. Показать, что алгебраические си-
стемыA и B изоморфны.

Решение.
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Пример 3. Пусть (мы воспользуемся соглашением)

A = 〈{0, 1}, {∧,¬}, {<}〉 , B = 〈{∅, {∅}}, {∩, }, {⊂}〉 .

При определении операции предполагается, что дополнение
берется до множества {∅}. Показать, что алгебраические си-
стемыA и B изоморфны.

Решение. Проверим, что изоморфизмом является, например,
функция ϕ, заданная таблицей

x 0 1 ∧ ¬ <

xϕ ∅ {∅} ∩ ⊂ .
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x 0 1 ∧ ¬ <

xϕ ∅ {∅} ∩ ⊂ .

Надо проверить, во-первых, взаимную однозначность, во-вторых,
выполнение формул (f (x1, . . . , xn))ϕ = fϕ (xϕ1 , . . . , x

ϕ
n):
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выполнение формул (f (x1, . . . , xn))ϕ = fϕ (xϕ1 , . . . , x

ϕ
n):

(x ∨ y)ϕ = xϕ ∩ yϕ,
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ϕ
n):
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ϕ
n):

(x ∨ y)ϕ = xϕ ∩ yϕ, (¬x)ϕ = xϕ,
и, в-третьих, p(x1, . . . , xn) ⇔ pϕ (xϕ1 , . . . , x

ϕ
n): x < y ⇔ xϕ ⊂ yϕ.
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A = 〈{0, 1}, {∧,¬}, {<}〉 , B = 〈{∅, {∅}}, {∩, }, {⊂}〉 .

При определении операции предполагается, что дополнение
берется до множества {∅}. Показать, что алгебраические си-
стемыA и B изоморфны.

Решение. Проверим, что изоморфизмом является, например,
функция ϕ, заданная таблицей

x 0 1 ∧ ¬ <

xϕ ∅ {∅} ∩ ⊂ .

Взаимная однозначность ограничения ϕ на Ω = {0, 1} очевидна.
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Пример 3. Пусть (мы воспользуемся соглашением)

A = 〈{0, 1}, {∧,¬}, {<}〉 , B = 〈{∅, {∅}}, {∩, }, {⊂}〉 .

При определении операции предполагается, что дополнение
берется до множества {∅}. Показать, что алгебраические си-
стемыA и B изоморфны.

Решение. Проверим утверждение «во-вторых»:

(0 ∧ 0)ϕ = 0ϕ = ∅ = ∅ ∩ ∅ = 0ϕ ∧ϕ 0ϕ,

(0 ∧ 1)ϕ = 0ϕ = ∅ = ∅ ∩ {∅} = 0ϕ ∧ϕ 1ϕ,

(1 ∧ 0)ϕ = 0ϕ = ∅ = {∅} ∩ ∅ = 1ϕ ∧ϕ 0ϕ,

(1 ∧ 1)ϕ = 1ϕ = {∅} = {∅} ∩ {∅} = 1ϕ ∧ϕ 1ϕ,

(¬0)ϕ = 1ϕ = {∅} = ∅ = ¬ϕ0ϕ,

(¬1)ϕ = 0ϕ = ∅ = {∅} = ¬ϕ1ϕ.
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Пример 3. Пусть (мы воспользуемся соглашением)

A = 〈{0, 1}, {∧,¬}, {<}〉 , B = 〈{∅, {∅}}, {∩, }, {⊂}〉 .

При определении операции предполагается, что дополнение
берется до множества {∅}. Показать, что алгебраические си-
стемыA и B изоморфны.

Решение. Проверим утверждение «в-третьих» из определе-

ния изоморфизма. Предикат x < y истинен только при
{
x = 0,

y = 1,
а утверждение X ⊂ Y истинно в Ω′ = {∅, {∅}} только при{
X = ∅ = 0ϕ

Y = {∅} = 1ϕ
. Следовательно, x < y тогда и только тогда, ко-

гда xϕ <ϕ yϕ. Таким образом, ϕ является изоморфизмом, то есть A и
B изоморфны, что и требовалось доказать.

Вернуться к лекции?
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Пример 4. Пусть (мы воспользовались соглашением)

A = 〈{0, 1, 2}, {min,max}, {≤}〉 , B = 〈{∅, {∅}}, {∩,∪}, {⊆}〉 ,

x 0 1 2 min max ≤
xϕ ∅ {∅} {∅} ∩ ∪ ⊆ ,

x 0 1 2 min max ≤
xψ {∅} ∅ ∅ ∪ ∩ ⊆ .

Показать, что ϕ является сильным гомоморфизмом алгеб-
раической системы A на алгебраическую систему B, а ψ явля-
ется гомоморфизмом алгебраической системы A на алгебраи-
ческую систему B, но не является сильным гомоморфизмом.
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Пример 4. Пусть (мы воспользовались соглашением)

A = 〈{0, 1, 2}, {min,max}, {≤}〉 , B = 〈{∅, {∅}}, {∩,∪}, {⊆}〉 ,

x 0 1 2 min max ≤
xϕ ∅ {∅} {∅} ∩ ∪ ⊆ ,

x 0 1 2 min max ≤
xψ {∅} ∅ ∅ ∪ ∩ ⊆ .

Показать, что ϕ является сильным гомоморфизмом алгеб-
раической системы A на алгебраическую систему B, а ψ явля-
ется гомоморфизмом алгебраической системы A на алгебраи-
ческую систему B, но не является сильным гомоморфизмом.

Решение. Выполнение равенств для функцийϕ иψ проверьте са-
мостоятельно.
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Пример 4. Пусть (мы воспользовались соглашением)

A = 〈{0, 1, 2}, {min,max}, {≤}〉 , B = 〈{∅, {∅}}, {∩,∪}, {⊆}〉 ,

x 0 1 2 min max ≤
xϕ ∅ {∅} {∅} ∩ ∪ ⊆ ,

x 0 1 2 min max ≤
xψ {∅} ∅ ∅ ∪ ∩ ⊆ .

Показать, что ϕ является сильным гомоморфизмом алгеб-
раической системы A на алгебраическую систему B, а ψ явля-
ется гомоморфизмом алгебраической системы A на алгебраи-
ческую систему B, но не является сильным гомоморфизмом.

Решение. Выполнение равенств для функций ϕ и ψ проверьте
самостоятельно. Можно это сделать перебором всех значений аргу-
ментов, то есть таким же образом, как при решении примера 3.
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Пример 4. Пусть (мы воспользовались соглашением)

A = 〈{0, 1, 2}, {min,max}, {≤}〉 , B = 〈{∅, {∅}}, {∩,∪}, {⊆}〉 ,

x 0 1 2 min max ≤
xϕ ∅ {∅} {∅} ∩ ∪ ⊆ ,

x 0 1 2 min max ≤
xψ {∅} ∅ ∅ ∪ ∩ ⊆ .

Показать, что ϕ является сильным гомоморфизмом алгеб-
раической системы A на алгебраическую систему B, а ψ явля-
ется гомоморфизмом алгебраической системы A на алгебраи-
ческую систему B, но не является сильным гомоморфизмом.

Решение. Проверим, что ϕ — сильный гомоморфизм. Предикат
X ⊆ Y истинен в Ω′ = {∅, {∅}} только при

(X ;Y ) ∈ {(∅, ∅) , (∅, {∅}) , ({∅}, {∅})} .
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Подберем нужные прообразы:

∅︸︷︷︸
=0ϕ

⊆ ∅︸︷︷︸
=0ϕ

и 0 ≤ 0

∅︸︷︷︸
=0ϕ

⊆ {∅}︸︷︷︸
=1ϕ

и 0 ≤ 1

{∅}︸︷︷︸
=1ϕ

⊆ {∅}︸︷︷︸
=2ϕ

и 1 ≤ 2

Осталось заметить, что для любых прообразов x, y элементов, со-
ответственно, {∅} и ∅ неравенство x ≤ y не выполняется. Значит, ϕ
является сильным гомоморфизмом.

Гомоморфизм ψ не является сильным, так как, например, 0 < 2, но

0ψ = {∅} 6⊆ ∅ = 2ψ,

что и требовалось доказать.
Вернуться к лекции?
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Пример 5. Для алгебраической системы (мы воспользовались
соглашением) A = 〈{0, 1, 2}, {min,max}, {≤}〉 выяснить, какие
из отношений являются конгруенциями:

P = {(0; 0), (1; 1), (2; 2)}
Q = {(0; 0), (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2)}
R = {(0; 0), (0; 2), (2; 0), (1; 1), (2; 2)}
T = {(0; 0), (0; 1), (1; 0), (1; 1), (2; 2)}

Решение. Прежде всего отметим тот очевидный факт, что все эти
отношения являются отношениями эквивалентности.
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Пример 5. Для алгебраической системы (мы воспользовались
соглашением) A = 〈{0, 1, 2}, {min,max}, {≤}〉 выяснить, какие
из отношений являются конгруенциями:

P = {(0; 0), (1; 1), (2; 2)}
Q = {(0; 0), (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2)}
R = {(0; 0), (0; 2), (2; 0), (1; 1), (2; 2)}
T = {(0; 0), (0; 1), (1; 0), (1; 1), (2; 2)}

Решение. Разумеется, отношение P является конгруенцией, по-
скольку на самом деле P — это отношение равенства.
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Пример 5. Для алгебраической системы (мы воспользовались
соглашением) A = 〈{0, 1, 2}, {min,max}, {≤}〉 выяснить, какие
из отношений являются конгруенциями:

P = {(0; 0), (1; 1), (2; 2)}
Q = {(0; 0), (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2)}
R = {(0; 0), (0; 2), (2; 0), (1; 1), (2; 2)}
T = {(0; 0), (0; 1), (1; 0), (1; 1), (2; 2)}

Решение. Имеется два класса эквивалентных относительно Q

элементов: первый — это {0} и второй — это {1, 2}. Попытаемся
увидеть, что Q — конгруенция, с помощью специального представ-
ления таблиц Кэли для операций этой алгебраической системы. В
таблице Кэли самая верхняя компонента столбца представляет со-
бой некоторый элемент x из {0, 1, 2}.

40



Пример 5. Для алгебраической системы (мы воспользовались
соглашением) A = 〈{0, 1, 2}, {min,max}, {≤}〉 выяснить, какие
из отношений являются конгруенциями:

P = {(0; 0), (1; 1), (2; 2)}
Q = {(0; 0), (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2)}
R = {(0; 0), (0; 2), (2; 0), (1; 1), (2; 2)}
T = {(0; 0), (0; 1), (1; 0), (1; 1), (2; 2)}

Решение. Объединим в первый «блок» все те столбцы таблицы
Кэли, для которых x принадлежит первому классу эквивалентных
по Q элементов (этот блок состоит из одного столбца, верхняя ком-
понента которого равна 0), и во второй «блок» — все те столбцы
таблицы Кэли, для которых x принадлежит второму классу экви-
валентных по Q элементов (второй блок состоит из двух столбцов,
верхняя компонента которых равна 1 или 2).
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Пример 5. Для алгебраической системы (мы воспользовались
соглашением) A = 〈{0, 1, 2}, {min,max}, {≤}〉 выяснить, какие
из отношений являются конгруенциями:

P = {(0; 0), (1; 1), (2; 2)}
Q = {(0; 0), (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2)}
R = {(0; 0), (0; 2), (2; 0), (1; 1), (2; 2)}
T = {(0; 0), (0; 1), (1; 0), (1; 1), (2; 2)}

Решение. Аналогично поступим со строками: в первый «блок»
объединим строки таблицы Кэли, для которых y принадлежит пер-
вому классу эквивалентных по Q элементов (этот блок состоит из
одной строки, самая левая компонента которого равна 0), и во вто-
рой «блок» — все те строки таблицы Кэли, для которых y принад-
лежит второму классу эквивалентных по Q элементов (второй блок
состоит из двух строк, левая компонента которых равна 1 или 2).
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Пример 5. Для алгебраической системы (мы воспользовались
соглашением) A = 〈{0, 1, 2}, {min,max}, {≤}〉 выяснить, какие
из отношений являются конгруенциями:

P = {(0; 0), (1; 1), (2; 2)}
Q = {(0; 0), (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2)}
R = {(0; 0), (0; 2), (2; 0), (1; 1), (2; 2)}
T = {(0; 0), (0; 1), (1; 0), (1; 1), (2; 2)}

Решение. Кроме того, мы проиндексируем каждый элемент этих
таблиц номером класса эквивалентных по Q элементов, содержа-
щего этот элемент:

min 01 12 22

01 01 01 01

12 01 12 12

22 01 12 22

max 01 12 22

01 01 12 22

12 12 12 22

22 22 22 22

(1)
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min 01 12 22

01 01 01 01

12 01 12 12

22 01 12 22

max 01 12 22

01 01 12 22

12 12 12 22

22 22 22 22

(1)

Видно, что в каждом «прямоугольном блоке» этой таблицы все эле-
менты принадлежат одному и тому же классу эквивалентных эле-
ментов, то есть класс эквивалентных по Q элементов, в который
попадает элемент min{x, y} и max{x, y}, определяется только тем, к
какому классу эквивалентных элементов принадлежат элементы x

и y. Таким образом, Q — это конгруенция.
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Пример 5. Для алгебраической системы (мы воспользовались
соглашением) A = 〈{0, 1, 2}, {min,max}, {≤}〉 выяснить, какие
из отношений являются конгруенциями:

P = {(0; 0), (1; 1), (2; 2)}
Q = {(0; 0), (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2)}
R = {(0; 0), (0; 2), (2; 0), (1; 1), (2; 2)}
T = {(0; 0), (0; 1), (1; 0), (1; 1), (2; 2)}

Решение. Для R имеем: первый класс — это {0, 2}, второй — это
{1} (нумерация классов может быть другой)

min 01 21 12

01 01 01 01

21 01 21 12

12 01 12 12

max 01 21 12

01 01 21 12

21 21 21 21

12 12 21 12
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min 01 21 12

01 01 01 01

21 01 21 12

12 01 12 12

max 01 21 12

01 01 21 12

21 21 21 21

12 12 21 12

Таким образом, отношение R, не является конгруенцией, посколь-
ку, например,{

(0; 2) ∈ R
(1; 1) ∈ R , но (min{0, 1}; min{2, 1}) ∈ R.
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Пример 5. Для алгебраической системы (мы воспользовались
соглашением) A = 〈{0, 1, 2}, {min,max}, {≤}〉 выяснить, какие
из отношений являются конгруенциями:

P = {(0; 0), (1; 1), (2; 2)}
Q = {(0; 0), (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2)}
R = {(0; 0), (0; 2), (2; 0), (1; 1), (2; 2)}
T = {(0; 0), (0; 1), (1; 0), (1; 1), (2; 2)}

Решение. Для T имеем: первый класс — это {0, 1}, второй — это
{2} (нумерация классов может быть другой)

min 01 11 22

01 01 01 01

11 01 11 11

22 01 11 22

max 01 11 22

01 01 11 22

11 11 11 22

22 22 22 22

47



min 01 11 22

01 01 01 01

11 01 11 11

22 01 11 22

max 01 11 22

01 01 11 22

11 11 11 22

22 22 22 22

Таким образом, T является конгруенцией, так как, во-первых,
класс эквивалентных по T элементов, в который попадает
min{x, y}, определяется только тем, из какого класса эквивалент-
ных по T элементов взяты x, y; во-вторых, аналогичное утверждение
верно и для max{x, y}.

Обратите внимание на тот факт, что предикат ≤ при проверке «на
конгруентность» отношения эквивалентности никак не использует-
ся!

Вернуться к лекции или рассмотреть другой пример?
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Пример 6. Рассмотрим алгебраическую систему R(x) с носите-
лем из многочленов от переменной x с действительными коэф-
фициентами и операциями сложения и умножения многочле-
нов. Доказать, что отношение P , заданное формулой:

(p(x), q(x)) ∈ P ⇔ p(1) = q(1). (2)

является конгруенцией алгебраической системы R(x).

Решение.
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Пример 6. Рассмотрим алгебраическую систему R(x) с носите-
лем из многочленов от переменной x с действительными коэф-
фициентами и операциями сложения и умножения многочле-
нов. Доказать, что отношение P , заданное формулой:

(p(x), q(x)) ∈ P ⇔ p(1) = q(1). (2)

является конгруенцией алгебраической системы R(x).

Решение. Конкретизируем формулы из определения конгруен-
ции для нашего случая:
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Пример 6. Рассмотрим алгебраическую систему R(x) с носите-
лем из многочленов от переменной x с действительными коэф-
фициентами и операциями сложения и умножения многочле-
нов. Доказать, что отношение P , заданное формулой:

(p(x), q(x)) ∈ P ⇔ p(1) = q(1). (2)

является конгруенцией алгебраической системы R(x).

Решение. Конкретизируем формулы из определения конгруен-
ции для нашего случая: если f — это сумма многочленов, то{

(p1(x); q1(x)) ∈ P
(p2(x); q2(x)) ∈ P ⇒

(
p1(x) + p2(x); q1(x) + q2(x)

)
∈ P.
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Пример 6. Рассмотрим алгебраическую систему R(x) с носите-
лем из многочленов от переменной x с действительными коэф-
фициентами и операциями сложения и умножения многочле-
нов. Доказать, что отношение P , заданное формулой:

(p(x), q(x)) ∈ P ⇔ p(1) = q(1). (2)

является конгруенцией алгебраической системы R(x).

Решение. Конкретизируем формулы из определения конгруен-
ции для нашего случая: если f — это сумма многочленов, то{

(p1(x); q1(x)) ∈ P
(p2(x); q2(x)) ∈ P ⇒

(
p1(x) + p2(x); q1(x) + q2(x)

)
∈ P.

если f — это произведение многочленов, то{
(p1(x); q1(x)) ∈ P
(p2(x); q2(x)) ∈ P ⇒

(
p1(x)p2(x); q1(x)q2(x)

)
∈ P.
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Пример 6. Рассмотрим алгебраическую систему R(x) с носите-
лем из многочленов от переменной x с действительными коэф-
фициентами и операциями сложения и умножения многочле-
нов. Доказать, что отношение P , заданное формулой:

(p(x), q(x)) ∈ P ⇔ p(1) = q(1). (2)

является конгруенцией алгебраической системы R(x).

Решение.{
(p1(x); q1(x)) ∈ P
(p2(x); q2(x)) ∈ P ⇒
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Пример 6. Рассмотрим алгебраическую систему R(x) с носите-
лем из многочленов от переменной x с действительными коэф-
фициентами и операциями сложения и умножения многочле-
нов. Доказать, что отношение P , заданное формулой:

(p(x), q(x)) ∈ P ⇔ p(1) = q(1). (2)

является конгруенцией алгебраической системы R(x).

Решение.{
(p1(x); q1(x)) ∈ P
(p2(x); q2(x)) ∈ P ⇒

⇒
(
p1(x) + p2(x); q1(x) + q2(x)

)
∈ P.
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Пример 6. Рассмотрим алгебраическую систему R(x) с носите-
лем из многочленов от переменной x с действительными коэф-
фициентами и операциями сложения и умножения многочле-
нов. Доказать, что отношение P , заданное формулой:

(p(x), q(x)) ∈ P ⇔ p(1) = q(1). (2)

является конгруенцией алгебраической системы R(x).

Решение.{
(p1(x); q1(x)) ∈ P
(p2(x); q2(x)) ∈ P ⇒

{
p1(1) = q1(1),

p2(1) = q2(1)
⇒

⇒
(
p1(x) + p2(x); q1(x) + q2(x)

)
∈ P.
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Пример 6. Рассмотрим алгебраическую систему R(x) с носите-
лем из многочленов от переменной x с действительными коэф-
фициентами и операциями сложения и умножения многочле-
нов. Доказать, что отношение P , заданное формулой:

(p(x), q(x)) ∈ P ⇔ p(1) = q(1). (2)

является конгруенцией алгебраической системы R(x).

Решение.{
(p1(x); q1(x)) ∈ P
(p2(x); q2(x)) ∈ P ⇒

{
p1(1) = q1(1),

p2(1) = q2(1)
⇒

⇒ p1(1) + p2(1) = q1(1) + q2(1)⇒
(
p1(x) + p2(x); q1(x) + q2(x)

)
∈ P.
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Пример 6. Рассмотрим алгебраическую систему R(x) с носите-
лем из многочленов от переменной x с действительными коэф-
фициентами и операциями сложения и умножения многочле-
нов. Доказать, что отношение P , заданное формулой:

(p(x), q(x)) ∈ P ⇔ p(1) = q(1). (2)

является конгруенцией алгебраической системы R(x).

Решение.{
(p1(x); q1(x)) ∈ P
(p2(x); q2(x)) ∈ P ⇒

{
p1(1) = q1(1),

p2(1) = q2(1)
⇒

⇒ p1(1) + p2(1) = q1(1) + q2(1)⇒
(
p1(x) + p2(x); q1(x) + q2(x)

)
∈ P.

Для случая, когда f — сумма многочленов, формула выполняется.
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Пример 6. Рассмотрим алгебраическую систему R(x) с носите-
лем из многочленов от переменной x с действительными коэф-
фициентами и операциями сложения и умножения многочле-
нов. Доказать, что отношение P , заданное формулой:

(p(x), q(x)) ∈ P ⇔ p(1) = q(1). (2)

является конгруенцией алгебраической системы R(x).

Решение.{
(p1(x); q1(x)) ∈ P
(p2(x); q2(x)) ∈ P ⇒
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Пример 6. Рассмотрим алгебраическую систему R(x) с носите-
лем из многочленов от переменной x с действительными коэф-
фициентами и операциями сложения и умножения многочле-
нов. Доказать, что отношение P , заданное формулой:

(p(x), q(x)) ∈ P ⇔ p(1) = q(1). (2)

является конгруенцией алгебраической системы R(x).

Решение.{
(p1(x); q1(x)) ∈ P
(p2(x); q2(x)) ∈ P ⇒

⇒
(
p1(x)p2(x); q1(x)q2(x)

)
∈ P.
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Пример 6. Рассмотрим алгебраическую систему R(x) с носите-
лем из многочленов от переменной x с действительными коэф-
фициентами и операциями сложения и умножения многочле-
нов. Доказать, что отношение P , заданное формулой:

(p(x), q(x)) ∈ P ⇔ p(1) = q(1). (2)

является конгруенцией алгебраической системы R(x).

Решение.{
(p1(x); q1(x)) ∈ P
(p2(x); q2(x)) ∈ P ⇒

{
p1(1) = q1(1),

p2(1) = q2(1)
⇒

⇒
(
p1(x)p2(x); q1(x)q2(x)

)
∈ P.
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Пример 6. Рассмотрим алгебраическую систему R(x) с носите-
лем из многочленов от переменной x с действительными коэф-
фициентами и операциями сложения и умножения многочле-
нов. Доказать, что отношение P , заданное формулой:

(p(x), q(x)) ∈ P ⇔ p(1) = q(1). (2)

является конгруенцией алгебраической системы R(x).

Решение.{
(p1(x); q1(x)) ∈ P
(p2(x); q2(x)) ∈ P ⇒

{
p1(1) = q1(1),

p2(1) = q2(1)
⇒

⇒ p1(1)p2(1) = q1(1)q2(1)⇒
(
p1(x)p2(x); q1(x)q2(x)

)
∈ P.
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Пример 6. Рассмотрим алгебраическую систему R(x) с носите-
лем из многочленов от переменной x с действительными коэф-
фициентами и операциями сложения и умножения многочле-
нов. Доказать, что отношение P , заданное формулой:

(p(x), q(x)) ∈ P ⇔ p(1) = q(1). (2)

является конгруенцией алгебраической системы R(x).

Решение.{
(p1(x); q1(x)) ∈ P
(p2(x); q2(x)) ∈ P ⇒

{
p1(1) = q1(1),

p2(1) = q2(1)
⇒

⇒ p1(1)p2(1) = q1(1)q2(1)⇒
(
p1(x)p2(x); q1(x)q2(x)

)
∈ P.

Следовательно, для случая, когда f — произведение многочленов,
формула также выполняется. Задача решена.
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Пример 7. Для конгруенции Q из примера 5, найти фактор-
систему алгебраической системы из примера 5.

Решение.
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Пример 7. Для конгруенции Q из примера 5, найти фактор-
систему алгебраической системы из примера 5.

Решение. Носителем фактор-системыA/Q является множество
классов эквивалентных поQ элементов, то есть этот носитель равен
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Пример 7. Для конгруенции Q из примера 5, найти фактор-
систему алгебраической системы из примера 5.

Решение. Носителем фактор-системыA/Q является множество
классов эквивалентных поQ элементов, то есть этот носитель равен{
{0}, {1, 2}

}
.
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Пример 7. Для конгруенции Q из примера 5, найти фактор-
систему алгебраической системы из примера 5.

Решение. Носителем фактор-системыA/Q является множество
классов эквивалентных по Q элементов, то есть этот носитель ра-

вен
{
{0}, {1, 2}

}
. С помощью таблиц (1) нетрудно получить табли-

цы Кэли для образов операций:
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Пример 7. Для конгруенции Q из примера 5, найти фактор-
систему алгебраической системы из примера 5.

Решение. Носителем фактор-системыA/Q является множество
классов эквивалентных по Q элементов, то есть этот носитель ра-

вен
{
{0}, {1, 2}

}
. С помощью таблиц (1) нетрудно получить табли-

цы Кэли для образов операций:

minψQ {0} {1, 2}
{0} {0} {0}
{1, 2} {0} {1, 2}
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Пример 7. Для конгруенции Q из примера 5, найти фактор-
систему алгебраической системы из примера 5.

Решение. Носителем фактор-системыA/Q является множество
классов эквивалентных по Q элементов, то есть этот носитель ра-

вен
{
{0}, {1, 2}

}
. С помощью таблиц (1) нетрудно получить табли-

цы Кэли для образов операций:

minψQ {0} {1, 2}
{0} {0} {0}
{1, 2} {0} {1, 2}

maxψQ {0} {1, 2}
{0} {0} {1, 2}
{1, 2} {1, 2} {1, 2}

.
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Пример 7. Для конгруенции Q из примера 5, найти фактор-
систему алгебраической системы из примера 5.

Решение. Носителем фактор-системыA/Q является множество
классов эквивалентных по Q элементов, то есть этот носитель ра-

вен
{
{0}, {1, 2}

}
. С помощью таблиц (1) нетрудно получить табли-

цы Кэли для образов операций:

minψQ {0} {1, 2}
{0} {0} {0}
{1, 2} {0} {1, 2}

maxψQ {0} {1, 2}
{0} {0} {1, 2}
{1, 2} {1, 2} {1, 2}

.

Предикату ≤ соответствует предикат ≤ψQ, соответствующий отно-
шению
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Пример 7. Для конгруенции Q из примера 5, найти фактор-
систему алгебраической системы из примера 5.

Решение. Носителем фактор-системыA/Q является множество
классов эквивалентных по Q элементов, то есть этот носитель ра-

вен
{
{0}, {1, 2}

}
. С помощью таблиц (1) нетрудно получить табли-

цы Кэли для образов операций:

minψQ {0} {1, 2}
{0} {0} {0}
{1, 2} {0} {1, 2}

maxψQ {0} {1, 2}
{0} {0} {1, 2}
{1, 2} {1, 2} {1, 2}

.

Предикату ≤ соответствует предикат ≤ψQ, соответствующий отно-
шению

{({0}, {0}) , ({0}, {1, 2}) , ({1, 2}, {1, 2})} .
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Пример 7. Для конгруенции Q из примера 5, найти фактор-
систему алгебраической системы из примера 5.

Решение. Носителем фактор-системыA/Q является множество
классов эквивалентных по Q элементов, то есть этот носитель ра-

вен
{
{0}, {1, 2}

}
. С помощью таблиц (1) нетрудно получить табли-

цы Кэли для образов операций:

minψQ {0} {1, 2}
{0} {0} {0}
{1, 2} {0} {1, 2}

maxψQ {0} {1, 2}
{0} {0} {1, 2}
{1, 2} {1, 2} {1, 2}

.

Предикату ≤ соответствует предикат ≤ψQ, соответствующий отно-
шению

{({0}, {0}) , ({0}, {1, 2}) , ({1, 2}, {1, 2})} .
Алгебраическая фактор-система полностью описана.
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Пример 7. Для конгруенции Q из примера 5, найти фактор-
систему алгебраической системы из примера 5.

Решение. Носителем фактор-системыA/Q является множество
классов эквивалентных по Q элементов, то есть этот носитель ра-

вен
{
{0}, {1, 2}

}
. С помощью таблиц (1) нетрудно получить табли-

цы Кэли для образов операций:

minψQ {0} {1, 2}
{0} {0} {0}
{1, 2} {0} {1, 2}

maxψQ {0} {1, 2}
{0} {0} {1, 2}
{1, 2} {1, 2} {1, 2}

.

Предикату ≤ соответствует предикат ≤ψQ, соответствующий отно-
шению

{({0}, {0}) , ({0}, {1, 2}) , ({1, 2}, {1, 2})} .
Вернуться к лекции?
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Пример 8. Для гомоморфизмовϕ иψ примера 4, построить со-
ответствующие фактор-системы.

Решение.
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Пример 8. Для гомоморфизмовϕ иψ примера 4, построить со-
ответствующие фактор-системы.

Решение. Предикату ρϕ соответствует конгруенция
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Пример 8. Для гомоморфизмовϕ иψ примера 4, построить со-
ответствующие фактор-системы.

Решение. Предикату ρϕ соответствует конгруенция

R = {(0; 0), (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2)} .
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Пример 8. Для гомоморфизмовϕ иψ примера 4, построить со-
ответствующие фактор-системы.

Решение. Предикату ρϕ соответствует конгруенция

R = {(0; 0), (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2)} .

Поэтому фактор-алгебра A/ρϕ имеет следующий носитель:{
{0}, {1, 2}

}
.
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Пример 8. Для гомоморфизмовϕ иψ примера 4, построить со-
ответствующие фактор-системы.

Решение. Фактор-алгебра A/ρϕ имеет следующий носитель:{
{0}, {1, 2}

}
. Пусть m — образ операции min, и M — образ опе-

рации max в фактор-алгебреA/ρϕ. Тогда эти операции можно задать
следующими таблицами Кэли:
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Пример 8. Для гомоморфизмовϕ иψ примера 4, построить со-
ответствующие фактор-системы.

Решение. Фактор-алгебра A/ρϕ имеет следующий носитель:{
{0}, {1, 2}

}
. Пусть m — образ операции min, и M — образ опе-

рации max в фактор-алгебреA/ρϕ. Тогда эти операции можно задать
следующими таблицами Кэли:

m {0} {1, 2}
{0} {0} {0}
{1, 2} {0} {1, 2}
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Пример 8. Для гомоморфизмовϕ иψ примера 4, построить со-
ответствующие фактор-системы.

Решение. Фактор-алгебра A/ρϕ имеет следующий носитель:{
{0}, {1, 2}

}
. Пусть m — образ операции min, и M — образ опе-

рации max в фактор-алгебреA/ρϕ. Тогда эти операции можно задать
следующими таблицами Кэли:

m {0} {1, 2}
{0} {0} {0}
{1, 2} {0} {1, 2}

M {0} {1, 2}
{0} {0} {1, 2}
{1, 2} {1, 2} {1, 2}
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Пример 8. Для гомоморфизмовϕ иψ примера 4, построить со-
ответствующие фактор-системы.

Решение. Фактор-алгебра A/ρϕ имеет следующий носитель:{
{0}, {1, 2}

}
. Образ p предиката≤ соответствует отношению
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Пример 8. Для гомоморфизмовϕ иψ примера 4, построить со-
ответствующие фактор-системы.

Решение. Фактор-алгебра A/ρϕ имеет следующий носитель:{
{0}, {1, 2}

}
. Образ p предиката≤ соответствует отношению{(
{0}, {0}

)
,
(
{0}, {1, 2}

)
,
(
{1, 2}, {1, 2}

)}
.
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Пример 8. Для гомоморфизмовϕ иψ примера 4, построить со-
ответствующие фактор-системы.

Решение. Фактор-алгебра A/ρϕ имеет следующий носитель:{
{0}, {1, 2}

}
. Образ p предиката≤ соответствует отношению{(
{0}, {0}

)
,
(
{0}, {1, 2}

)
,
(
{1, 2}, {1, 2}

)}
.

Фактор-алгебра A =
〈{
{0}, {1, 2}

}
, {m,M} , {p}

〉
полностью

определена.
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Пример 8. Для гомоморфизмовϕ иψ примера 4, построить со-
ответствующие фактор-системы.

Решение. Как нетрудно убедиться непосредственной проверкой, в
полном соответствии с теоремой об описании гомоморфных об-
разов, отображение α, определенное таблицей
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Пример 8. Для гомоморфизмовϕ иψ примера 4, построить со-
ответствующие фактор-системы.

Решение. Как нетрудно убедиться непосредственной проверкой, в
полном соответствии с теоремой об описании гомоморфных об-
разов, отображение α, определенное таблицей

x {0} {1, 2} mϕ Mϕ p

xα ∅ {∅} ∩ ∪ ⊆ ,

является взаимно однозначным сильным гомоморфизмом.
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Пример 8. Для гомоморфизмовϕ иψ примера 4, построить со-
ответствующие фактор-системы.

Решение. В силу критерия изоморфизма α является изомор-
физмом алгебраической фактор-системы A/ρϕ на алгебраическую
систему B.
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Пример 8. Для гомоморфизмовϕ иψ примера 4, построить со-
ответствующие фактор-системы.

Решение. Предикату ρψ соответствует та же самая конгруен-
ция

R = {(0; 0), (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2)} ,
что и ρϕ, то есть эти предикаты совпадают! Значит,
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Пример 8. Для гомоморфизмовϕ иψ примера 4, построить со-
ответствующие фактор-системы.

Решение. Предикату ρψ соответствует та же самая конгруен-
ция

R = {(0; 0), (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2)} ,
что и ρϕ, то есть эти предикаты совпадают! Значит, и фактор-алгебры
совпадают.
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Пример 8. Для гомоморфизмовϕ иψ примера 4, построить со-
ответствующие фактор-системы.

Решение. Предикату ρψ соответствует та же самая конгруен-
ция

R = {(0; 0), (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2)} ,
что и ρϕ, то есть эти предикаты совпадают! Однако теперь взаимно
однозначный гомоморфизм β, определенный таблицей

x {0} {1, 2} mϕ Mϕ p

xβ {∅} ∅ ∪ ∩ ⊆ ,

не является сильным гомоморфизмом. Таким образом,
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Пример 8. Для гомоморфизмовϕ иψ примера 4, построить со-
ответствующие фактор-системы.

Решение. Предикату ρψ соответствует та же самая конгруен-
ция

R = {(0; 0), (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2)} ,
что и ρϕ, то есть эти предикаты совпадают! Однако теперь взаимно
однозначный гомоморфизм β, определенный таблицей

x {0} {1, 2} mϕ Mϕ p

xβ {∅} ∅ ∪ ∩ ⊆ ,

не является сильным гомоморфизмом. Таким образом, алгебра-
ические фактор-системыA/ρϕ = A/ρψ и B не изоморфны.

Вернуться к лекции?
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Пример 9. Рассмотрим циклическую группу Z8 порядка 8:

0 1 2 3 4 5 6 7
0 0 1 2 3 4 5 6 7
1 1 2 3 4 5 6 7 0
2 2 3 4 5 6 7 0 1
3 3 4 5 6 7 0 1 2
4 4 5 6 7 0 1 2 3
5 5 6 7 0 1 2 3 4
6 6 7 0 1 2 3 4 5
7 7 0 1 2 3 4 5 6

Рассмотрим конгруенции

T =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 4}
}
,

T ′′ =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 2; 4; 6}
}
.

Найти фактор-системы Z8/T , Z8/T
′′, (Z8/T ) /T ′.

Решение.
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Решение. Операции в фактор-системах Z8/T , Z8/T
′′,

(Z8/T ) /T ′ можно задать следующими таблицами Кэли:

Z8/T

{ }
{ }

T =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 4}
}
,

T ′′ =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 2; 4; 6}
}
.
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Решение. Операции в фактор-системах Z8/T , Z8/T
′′,

(Z8/T ) /T ′ можно задать следующими таблицами Кэли:

Z8/T

{0; 4}
{0; 4}

T =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 4}
}
,

T ′′ =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 2; 4; 6}
}
.
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Решение. Операции в фактор-системах Z8/T , Z8/T
′′,

(Z8/T ) /T ′ можно задать следующими таблицами Кэли:

Z8/T

{0; 4} {1; 5}
{0; 4}
{1; 5}

T =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 4}
}
,

T ′′ =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 2; 4; 6}
}
.
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Решение. Операции в фактор-системах Z8/T , Z8/T
′′,

(Z8/T ) /T ′ можно задать следующими таблицами Кэли:

Z8/T

{0; 4} {1; 5} {2; 6}
{0; 4}
{1; 5}
{2; 6}

T =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 4}
}
,

T ′′ =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 2; 4; 6}
}
.
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Решение. Операции в фактор-системах Z8/T , Z8/T
′′,

(Z8/T ) /T ′ можно задать следующими таблицами Кэли:

Z8/T

{0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{0; 4}
{1; 5}
{2; 6}
{3; 7}

T =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 4}
}
,

T ′′ =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 2; 4; 6}
}
.
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Решение. Операции в фактор-системах Z8/T , Z8/T
′′,

(Z8/T ) /T ′ можно задать следующими таблицами Кэли:

Z8/T

{0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{0; 4} {0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{1; 5} {1; 5} {2; 6} {3; 7} {0; 4}
{2; 6} {2; 6} {3; 7} {0; 4} {1; 5}
{3; 7} {3; 7} {0; 4} {1; 5} {2; 6}

T =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 4}
}
,

T ′′ =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 2; 4; 6}
}
.
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Решение. Операции в фактор-системах Z8/T , Z8/T
′′,

(Z8/T ) /T ′ можно задать следующими таблицами Кэли:

Z8/T

{0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{0; 4} {0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{1; 5} {1; 5} {2; 6} {3; 7} {0; 4}
{2; 6} {2; 6} {3; 7} {0; 4} {1; 5}
{3; 7} {3; 7} {0; 4} {1; 5} {2; 6}

Z8/T
′′

T =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 4}
}
,

T ′′ =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 2; 4; 6}
}
.
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Решение. Операции в фактор-системах Z8/T , Z8/T
′′,

(Z8/T ) /T ′ можно задать следующими таблицами Кэли:

Z8/T

{0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{0; 4} {0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{1; 5} {1; 5} {2; 6} {3; 7} {0; 4}
{2; 6} {2; 6} {3; 7} {0; 4} {1; 5}
{3; 7} {3; 7} {0; 4} {1; 5} {2; 6}

Z8/T
′′

{0; 2; 4; 6}
{0; 2; 4; 6}

T =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 4}
}
,

T ′′ =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 2; 4; 6}
}
.
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Решение. Операции в фактор-системах Z8/T , Z8/T
′′,

(Z8/T ) /T ′ можно задать следующими таблицами Кэли:

Z8/T

{0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{0; 4} {0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{1; 5} {1; 5} {2; 6} {3; 7} {0; 4}
{2; 6} {2; 6} {3; 7} {0; 4} {1; 5}
{3; 7} {3; 7} {0; 4} {1; 5} {2; 6}

Z8/T
′′

{0; 2; 4; 6} {1; 3; 5; 7}
{0; 2; 4; 6}
{1; 3; 5; 7}

T =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 4}
}
,

T ′′ =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 2; 4; 6}
}
.
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Решение. Операции в фактор-системах Z8/T , Z8/T
′′,

(Z8/T ) /T ′ можно задать следующими таблицами Кэли:

Z8/T

{0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{0; 4} {0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{1; 5} {1; 5} {2; 6} {3; 7} {0; 4}
{2; 6} {2; 6} {3; 7} {0; 4} {1; 5}
{3; 7} {3; 7} {0; 4} {1; 5} {2; 6}

Z8/T
′′

{0; 2; 4; 6} {1; 3; 5; 7}
{0; 2; 4; 6} {0; 2; 4; 6} {1; 3; 5; 7}
{1; 3; 5; 7} {1; 3; 5; 7} {0; 2; 4; 6}

T =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 4}
}
,

T ′′ =
{

(x; y) |x− y| ∈ {0; 2; 4; 6}
}
.
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Решение. Операции в фактор-системах Z8/T , Z8/T
′′,

(Z8/T ) /T ′ можно задать следующими таблицами Кэли:

Z8/T

{0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{0; 4} {0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{1; 5} {1; 5} {2; 6} {3; 7} {0; 4}
{2; 6} {2; 6} {3; 7} {0; 4} {1; 5}
{3; 7} {3; 7} {0; 4} {1; 5} {2; 6}

Z8/T
′′

{0; 2; 4; 6} {1; 3; 5; 7}
{0; 2; 4; 6} {0; 2; 4; 6} {1; 3; 5; 7}
{1; 3; 5; 7} {1; 3; 5; 7} {0; 2; 4; 6}

(Z8/T ) /T ′{ } { }{ }{ }
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Решение. Операции в фактор-системах Z8/T , Z8/T
′′,

(Z8/T ) /T ′ можно задать следующими таблицами Кэли:

Z8/T

{0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{0; 4} {0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{1; 5} {1; 5} {2; 6} {3; 7} {0; 4}
{2; 6} {2; 6} {3; 7} {0; 4} {1; 5}
{3; 7} {3; 7} {0; 4} {1; 5} {2; 6}

Z8/T
′′

{0; 2; 4; 6} {1; 3; 5; 7}
{0; 2; 4; 6} {0; 2; 4; 6} {1; 3; 5; 7}
{1; 3; 5; 7} {1; 3; 5; 7} {0; 2; 4; 6}

(Z8/T ) /T ′{
{0; 4}; {2; 6}

} { }{
{0; 4}; {2; 6}

}{ }
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Решение. Операции в фактор-системах Z8/T , Z8/T
′′,

(Z8/T ) /T ′ можно задать следующими таблицами Кэли:

Z8/T

{0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{0; 4} {0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{1; 5} {1; 5} {2; 6} {3; 7} {0; 4}
{2; 6} {2; 6} {3; 7} {0; 4} {1; 5}
{3; 7} {3; 7} {0; 4} {1; 5} {2; 6}

Z8/T
′′

{0; 2; 4; 6} {1; 3; 5; 7}
{0; 2; 4; 6} {0; 2; 4; 6} {1; 3; 5; 7}
{1; 3; 5; 7} {1; 3; 5; 7} {0; 2; 4; 6}

(Z8/T ) /T ′{
{0; 4}; {2; 6}

} {
{1; 5}; {3; 7}

}{
{0; 4}; {2; 6}

}{
{1; 5}; {3; 7}

}
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Решение. Операции в фактор-системах Z8/T , Z8/T
′′,

(Z8/T ) /T ′ можно задать следующими таблицами Кэли:

Z8/T

{0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{0; 4} {0; 4} {1; 5} {2; 6} {3; 7}
{1; 5} {1; 5} {2; 6} {3; 7} {0; 4}
{2; 6} {2; 6} {3; 7} {0; 4} {1; 5}
{3; 7} {3; 7} {0; 4} {1; 5} {2; 6}

Z8/T
′′

{0; 2; 4; 6} {1; 3; 5; 7}
{0; 2; 4; 6} {0; 2; 4; 6} {1; 3; 5; 7}
{1; 3; 5; 7} {1; 3; 5; 7} {0; 2; 4; 6}

(Z8/T ) /T ′{
{0; 4}; {2; 6}

} {
{1; 5}; {3; 7}

}{
{0; 4}; {2; 6}

} {
{0; 4}; {2; 6}

} {
{1; 5}; {3; 7}

}{
{1; 5}; {3; 7}

} {
{1; 5}; {3; 7}

} {
{0; 4}; {2; 6}

}
Вернуться к лекции?
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Задача I.1. (Ответ приведен на стр.124.) Найти все группоиды с носите-
лем {1; 2} и нейтральным элементом 1. Указать, какие из них явля-
ются группами.
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Задача I.2. (Ответ приведен на стр.126.) Проверить, что группой явля-
ется алгебра, операция� в которой задана таблицей

x� y
x\y 1 2 3

1 3 1 2

2 1 2 3

3 2 3 1

106



Задача II.3. (Ответ приведен на стр.128.) Запишите формулы из
определения гомоморфизма для случая, когда рассматривает-
ся гомоморфизм τ универсальной алгебры с операциями +, •−1,
max{x; y; z},

√
• на некоторую универсальную алгебру, причем

образом операции + является min{a; b}, операции •−1 — опе-
рация (−•), max{x; y; z} — (x · y · z − z · y · x),

√
• — опера-

ция (−•).
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Задача II.4. (Ответ приведен на стр.138.) Запишите формулы из опреде-
ления конгруенции S для случая, когда в исходной алгебраической
системе рассматриваются операции +, •−1, max{x; y; z},

√
•.
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Задача II.5. (Ответ приведен на стр.150.) Запишите определение класса
элементов, эквивалентных элементу m относительно конгруен-
ции T .
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Задача II.6. (Ответ приведен на стр.153.) Пусть T — конгруенция ал-
гебраической системыA. Запишите определения операций, индуци-
рованных одноместной операцией α, двуместной операцией β и
трехместной операцией γ.
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Задача II.7. (Ответ приведен на стр.163.) Пусть T — конгруенция ал-
гебраической системы A. Запишите определения отношений, инду-
цированных одноместным отношением P , двуместным отношени-
ем Q и трехместным отношением R.
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Задача III.8. (Ответ приведен на стр.176.) Рассмотрим алгеб-
ру A квадратичных форм p(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с операциями
сложения квадратичных форм и умножения квадратичной фор-
мы на число. Проверьте по определению, что конгруенцией
является отношение T , определенное на алгебре A формулой:
(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x).
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Задача III.9. (Ответ приведен на стр.191.) Рассмотрим полугруп-
пу матриц M2×2(R) с операцией «умножение матриц». Докажи-
те, что конгруенцией является отношение S, заданное формулой:
(X, Y ) ∈ S ⇔ detX = detY .
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Задача III.10. (Ответ приведен на стр.202.) Даны универсальные алгеб-
ры A = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪}〉, B = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∩, }〉,
C = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉. Проверьте, какие из отношений
эквивалентности T1, T2 и T3 являются конгруенциями ал-

гебр A, B, C, если T1 =

{
(X, Y )

[
{X, Y } ⊆ {∅},
{X, Y } ⊆ {{a}, {b}, {a, b}}

}
,

T2 =

(X, Y )

 {X, Y } ⊆ {∅},{X, Y } ⊆ {{a}, {b}},
{X, Y } ⊆ {{a, b}}

,

T3 =

{
(X, Y )

[
{X, Y } ⊆ {∅, {b}},
{X, Y } ⊆ {∅, {a}, {a, b}}

}
.
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Задача IV.11. (Ответ приведен на стр.206.)

A = 〈{0; 1; 2; 3} , {f ; g} , {P}〉, B = 〈{a; b} , {u; v} , {Q}〉,

где (x; y) ∈ P ⇔
{
{x; y} ⊆ {0, 1, 2, 3}
x ≤ y

, Q = {a; b} × {a; b} —

универсальное отношение,

f (x; y)

y\x 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2

,

g(x; y)

y\x 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 1

,

u(x; y)

y\x a b

a a b

b b a

,

v(x; y)

y\x a b

a a a

b a b

,

x 0 1 2 3 f g P

xϕ a b a b u v Q
.

Проверьте, что функция ϕ — сильный гомоморфизм, найдите кон-
груенцию Tϕ иA/Tϕ.

115



Задача IV.12. (Ответ приведен на стр.218.) Найти фактор-пространство
двумерного пространства геометрических векторов по конгруенции
T , определенной правилом:

(
x
−→
i + y

−→
j ; x
−→
i + z

−→
j
)
∈ T .

116



Задача IV.13. (Ответ приведен на стр.221.) Покажите, что в кольце це-
лых чисел множество D четных чисел является носителем идеала.
Найдите фактор-кольцо кольца целых чисел по этому идеалу. По-
кажите, что это фактор-кольцо изоморфно полю GF (2), с носите-
лем {0; 1} в котором операции «сложение» + и «умножение» · за-
даны таблицами

+ 0 1

0 0 1

1 1 0

· 0 1

0 0 0

1 0 1

117



Задача IV.14. (Ответ приведен на стр.235.) Пусть GF (2) — коль-
цо (поле) вычетов по модулю 2, т.е. операции в этом поле зада-

ны таблицами
+ 0 1

0 0 1

1 1 0

· 0 1

0 0 0

1 0 1

. Проверьте, что кольцом являет-

ся алгебра матриц с носителем K =

{(
α β

β α

)
{α; β} ⊆ GF (2)

}
,

с обычными операциями сложения и умножения матриц (с уче-
том специфики умножения в GF (2)). Покажите, что множество

I =

{(
γ γ

γ γ

)
γ ∈ GF (2)

}
является носителем идеала в K. Най-

дите фактор-кольцо K/I .
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Задача V.15. (Ответ приведен на стр.252.) Найти все фактор-группы
циклической группы порядка 6.
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Задача V.16. (Ответ приведен на стр.319.) Найти все фактор-
алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.
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Задача V.17. (Ответ приведен на стр.352.) Найти все фактор-алгебры
кольца целых чисел с отношением <.
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Ответы и решения
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Решение задачи 1.
Задача 1. Найти все группоиды с носителем {1; 2} и нейтральным элементом 1. Указать, какие

из них являются группами.
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Задача 1. Найти все группоиды с носителем {1; 2} и нейтральным элементом 1. Указать, какие
из них являются группами.

Ответ.
x\y 1 2 1 2

1 1 2 1 2
2 2 1 2 2
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Решение задачи 2.
Задача 2. Проверить, что группой является алгебра, операция� в которой задана таблицей

x� y
x\y 1 2 3
1 3 1 2
2 1 2 3
3 2 3 1
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Задача 2. Проверить, что группой является алгебра, операция� в которой задана таблицей

x� y
x\y 1 2 3
1 3 1 2
2 1 2 3
3 2 3 1

Ответ. Единичным элементом является 2. Нетривиальной является только проверка ассоциа-
тивности — 27 равенств.
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Решение задачи 3.
Задача 3. Запишите формулы из определения гомоморфизма для случая, когда рассмат-

ривается гомоморфизм τ универсальной алгебры с операциями +, •−1, max{x; y; z},
√
•

на некоторую универсальную алгебру, причем образом операции + является min{a; b}, опера-
ции •−1 — операция (−•), max{x; y; z}— (x · y · z − z · y · x),

√
•— операция (−•).
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Задача 3. Запишите формулы из определения гомоморфизма для случая, когда рассматрива-
ется гомоморфизм τ универсальной алгебры с операциями +, •−1, max{x; y; z},

√
• на неко-

торую универсальную алгебру, причем образом операции + является min{a; b}, операции •−1 —
операция (−•), max{x; y; z}— (x · y · z − z · y · x),

√
•— операция (−•).

Ответ. (x+ y)τ =
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Задача 3. Запишите формулы из определения гомоморфизма для случая, когда рассматрива-
ется гомоморфизм τ универсальной алгебры с операциями +, •−1, max{x; y; z},

√
• на неко-

торую универсальную алгебру, причем образом операции + является min{a; b}, операции •−1 —
операция (−•), max{x; y; z}— (x · y · z − z · y · x),

√
•— операция (−•).

Ответ. (x+ y)τ = xτ (+)τyτ =
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Задача 3. Запишите формулы из определения гомоморфизма для случая, когда рассматрива-
ется гомоморфизм τ универсальной алгебры с операциями +, •−1, max{x; y; z},

√
• на неко-

торую универсальную алгебру, причем образом операции + является min{a; b}, операции •−1 —
операция (−•), max{x; y; z}— (x · y · z − z · y · x),

√
•— операция (−•).

Ответ. (x+ y)τ = xτ (+)τyτ = min {xτ , yτ}
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Задача 3. Запишите формулы из определения гомоморфизма для случая, когда рассматрива-
ется гомоморфизм τ универсальной алгебры с операциями +, •−1, max{x; y; z},

√
• на неко-

торую универсальную алгебру, причем образом операции + является min{a; b}, операции •−1 —
операция (−•), max{x; y; z}— (x · y · z − z · y · x),

√
•— операция (−•).

Ответ. (x+ y)τ = min {xτ , yτ},
(x−1)

τ
=
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Задача 3. Запишите формулы из определения гомоморфизма для случая, когда рассматрива-
ется гомоморфизм τ универсальной алгебры с операциями +, •−1, max{x; y; z},

√
• на неко-

торую универсальную алгебру, причем образом операции + является min{a; b}, операции •−1 —
операция (−•), max{x; y; z}— (x · y · z − z · y · x),

√
•— операция (−•).

Ответ. (x+ y)τ = min {xτ , yτ},
(x−1)

τ
= −xτ ,
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Задача 3. Запишите формулы из определения гомоморфизма для случая, когда рассматрива-
ется гомоморфизм τ универсальной алгебры с операциями +, •−1, max{x; y; z},

√
• на неко-

торую универсальную алгебру, причем образом операции + является min{a; b}, операции •−1 —
операция (−•), max{x; y; z}— (x · y · z − z · y · x),

√
•— операция (−•).

Ответ. (x+ y)τ = min {xτ , yτ},
(x−1)

τ
= −xτ ,

(max{x; y; z})τ =
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Задача 3. Запишите формулы из определения гомоморфизма для случая, когда рассматрива-
ется гомоморфизм τ универсальной алгебры с операциями +, •−1, max{x; y; z},

√
• на неко-

торую универсальную алгебру, причем образом операции + является min{a; b}, операции •−1 —
операция (−•), max{x; y; z}— (x · y · z − z · y · x),

√
•— операция (−•).

Ответ. (x+ y)τ = min {xτ , yτ},
(x−1)

τ
= −xτ ,

(max{x; y; z})τ = (xτ · yτ · zτ − zτ · yτ · xτ ),
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Задача 3. Запишите формулы из определения гомоморфизма для случая, когда рассматрива-
ется гомоморфизм τ универсальной алгебры с операциями +, •−1, max{x; y; z},

√
• на неко-

торую универсальную алгебру, причем образом операции + является min{a; b}, операции •−1 —
операция (−•), max{x; y; z}— (x · y · z − z · y · x),

√
•— операция (−•).

Ответ. (x+ y)τ = min {xτ , yτ},
(x−1)

τ
= −xτ ,

(max{x; y; z})τ = (xτ · yτ · zτ − zτ · yτ · xτ ),
(
√
x)

τ
=
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Задача 3. Запишите формулы из определения гомоморфизма для случая, когда рассматрива-
ется гомоморфизм τ универсальной алгебры с операциями +, •−1, max{x; y; z},

√
• на неко-

торую универсальную алгебру, причем образом операции + является min{a; b}, операции •−1 —
операция (−•), max{x; y; z}— (x · y · z − z · y · x),

√
•— операция (−•).

Ответ. (x+ y)τ = min {xτ , yτ},
(x−1)

τ
= −xτ ,

(max{x; y; z})τ = (xτ · yτ · zτ − zτ · yτ · xτ ),
(
√
x)

τ
= −xτ .
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Решение задачи 4.
Задача 4. Запишите формулы из определения конгруенции S для случая, когда в исходной

алгебраической системе рассматриваются операции +, •−1, max{x; y; z},
√
•.
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Задача 4. Запишите формулы из определения конгруенции S для случая, когда в исходной
алгебраической системе рассматриваются операции +, •−1, max{x; y; z},

√
•.

Ответ.
{

(x1; y1) ∈ S, ⇒
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Задача 4. Запишите формулы из определения конгруенции S для случая, когда в исходной
алгебраической системе рассматриваются операции +, •−1, max{x; y; z},

√
•.

Ответ.
{

(x1; y1) ∈ S,
(x2; y2) ∈ S

⇒
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Задача 4. Запишите формулы из определения конгруенции S для случая, когда в исходной
алгебраической системе рассматриваются операции +, •−1, max{x; y; z},

√
•.

Ответ.
{

(x1; y1) ∈ S,
(x2; y2) ∈ S

⇒ (x1 + x2; y1 + y2) ∈ S,
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Задача 4. Запишите формулы из определения конгруенции S для случая, когда в исходной
алгебраической системе рассматриваются операции +, •−1, max{x; y; z},

√
•.

Ответ.
{

(x1; y1) ∈ S,
(x2; y2) ∈ S

⇒ (x1 + x2; y1 + y2) ∈ S,

(x; y) ∈ S ⇒
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Задача 4. Запишите формулы из определения конгруенции S для случая, когда в исходной
алгебраической системе рассматриваются операции +, •−1, max{x; y; z},

√
•.

Ответ.
{

(x1; y1) ∈ S,
(x2; y2) ∈ S

⇒ (x1 + x2; y1 + y2) ∈ S,

(x; y) ∈ S ⇒ (x−1; y−1) ∈ S,
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Задача 4. Запишите формулы из определения конгруенции S для случая, когда в исходной
алгебраической системе рассматриваются операции +, •−1, max{x; y; z},

√
•.

Ответ.
{

(x1; y1) ∈ S,
(x2; y2) ∈ S

⇒ (x1 + x2; y1 + y2) ∈ S,

(x; y) ∈ S ⇒ (x−1; y−1) ∈ S, (x1; y1) ∈ S,
⇒
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Задача 4. Запишите формулы из определения конгруенции S для случая, когда в исходной
алгебраической системе рассматриваются операции +, •−1, max{x; y; z},

√
•.

Ответ.
{

(x1; y1) ∈ S,
(x2; y2) ∈ S

⇒ (x1 + x2; y1 + y2) ∈ S,

(x; y) ∈ S ⇒ (x−1; y−1) ∈ S, (x1; y1) ∈ S,
(x2; y2) ∈ S, ⇒
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Задача 4. Запишите формулы из определения конгруенции S для случая, когда в исходной
алгебраической системе рассматриваются операции +, •−1, max{x; y; z},

√
•.

Ответ.
{

(x1; y1) ∈ S,
(x2; y2) ∈ S

⇒ (x1 + x2; y1 + y2) ∈ S,

(x; y) ∈ S ⇒ (x−1; y−1) ∈ S, (x1; y1) ∈ S,
(x2; y2) ∈ S,
(x3; y3) ∈ S

⇒
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Задача 4. Запишите формулы из определения конгруенции S для случая, когда в исходной
алгебраической системе рассматриваются операции +, •−1, max{x; y; z},

√
•.

Ответ.
{

(x1; y1) ∈ S,
(x2; y2) ∈ S

⇒ (x1 + x2; y1 + y2) ∈ S,

(x; y) ∈ S ⇒ (x−1; y−1) ∈ S, (x1; y1) ∈ S,
(x2; y2) ∈ S,
(x3; y3) ∈ S

⇒ (max{x1, x2, x3}; max{y1, y2, y3}) ∈ S,
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Задача 4. Запишите формулы из определения конгруенции S для случая, когда в исходной
алгебраической системе рассматриваются операции +, •−1, max{x; y; z},

√
•.

Ответ.
{

(x1; y1) ∈ S,
(x2; y2) ∈ S

⇒ (x1 + x2; y1 + y2) ∈ S,

(x; y) ∈ S ⇒ (x−1; y−1) ∈ S, (x1; y1) ∈ S,
(x2; y2) ∈ S,
(x3; y3) ∈ S

⇒ (max{x1, x2, x3}; max{y1, y2, y3}) ∈ S,

(x; y) ∈ S ⇒
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Задача 4. Запишите формулы из определения конгруенции S для случая, когда в исходной
алгебраической системе рассматриваются операции +, •−1, max{x; y; z},

√
•.

Ответ.
{

(x1; y1) ∈ S,
(x2; y2) ∈ S

⇒ (x1 + x2; y1 + y2) ∈ S,

(x; y) ∈ S ⇒ (x−1; y−1) ∈ S, (x1; y1) ∈ S,
(x2; y2) ∈ S,
(x3; y3) ∈ S

⇒ (max{x1, x2, x3}; max{y1, y2, y3}) ∈ S,

(x; y) ∈ S ⇒
(√

x;
√
y
)
∈ S.
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Решение задачи 5.
Задача 5. Запишите определение класса элементов, эквивалентных элементу m относи-

тельно конгруенции T .
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Задача 5. Запишите определение класса элементов, эквивалентных элементуm относитель-
но конгруенции T .

Ответ. Согласно определению класса эквивалентных элементов C(m) =
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Задача 5. Запишите определение класса элементов, эквивалентных элементуm относитель-
но конгруенции T .

Ответ. Согласно определению класса эквивалентных элементов C(m) =
{
t (m; t) ∈ T

}
.
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Решение задачи 6.
Задача 6. Пусть T — конгруенция алгебраической системы A. Запишите определения опе-

раций, индуцированных одноместной операцией α, двуместной операцией β и трехместной
операцией γ.
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Задача 6. Пусть T — конгруенция алгебраической системыA. Запишите определения операций,
индуцированных одноместной операцией α, двуместной операцией β и трехместной опера-
цией γ.

Ответ. По определению индуцированной операции

α′ (C) =

153



Задача 6. Пусть T — конгруенция алгебраической системыA. Запишите определения операций,
индуцированных одноместной операцией α, двуместной операцией β и трехместной опера-
цией γ.

Ответ. По определению индуцированной операции

α′ (C) =

{ }
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Задача 6. Пусть T — конгруенция алгебраической системыA. Запишите определения операций,
индуцированных одноместной операцией α, двуместной операцией β и трехместной опера-
цией γ.

Ответ. По определению индуцированной операции

α′ (C) =

{
t

{
( ; t) ∈ T,

}
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Задача 6. Пусть T — конгруенция алгебраической системыA. Запишите определения операций,
индуцированных одноместной операцией α, двуместной операцией β и трехместной опера-
цией γ.

Ответ. По определению индуцированной операции

α′ (C) =

{
t

{
( ; t) ∈ T,
x ∈ C

}
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Задача 6. Пусть T — конгруенция алгебраической системыA. Запишите определения операций,
индуцированных одноместной операцией α, двуместной операцией β и трехместной опера-
цией γ.

Ответ. По определению индуцированной операции

α′ (C) =

{
t

{
(α(x); t) ∈ T,
x ∈ C

}
,
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Задача 6. Пусть T — конгруенция алгебраической системыA. Запишите определения операций,
индуцированных одноместной операцией α, двуместной операцией β и трехместной опера-
цией γ.

Ответ. По определению индуцированной операции

α′ (C) =

{
t

{
(α(x); t) ∈ T,
x ∈ C

}
,

β′ (C; D) =
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Задача 6. Пусть T — конгруенция алгебраической системыA. Запишите определения операций,
индуцированных одноместной операцией α, двуместной операцией β и трехместной опера-
цией γ.

Ответ. По определению индуцированной операции

α′ (C) =

{
t

{
(α(x); t) ∈ T,
x ∈ C

}
,

β′ (C; D) =

t
 (β(x; y); t) ∈ T,

x ∈ C,
y ∈ D

,
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Задача 6. Пусть T — конгруенция алгебраической системыA. Запишите определения операций,
индуцированных одноместной операцией α, двуместной операцией β и трехместной опера-
цией γ.

Ответ. По определению индуцированной операции

α′ (C) =

{
t

{
(α(x); t) ∈ T,
x ∈ C

}
,

β′ (C; D) =

t
 (β(x; y); t) ∈ T,

x ∈ C,
y ∈ D

,

γ′ (C; D; E) =
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Задача 6. Пусть T — конгруенция алгебраической системыA. Запишите определения операций,
индуцированных одноместной операцией α, двуместной операцией β и трехместной опера-
цией γ.

Ответ. По определению индуцированной операции

α′ (C) =

{
t

{
(α(x); t) ∈ T,
x ∈ C

}
,

β′ (C; D) =

t
 (β(x; y); t) ∈ T,

x ∈ C,
y ∈ D

,

γ′ (C; D; E) =

t


(γ(x; y; z); t) ∈ T,
x ∈ C,
y ∈ D,
z ∈ E

.
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Решение задачи 7.
Задача 7. Пусть T — конгруенция алгебраической системы A. Запишите определения от-

ношений, индуцированных одноместным отношением P , двуместным отношением Q и трех-
местным отношением R.
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Задача 7. Пусть T — конгруенция алгебраической системы A. Запишите определения отноше-
ний, индуцированных одноместным отношением P , двуместным отношением Q и трехмест-
ным отношением R.

Ответ. По определению индуцированного отношения

P ′ =
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Задача 7. Пусть T — конгруенция алгебраической системы A. Запишите определения от-
ношений, индуцированных одноместным отношением P , двуместным отношением Q и
трехместным отношением R.

Ответ. По определению индуцированного отношения

P ′ =

{
x ∈ P

}
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Задача 7. Пусть T — конгруенция алгебраической системы A. Запишите определения от-
ношений, индуцированных одноместным отношением P , двуместным отношением Q и
трехместным отношением R.

Ответ. По определению индуцированного отношения

P ′ =

{{ }
x ∈ P

}
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Задача 7. Пусть T — конгруенция алгебраической системы A. Запишите определения от-
ношений, индуцированных одноместным отношением P , двуместным отношением Q и
трехместным отношением R.

Ответ. По определению индуцированного отношения

P ′ =

{{
t (t, x) ∈ T

}
x ∈ P

}
,
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Задача 7. Пусть T — конгруенция алгебраической системы A. Запишите определения от-
ношений, индуцированных одноместным отношением P , двуместным отношением Q и
трехместным отношением R.

Ответ. По определению индуцированного отношения

P ′ =

{{
t (t, x) ∈ T

}
x ∈ P

}
,

Q′ =
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Задача 7. Пусть T — конгруенция алгебраической системы A. Запишите определения от-
ношений, индуцированных одноместным отношением P , двуместным отношением Q и
трехместным отношением R.

Ответ. По определению индуцированного отношения

P ′ =

{{
t (t, x) ∈ T

}
x ∈ P

}
,

Q′ =

{( )
(x; y) ∈ Q

}
,
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Задача 7. Пусть T — конгруенция алгебраической системы A. Запишите определения от-
ношений, индуцированных одноместным отношением P , двуместным отношением Q и
трехместным отношением R.

Ответ. По определению индуцированного отношения

P ′ =

{{
t (t, x) ∈ T

}
x ∈ P

}
,

Q′ =

{({ }
;
{ })

(x; y) ∈ Q
}
,
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Задача 7. Пусть T — конгруенция алгебраической системы A. Запишите определения от-
ношений, индуцированных одноместным отношением P , двуместным отношением Q и
трехместным отношением R.

Ответ. По определению индуцированного отношения

P ′ =

{{
t (t, x) ∈ T

}
x ∈ P

}
,

Q′ =

{({
t (t, x) ∈ T

}
;
{
s (s, y) ∈ T

})
(x; y) ∈ Q

}
,
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Задача 7. Пусть T — конгруенция алгебраической системы A. Запишите определения от-
ношений, индуцированных одноместным отношением P , двуместным отношением Q и
трехместным отношением R.

Ответ. По определению индуцированного отношения

P ′ =

{{
t (t, x) ∈ T

}
x ∈ P

}
,

Q′ =

{({
t (t, x) ∈ T

}
;
{
s (s, y) ∈ T

})
(x; y) ∈ Q

}
,

R′ =
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Задача 7. Пусть T — конгруенция алгебраической системы A. Запишите определения от-
ношений, индуцированных одноместным отношением P , двуместным отношением Q и
трехместным отношением R.

Ответ. По определению индуцированного отношения

P ′ =

{{
t (t, x) ∈ T

}
x ∈ P

}
,

Q′ =

{({
t (t, x) ∈ T

}
;
{
s (s, y) ∈ T

})
(x; y) ∈ Q

}
,

R′ =

{
(x; y; z) ∈ R

}
.
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Задача 7. Пусть T — конгруенция алгебраической системы A. Запишите определения от-
ношений, индуцированных одноместным отношением P , двуместным отношением Q и
трехместным отношением R.

Ответ. По определению индуцированного отношения

P ′ =

{{
t (t, x) ∈ T

}
x ∈ P

}
,

Q′ =

{({
t (t, x) ∈ T

}
;
{
s (s, y) ∈ T

})
(x; y) ∈ Q

}
,

R′ =

{({ }
;
{ }

;
{ })

(x; y; z) ∈ R
}
.
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Задача 7. Пусть T — конгруенция алгебраической системы A. Запишите определения от-
ношений, индуцированных одноместным отношением P , двуместным отношением Q и
трехместным отношением R.

Ответ. По определению индуцированного отношения

P ′ =

{{
t (t, x) ∈ T

}
x ∈ P

}
,

Q′ =

{({
t (t, x) ∈ T

}
;
{
s (s, y) ∈ T

})
(x; y) ∈ Q

}
,

R′ =

{({
u (u, x) ∈ T

}
;
{
v (v, y) ∈ T

}
;
{
w (w, z) ∈ T

})
(x; y; z) ∈ R

}
.
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Решение задачи 8.
Задача 8. Рассмотрим алгебру A квадратичных форм p(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с операци-

ями сложения квадратичных форм и умножения квадратичной формы на число. Проверьте по
определению, что конгруенцией является отношение T , определенное на алгебре A формулой:
(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x).
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Задача 8. Рассмотрим алгебру A квадратичных форм p(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с операция-
ми сложения квадратичных форм и умножения квадратичной формы на число. Проверьте по
определению, что конгруенцией является отношение T , определенное на алгебре A формулой:
(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x).

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что
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Задача 8. Рассмотрим алгебру A квадратичных форм p(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с операция-
ми сложения квадратичных форм и умножения квадратичной формы на число. Проверьте по
определению, что конгруенцией является отношение T , определенное на алгебре A формулой:
(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x).

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
( , ) ∈ T,
( , ) ∈ T ⇒ ( + , + ) ∈ T,
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Задача 8. Рассмотрим алгебру A квадратичных форм p(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с операция-
ми сложения квадратичных форм и умножения квадратичной формы на число. Проверьте по
определению, что конгруенцией является отношение T , определенное на алгебре A формулой:
(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x).

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
( , ) ∈ T ⇒ (p1(x, y) + , q1(x, y) + ) ∈ T,
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Задача 8. Рассмотрим алгебру A квадратичных форм p(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с операция-
ми сложения квадратичных форм и умножения квадратичной формы на число. Проверьте по
определению, что конгруенцией является отношение T , определенное на алгебре A формулой:
(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x).

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,
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Задача 8. Рассмотрим алгебру A квадратичных форм p(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с операция-
ми сложения квадратичных форм и умножения квадратичной формы на число. Проверьте по
определению, что конгруенцией является отношение T , определенное на алгебре A формулой:
(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x).

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,

(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ (λp(x, y); λq(x, y)) ∈ T .

180



Задача 8. Рассмотрим алгебру A квадратичных форм p(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с операци-
ями сложения квадратичных форм и умножения квадратичной формы на число. Проверьте по
определению, что конгруенцией является отношение T , определенное на алгебре A формулой:
(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x).

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,

(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ (λp(x, y); λq(x, y)) ∈ T .{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒
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Задача 8. Рассмотрим алгебру A квадратичных форм p(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с операци-
ями сложения квадратичных форм и умножения квадратичной формы на число. Проверьте по
определению, что конгруенцией является отношение T , определенное на алгебре A формулой:
(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x).

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,

(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ (λp(x, y); λq(x, y)) ∈ T .{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒ ??? ⇒

⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,
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Задача 8. Рассмотрим алгебру A квадратичных форм p(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с операци-
ями сложения квадратичных форм и умножения квадратичной формы на число. Проверьте по
определению, что конгруенцией является отношение T , определенное на алгебре A формулой:
(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x).

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,

(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ (λp(x, y); λq(x, y)) ∈ T .{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒

{
p1(x, x) = q1(x, x),
p2(x, x) = q2(x, x)

⇒ ??? ⇒

⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,
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Задача 8. Рассмотрим алгебру A квадратичных форм p(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с операци-
ями сложения квадратичных форм и умножения квадратичной формы на число. Проверьте по
определению, что конгруенцией является отношение T , определенное на алгебре A формулой:
(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x).

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,

(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ (λp(x, y); λq(x, y)) ∈ T .{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒

{
p1(x, x) = q1(x, x),
p2(x, x) = q2(x, x)

⇒ p1(x, x) + p2(x, x) = q1(x, x) + q2(x, x) ⇒

⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,
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Задача 8. Рассмотрим алгебру A квадратичных форм p(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с операци-
ями сложения квадратичных форм и умножения квадратичной формы на число. Проверьте по
определению, что конгруенцией является отношение T , определенное на алгебре A формулой:
(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x).

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,

(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ (λp(x, y); λq(x, y)) ∈ T .{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒

{
p1(x, x) = q1(x, x),
p2(x, x) = q2(x, x)

⇒ p1(x, x) + p2(x, x) = q1(x, x) + q2(x, x) ⇒

⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,

(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒
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Задача 8. Рассмотрим алгебру A квадратичных форм p(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с операци-
ями сложения квадратичных форм и умножения квадратичной формы на число. Проверьте по
определению, что конгруенцией является отношение T , определенное на алгебре A формулой:
(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x).

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,

(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ (λp(x, y); λq(x, y)) ∈ T .{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒

{
p1(x, x) = q1(x, x),
p2(x, x) = q2(x, x)

⇒ p1(x, x) + p2(x, x) = q1(x, x) + q2(x, x) ⇒

⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,

(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ ⇒ (λp(x, y), λq(x, y)) ∈ T.

186



Задача 8. Рассмотрим алгебру A квадратичных форм p(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с операци-
ями сложения квадратичных форм и умножения квадратичной формы на число. Проверьте по
определению, что конгруенцией является отношение T , определенное на алгебре A формулой:
(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x).

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,

(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ (λp(x, y); λq(x, y)) ∈ T .{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒

{
p1(x, x) = q1(x, x),
p2(x, x) = q2(x, x)

⇒ p1(x, x) + p2(x, x) = q1(x, x) + q2(x, x) ⇒

⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,

(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x) ⇒ ⇒ (λp(x, y), λq(x, y)) ∈ T.
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Задача 8. Рассмотрим алгебру A квадратичных форм p(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с операци-
ями сложения квадратичных форм и умножения квадратичной формы на число. Проверьте по
определению, что конгруенцией является отношение T , определенное на алгебре A формулой:
(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x).

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,

(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ (λp(x, y); λq(x, y)) ∈ T .{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒

{
p1(x, x) = q1(x, x),
p2(x, x) = q2(x, x)

⇒ p1(x, x) + p2(x, x) = q1(x, x) + q2(x, x) ⇒

⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,

(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x) ⇒ λp(x, x) = λq(x, x) ⇒ (λp(x, y), λq(x, y)) ∈ T.
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Задача 8. Рассмотрим алгебру A квадратичных форм p(x, y) = ax2 + bxy + cy2 с операци-
ями сложения квадратичных форм и умножения квадратичной формы на число. Проверьте по
определению, что конгруенцией является отношение T , определенное на алгебре A формулой:
(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x).

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,

(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ (λp(x, y); λq(x, y)) ∈ T .{
(p1(x, y), q1(x, y)) ∈ T,
(p2(x, y), q2(x, y)) ∈ T ⇒

{
p1(x, x) = q1(x, x),
p2(x, x) = q2(x, x)

⇒ p1(x, x) + p2(x, x) = q1(x, x) + q2(x, x) ⇒

⇒ (p1(x, y) + p2(x, y), q1(x, y) + q2(x, y)) ∈ T,

(p(x, y), q(x, y)) ∈ T ⇒ p(x, x) = q(x, x) ⇒ λp(x, x) = λq(x, x) ⇒ (λp(x, y), λq(x, y)) ∈ T.
Задача решена.
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Решение задачи 9.
Задача 9. Рассмотрим полугруппу матриц M2×2(R) с операцией «умножение

матриц». Докажите, что конгруенцией является отношение S, заданное формулой:
(X, Y ) ∈ S ⇔ detX = detY .
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Задача 9. Рассмотрим полугруппу матриц M2×2(R) с операцией «умножение
матриц». Докажите, что конгруенцией является отношение S, заданное формулой:
(X, Y ) ∈ S ⇔ detX = detY .

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что
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Задача 9. Рассмотрим полугруппу матриц M2×2(R) с операцией «умножение
матриц». Докажите, что конгруенцией является отношение S, заданное формулой:
(X, Y ) ∈ S ⇔ detX = detY .

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
( , ) ∈ S,
( , ) ∈ S ⇒ ( , ) ∈ S.
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Задача 9. Рассмотрим полугруппу матриц M2×2(R) с операцией «умножение
матриц». Докажите, что конгруенцией является отношение S, заданное формулой:
(X, Y ) ∈ S ⇔ detX = detY .

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(X1, ) ∈ S,
(X2, ) ∈ S ⇒ (X1X2, ) ∈ S.
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Задача 9. Рассмотрим полугруппу матриц M2×2(R) с операцией «умножение
матриц». Докажите, что конгруенцией является отношение S, заданное формулой:
(X, Y ) ∈ S ⇔ detX = detY .

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(X1, Y1) ∈ S,
(X2, Y2) ∈ S

⇒ (X1X2, Y1Y2) ∈ S.
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Задача 9. Рассмотрим полугруппу матриц M2×2(R) с операцией «умножение
матриц». Докажите, что конгруенцией является отношение S, заданное формулой:
(X, Y ) ∈ S ⇔ detX = detY .

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(X1, Y1) ∈ S,
(X2, Y2) ∈ S

⇒ (X1X2, Y1Y2) ∈ S.{
(X1, Y1) ∈ S,
(X2, Y2) ∈ S

⇒
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Задача 9. Рассмотрим полугруппу матриц M2×2(R) с операцией «умножение
матриц». Докажите, что конгруенцией является отношение S, заданное формулой:
(X, Y ) ∈ S ⇔ detX = detY .

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(X1, Y1) ∈ S,
(X2, Y2) ∈ S

⇒ (X1X2, Y1Y2) ∈ S.{
(X1, Y1) ∈ S,
(X2, Y2) ∈ S

⇒

⇒ (X1X2, Y1Y2) ∈ S.
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Задача 9. Рассмотрим полугруппу матриц M2×2(R) с операцией «умножение
матриц». Докажите, что конгруенцией является отношение S, заданное формулой:
(X, Y ) ∈ S ⇔ detX = detY .

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(X1, Y1) ∈ S,
(X2, Y2) ∈ S

⇒ (X1X2, Y1Y2) ∈ S.{
(X1, Y1) ∈ S,
(X2, Y2) ∈ S

⇒

⇒ det (X1X2) = det (Y1Y2) ⇒ (X1X2, Y1Y2) ∈ S.
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Задача 9. Рассмотрим полугруппу матриц M2×2(R) с операцией «умножение
матриц». Докажите, что конгруенцией является отношение S, заданное формулой:
(X, Y ) ∈ S ⇔ detX = detY .

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(X1, Y1) ∈ S,
(X2, Y2) ∈ S

⇒ (X1X2, Y1Y2) ∈ S.{
(X1, Y1) ∈ S,
(X2, Y2) ∈ S

⇒ ⇒ detX1 detX2 = detY1 detY2 ⇒

⇒ det (X1X2) = det (Y1Y2) ⇒ (X1X2, Y1Y2) ∈ S.
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Задача 9. Рассмотрим полугруппу матриц M2×2(R) с операцией «умножение
матриц». Докажите, что конгруенцией является отношение S, заданное формулой:
(X, Y ) ∈ S ⇔ detX = detY .

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(X1, Y1) ∈ S,
(X2, Y2) ∈ S

⇒ (X1X2, Y1Y2) ∈ S.{
(X1, Y1) ∈ S,
(X2, Y2) ∈ S

⇒
{

detX1 = detY1,
detX2 = detY2

⇒ detX1 detX2 = detY1 detY2 ⇒

⇒ det (X1X2) = det (Y1Y2) ⇒ (X1X2, Y1Y2) ∈ S.
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Задача 9. Рассмотрим полугруппу матриц M2×2(R) с операцией «умножение
матриц». Докажите, что конгруенцией является отношение S, заданное формулой:
(X, Y ) ∈ S ⇔ detX = detY .

Ответ. Надо доказать по определению конгруенции, что{
(X1, Y1) ∈ S,
(X2, Y2) ∈ S

⇒ (X1X2, Y1Y2) ∈ S.{
(X1, Y1) ∈ S,
(X2, Y2) ∈ S

⇒
{

detX1 = detY1,
detX2 = detY2

⇒ detX1 detX2 = detY1 detY2 ⇒

⇒ det (X1X2) = det (Y1Y2) ⇒ (X1X2, Y1Y2) ∈ S.
Задача решена.
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Решение задачи 10.
Задача 10. Даны универсальные алгебры A = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪}〉,

B = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∩, }〉, C = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉. Проверьте, какие из
отношений эквивалентности T1, T2 и T3 являются конгруенциями алгебр A, B, C, если

T1 =

{
(X, Y )

[
{X, Y } ⊆ {∅},
{X, Y } ⊆ {{a}, {b}, {a, b}}

}
, T2 =

(X, Y )

 {X, Y } ⊆ {∅},{X, Y } ⊆ {{a}, {b}},
{X, Y } ⊆ {{a, b}}

,

T3 =

{
(X, Y )

[
{X, Y } ⊆ {∅, {b}},
{X, Y } ⊆ {∅, {a}, {a, b}}

}
.
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Задача 10. Даны универсальные алгебры A = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪}〉,
B = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∩, }〉, C = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉. Проверьте, какие из
отношений эквивалентности T1, T2 и T3 являются конгруенциями алгебр A, B, C, если

T1 =

{
(X, Y )

[
{X, Y } ⊆ {∅},
{X, Y } ⊆ {{a}, {b}, {a, b}}

}
, T2 =

(X, Y )

 {X, Y } ⊆ {∅},{X, Y } ⊆ {{a}, {b}},
{X, Y } ⊆ {{a, b}}

,

T3 =

{
(X, Y )

[
{X, Y } ⊆ {∅, {b}},
{X, Y } ⊆ {∅, {a}, {a, b}}

}
.

Ответ. Для T1 имеем
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Задача 10. Даны универсальные алгебры A = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪}〉,
B = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∩, }〉, C = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉. Проверьте, какие из
отношений эквивалентности T1, T2 и T3 являются конгруенциями алгебр A, B, C, если

T1 =

{
(X, Y )

[
{X, Y } ⊆ {∅},
{X, Y } ⊆ {{a}, {b}, {a, b}}

}
, T2 =

(X, Y )

 {X, Y } ⊆ {∅},{X, Y } ⊆ {{a}, {b}},
{X, Y } ⊆ {{a, b}}

,

T3 =

{
(X, Y )

[
{X, Y } ⊆ {∅, {b}},
{X, Y } ⊆ {∅, {a}, {a, b}}

}
.

Ответ. Для T1 имеем
{
X ∪ Y 6= ∅,
(X, Y ) ∈ T1

⇔
{
X 6= ∅,
Y 6= ∅.

203



Задача 10. Даны универсальные алгебры A = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪}〉,
B = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∩, }〉, C = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉. Проверьте, какие из
отношений эквивалентности T1, T2 и T3 являются конгруенциями алгебр A, B, C, если

T1 =

{
(X, Y )

[
{X, Y } ⊆ {∅},
{X, Y } ⊆ {{a}, {b}, {a, b}}

}
, T2 =

(X, Y )

 {X, Y } ⊆ {∅},{X, Y } ⊆ {{a}, {b}},
{X, Y } ⊆ {{a, b}}

,

T3 =

{
(X, Y )

[
{X, Y } ⊆ {∅, {b}},
{X, Y } ⊆ {∅, {a}, {a, b}}

}
.

Ответ. Для T1 имеем (X, Y ) ∈ T1 ⇔
[
X = Y = ∅,
∅ /∈ {X, Y }.

Поэтому по определению конгруенции,
{

(X1; Y1) ∈ T1,
(X2; Y2) ∈ T1

⇒

⇒



{
X1 = Y1 = ∅,
(X2; Y2) ∈ T1

⇒
[
X1 = Y1 = X2 = Y2 = ∅,
∅ /∈ {X1 ∪X2; Y1 ∪ Y2}

⇒ (X1 ∪X2; Y1 ∪ Y2) ∈ T1,

{
∅ /∈ {X1, Y1},
(X2; Y2) ∈ T1

⇒

 ∅ /∈ {X1, Y1, X2, Y2},
∅ /∈ {X1 ∪ X2︸︷︷︸

∅

, Y1 ∪ Y2︸︷︷︸
∅

} ⇒ (X1 ∪X2; Y1 ∪ Y2) ∈ T1.
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Решение задачи 11.
Задача 11. A = 〈{0; 1; 2; 3} , {f ; g} , {P}〉, B = 〈{a; b} , {u; v} , {Q}〉, где

(x; y) ∈ P ⇔
{
{x; y} ⊆ {0, 1, 2, 3}
x ≤ y

, Q = {a; b} × {a; b}— универсальное отношение,

f(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

,

g(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

,

u(x; y)
y\x a b
a a b
b b a

,

v(x; y)
y\x a b
a a a
b a b

,

x 0 1 2 3 f g P
xϕ a b a b u v Q

.

Проверьте, что функция ϕ — сильный гомоморфизм, найдите конгруенцию Tϕ иA/Tϕ.
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Задача 11. A = 〈{0; 1; 2; 3} , {f ; g} , {P}〉, B = 〈{a; b} , {u; v} , {Q}〉, где

(x; y) ∈ P ⇔
{
{x; y} ⊆ {0, 1, 2, 3}
x ≤ y

, Q = {a; b} × {a; b}— универсальное отношение,

f(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

,

g(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

,

u(x; y)
y\x a b
a a b
b b a

,

v(x; y)
y\x a b
a a a
b a b

,

x 0 1 2 3 f g P
xϕ a b a b u v Q

.

Проверьте, что функция ϕ — сильный гомоморфизм, найдите конгруенцию Tϕ иA/Tϕ.
Ответ. В таблицах Кэли операций f и g заменим все элементы их образами относительно дей-

ствия ϕ:
(f(x; y))ϕ

x 0 1 2 3
yϕ xϕ a b a b
0ϕ = a a b a b
1ϕ = b b a b a
2ϕ = a a b a b
3ϕ = b b a b a

,

(g(x; y))ϕ

x 0 1 2 3
yϕ xϕ a b a b
0ϕ = a a a a a
1ϕ = b a b a b
2ϕ = a a a a a
3ϕ = b a b a b

.
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Задача 11. A = 〈{0; 1; 2; 3} , {f ; g} , {P}〉, B = 〈{a; b} , {u; v} , {Q}〉, где

(x; y) ∈ P ⇔
{
{x; y} ⊆ {0, 1, 2, 3}
x ≤ y

, Q = {a; b} × {a; b}— универсальное отношение,

f(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

,

g(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

,

u(x; y)
y\x a b
a a b
b b a

,

v(x; y)
y\x a b
a a a
b a b

,

x 0 1 2 3 f g P
xϕ a b a b u v Q

.

Проверьте, что функция ϕ — сильный гомоморфизм, найдите конгруенцию Tϕ иA/Tϕ.

Ответ.

(f(x; y))ϕ

x 0 1 2 3
yϕ xϕ a b a b
0ϕ = a a b a b
1ϕ = b b a b a
2ϕ = a a b a b
3ϕ = b b a b a

,

(g(x; y))ϕ

x 0 1 2 3
yϕ xϕ a b a b
0ϕ = a a a a a
1ϕ = b a b a b
2ϕ = a a a a a
3ϕ = b a b a b

.
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Задача 11. A = 〈{0; 1; 2; 3} , {f ; g} , {P}〉, B = 〈{a; b} , {u; v} , {Q}〉, где

(x; y) ∈ P ⇔
{
{x; y} ⊆ {0, 1, 2, 3}
x ≤ y

, Q = {a; b} × {a; b}— универсальное отношение,

f(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

,

g(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

,

u(x; y)
y\x a b
a a b
b b a

,

v(x; y)
y\x a b
a a a
b a b

,

x 0 1 2 3 f g P
xϕ a b a b u v Q

.

Проверьте, что функция ϕ — сильный гомоморфизм, найдите конгруенцию Tϕ иA/Tϕ.

Ответ.

(f(x; y))ϕ

x 0 1 2 3
yϕ xϕ a b a b
0ϕ = a a b a b
1ϕ = b b a b a
2ϕ = a a b a b
3ϕ = b b a b a

,

(g(x; y))ϕ

x 0 1 2 3
yϕ xϕ a b a b
0ϕ = a a a a a
1ϕ = b a b a b
2ϕ = a a a a a
3ϕ = b a b a b

.

Нетрудно увидеть, что эти табли-
цы совпадают, с точностью до дуб-
лирования строк и столбцов, с со-
ответствующими таблицами Кэли
для операций u и v. Следователь-
но, ϕ является гомоморфизмом.
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Задача 11. A = 〈{0; 1; 2; 3} , {f ; g} , {P}〉, B = 〈{a; b} , {u; v} , {Q}〉, где

(x; y) ∈ P ⇔
{
{x; y} ⊆ {0, 1, 2, 3}
x ≤ y

, Q = {a; b} × {a; b}— универсальное отношение,

f(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

,

g(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

,

u(x; y)
y\x a b
a a b
b b a

,

v(x; y)
y\x a b
a a a
b a b

,

x 0 1 2 3 f g P
xϕ a b a b u v Q

.

Проверьте, что функция ϕ — сильный гомоморфизм, найдите конгруенцию Tϕ иA/Tϕ.

Ответ.

(f(x; y))ϕ

x 0 1 2 3
yϕ xϕ a b a b
0ϕ = a a b a b
1ϕ = b b a b a
2ϕ = a a b a b
3ϕ = b b a b a

,

(g(x; y))ϕ

x 0 1 2 3
yϕ xϕ a b a b
0ϕ = a a a a a
1ϕ = b a b a b
2ϕ = a a a a a
3ϕ = b a b a b

.

Нетрудно увидеть, что эти табли-
цы совпадают, с точностью до дуб-
лирования строк и столбцов, с со-
ответствующими таблицами Кэли
для операций u и v. Следователь-
но, ϕ является гомоморфизмом.

Чтобы проверить, что это сильный гомоморфизм, построим индуцированное отношение P ′:
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Задача 11. A = 〈{0; 1; 2; 3} , {f ; g} , {P}〉, B = 〈{a; b} , {u; v} , {Q}〉, где

(x; y) ∈ P ⇔
{
{x; y} ⊆ {0, 1, 2, 3}
x ≤ y

, Q = {a; b} × {a; b}— универсальное отношение,

f(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

,

g(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

,

u(x; y)
y\x a b
a a b
b b a

,

v(x; y)
y\x a b
a a a
b a b

,

x 0 1 2 3 f g P
xϕ a b a b u v Q

.

Проверьте, что функция ϕ — сильный гомоморфизм, найдите конгруенцию Tϕ иA/Tϕ.

Ответ.

(f(x; y))ϕ

x 0 1 2 3
yϕ xϕ a b a b
0ϕ = a a b a b
1ϕ = b b a b a
2ϕ = a a b a b
3ϕ = b b a b a

,

(g(x; y))ϕ

x 0 1 2 3
yϕ xϕ a b a b
0ϕ = a a a a a
1ϕ = b a b a b
2ϕ = a a a a a
3ϕ = b a b a b

.

Нетрудно увидеть, что эти табли-
цы совпадают, с точностью до дуб-
лирования строк и столбцов, с со-
ответствующими таблицами Кэли
для операций u и v. Следователь-
но, ϕ является гомоморфизмом.

Чтобы проверить, что это сильный гомоморфизм, построим индуцированное отношение P ′:
(0; 0) ∈ P ⇒ (0ϕ; 0ϕ) = (a; a) ∈ P ′
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Задача 11. A = 〈{0; 1; 2; 3} , {f ; g} , {P}〉, B = 〈{a; b} , {u; v} , {Q}〉, где

(x; y) ∈ P ⇔
{
{x; y} ⊆ {0, 1, 2, 3}
x ≤ y

, Q = {a; b} × {a; b}— универсальное отношение,

f(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

,

g(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

,

u(x; y)
y\x a b
a a b
b b a

,

v(x; y)
y\x a b
a a a
b a b

,

x 0 1 2 3 f g P
xϕ a b a b u v Q

.

Проверьте, что функция ϕ — сильный гомоморфизм, найдите конгруенцию Tϕ иA/Tϕ.

Ответ.

(f(x; y))ϕ

x 0 1 2 3
yϕ xϕ a b a b
0ϕ = a a b a b
1ϕ = b b a b a
2ϕ = a a b a b
3ϕ = b b a b a

,

(g(x; y))ϕ

x 0 1 2 3
yϕ xϕ a b a b
0ϕ = a a a a a
1ϕ = b a b a b
2ϕ = a a a a a
3ϕ = b a b a b

.

Нетрудно увидеть, что эти табли-
цы совпадают, с точностью до дуб-
лирования строк и столбцов, с со-
ответствующими таблицами Кэли
для операций u и v. Следователь-
но, ϕ является гомоморфизмом.

Чтобы проверить, что это сильный гомоморфизм, построим индуцированное отношение P ′:
(0; 0) ∈ P ⇒ (0ϕ; 0ϕ) = (a; a) ∈ P ′
(0; 1) ∈ P ⇒ (0ϕ; 1ϕ) = (a; b) ∈ P ′
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Задача 11. A = 〈{0; 1; 2; 3} , {f ; g} , {P}〉, B = 〈{a; b} , {u; v} , {Q}〉, где

(x; y) ∈ P ⇔
{
{x; y} ⊆ {0, 1, 2, 3}
x ≤ y

, Q = {a; b} × {a; b}— универсальное отношение,

f(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

,

g(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

,

u(x; y)
y\x a b
a a b
b b a

,

v(x; y)
y\x a b
a a a
b a b

,

x 0 1 2 3 f g P
xϕ a b a b u v Q

.

Проверьте, что функция ϕ — сильный гомоморфизм, найдите конгруенцию Tϕ иA/Tϕ.

Ответ.

(f(x; y))ϕ

x 0 1 2 3
yϕ xϕ a b a b
0ϕ = a a b a b
1ϕ = b b a b a
2ϕ = a a b a b
3ϕ = b b a b a

,

(g(x; y))ϕ

x 0 1 2 3
yϕ xϕ a b a b
0ϕ = a a a a a
1ϕ = b a b a b
2ϕ = a a a a a
3ϕ = b a b a b

.

Нетрудно увидеть, что эти табли-
цы совпадают, с точностью до дуб-
лирования строк и столбцов, с со-
ответствующими таблицами Кэли
для операций u и v. Следователь-
но, ϕ является гомоморфизмом.

Чтобы проверить, что это сильный гомоморфизм, построим индуцированное отношение P ′:
(0; 0) ∈ P ⇒ (0ϕ; 0ϕ) = (a; a) ∈ P ′
(0; 1) ∈ P ⇒ (0ϕ; 1ϕ) = (a; b) ∈ P ′
(1; 2) ∈ P ⇒ (1ϕ; 2ϕ) = (b; a) ∈ P ′
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Задача 11. A = 〈{0; 1; 2; 3} , {f ; g} , {P}〉, B = 〈{a; b} , {u; v} , {Q}〉, где

(x; y) ∈ P ⇔
{
{x; y} ⊆ {0, 1, 2, 3}
x ≤ y

, Q = {a; b} × {a; b}— универсальное отношение,

f(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

,

g(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

,

u(x; y)
y\x a b
a a b
b b a

,

v(x; y)
y\x a b
a a a
b a b

,

x 0 1 2 3 f g P
xϕ a b a b u v Q

.

Проверьте, что функция ϕ — сильный гомоморфизм, найдите конгруенцию Tϕ иA/Tϕ.

Ответ.

(f(x; y))ϕ

x 0 1 2 3
yϕ xϕ a b a b
0ϕ = a a b a b
1ϕ = b b a b a
2ϕ = a a b a b
3ϕ = b b a b a

,

(g(x; y))ϕ

x 0 1 2 3
yϕ xϕ a b a b
0ϕ = a a a a a
1ϕ = b a b a b
2ϕ = a a a a a
3ϕ = b a b a b

.

Нетрудно увидеть, что эти табли-
цы совпадают, с точностью до дуб-
лирования строк и столбцов, с со-
ответствующими таблицами Кэли
для операций u и v. Следователь-
но, ϕ является гомоморфизмом.

Чтобы проверить, что это сильный гомоморфизм, построим индуцированное отношение P ′:
(0; 0) ∈ P ⇒ (0ϕ; 0ϕ) = (a; a) ∈ P ′
(0; 1) ∈ P ⇒ (0ϕ; 1ϕ) = (a; b) ∈ P ′
(1; 2) ∈ P ⇒ (1ϕ; 2ϕ) = (b; a) ∈ P ′
(1; 3) ∈ P ⇒ (1ϕ; 3ϕ) = (b; b) ∈ P ′
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Задача 11. A = 〈{0; 1; 2; 3} , {f ; g} , {P}〉, B = 〈{a; b} , {u; v} , {Q}〉, где

(x; y) ∈ P ⇔
{
{x; y} ⊆ {0, 1, 2, 3}
x ≤ y

, Q = {a; b} × {a; b}— универсальное отношение,

f(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

,

g(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

,

u(x; y)
y\x a b
a a b
b b a

,

v(x; y)
y\x a b
a a a
b a b

,

x 0 1 2 3 f g P
xϕ a b a b u v Q

.

Проверьте, что функция ϕ — сильный гомоморфизм, найдите конгруенцию Tϕ иA/Tϕ.

Ответ.

(f(x; y))ϕ

x 0 1 2 3
yϕ xϕ a b a b
0ϕ = a a b a b
1ϕ = b b a b a
2ϕ = a a b a b
3ϕ = b b a b a

,

(g(x; y))ϕ

x 0 1 2 3
yϕ xϕ a b a b
0ϕ = a a a a a
1ϕ = b a b a b
2ϕ = a a a a a
3ϕ = b a b a b

.

Нетрудно увидеть, что эти табли-
цы совпадают, с точностью до дуб-
лирования строк и столбцов, с со-
ответствующими таблицами Кэли
для операций u и v. Следователь-
но, ϕ является гомоморфизмом.

Чтобы проверить, что это сильный гомоморфизм, построим индуцированное отношение P ′:
(0; 0) ∈ P ⇒ (0ϕ; 0ϕ) = (a; a) ∈ P ′
(0; 1) ∈ P ⇒ (0ϕ; 1ϕ) = (a; b) ∈ P ′
(1; 2) ∈ P ⇒ (1ϕ; 2ϕ) = (b; a) ∈ P ′
(1; 3) ∈ P ⇒ (1ϕ; 3ϕ) = (b; b) ∈ P ′

⇒ P ′ = Q.
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Задача 11. A = 〈{0; 1; 2; 3} , {f ; g} , {P}〉, B = 〈{a; b} , {u; v} , {Q}〉, где

(x; y) ∈ P ⇔
{
{x; y} ⊆ {0, 1, 2, 3}
x ≤ y

, Q = {a; b} × {a; b}— универсальное отношение,

f(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

,

g(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

,

u(x; y)
y\x a b
a a b
b b a

,

v(x; y)
y\x a b
a a a
b a b

,

x 0 1 2 3 f g P
xϕ a b a b u v Q

.

Проверьте, что функция ϕ — сильный гомоморфизм, найдите конгруенцию Tϕ иA/Tϕ.
Ответ. Конгруенция Tϕ имеет вид

Tϕ = {(0; 0), (0; 2), (2; 0), (2; 2), (1; 1), (1; 3), (3; 1), (3; 3)} .

Классы эквивалентных по Rϕ элементов таковы {0; 2}, {1; 3}. Алгебраическая фактор-система
имеет вид

A/Rϕ = 〈{{0; 2}, {1; 3}} , {f ′, g′} , {P ′}〉 ,
где

f ′(x′; y′)
y′\x′ {0; 2} {1; 3}
{0; 2} {0; 2} {1; 3}
{1; 3} {1; 3} {0; 2}

,

g′(x′; y′)
y′\x′ {0; 2} {1; 3}
{0; 2} {0; 2} {0; 2}
{1; 3} {0; 2} {1; 3}

, P ′ = {{0; 2}, {1; 3}} × {{0; 2}, {1; 3}} .
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Задача 11. A = 〈{0; 1; 2; 3} , {f ; g} , {P}〉, B = 〈{a; b} , {u; v} , {Q}〉, где

(x; y) ∈ P ⇔
{
{x; y} ⊆ {0, 1, 2, 3}
x ≤ y

, Q = {a; b} × {a; b}— универсальное отношение,

f(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

,

g(x; y)
y\x 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

,

u(x; y)
y\x a b
a a b
b b a

,

v(x; y)
y\x a b
a a a
b a b

,

x 0 1 2 3 f g P
xϕ a b a b u v Q

.

Проверьте, что функция ϕ — сильный гомоморфизм, найдите конгруенцию Tϕ иA/Tϕ.
Ответ.

f ′(x′; y′)
y′\x′ {0; 2} {1; 3}
{0; 2} {0; 2} {1; 3}
{1; 3} {1; 3} {0; 2}

,

g′(x′; y′)
y′\x′ {0; 2} {1; 3}
{0; 2} {0; 2} {0; 2}
{1; 3} {0; 2} {1; 3}

, P ′ = {{0; 2}, {1; 3}} × {{0; 2}, {1; 3}} .

Таблицы для f ′ и g′ с точностью до обозначений совпадают с таблицами для u и v, аналогично и для
отношений P ′ и Q. Поэтому функция ε, заданная таблицей

x {0; 2} {1; 3} f ′ g′ P ′

xε a b u v Q

является взаимно однозначным гомоморфизмом, более того, изоморфизмом.
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Решение задачи 12.
Задача 12. Найти фактор-пространство двумерного пространства геометрических векторов

по конгруенции T , определенной правилом:
(
x
−→
i + y

−→
j ; x
−→
i + z

−→
j
)
∈ T .
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Задача 12. Найти фактор-пространство двумерного пространства геометрических векторов

по конгруенции T , определенной правилом:
(
x
−→
i + y

−→
j ; x
−→
i + z

−→
j
)
∈ T .

Ответ. Каждый класс эквивалентных элементов может быть представлен как множество
радиусов-векторов точек на прямой, параллельной оси ординат.
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Задача 12. Найти фактор-пространство двумерного пространства геометрических векторов

по конгруенции T , определенной правилом:
(
x
−→
i + y

−→
j ; x
−→
i + z

−→
j
)
∈ T .

Ответ. Каждый класс эквивалентных элементов может быть представлен как множество
радиусов-векторов точек на прямой, параллельной оси ординат.
Операция может быть представлена как суммирование чисел — точек пересечения оси абсцисс с
прямыми, параллельными оси ординат.
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Решение задачи 13.
Задача 13. Покажите, что в кольце целых чисел множество D четных чисел является носи-

телем идеала. Найдите фактор-кольцо кольца целых чисел по этому идеалу. Покажите, что это
фактор-кольцо изоморфно полю GF (2), с носителем {0; 1} в котором операции «сложение» +
и «умножение» · заданы таблицами

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1
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Задача 13. Покажите, что в кольце целых чисел множество D четных чисел является носителем
идеала. Найдите фактор-кольцо кольца целых чисел по этому идеалу. Покажите, что это фактор-
кольцо изоморфно полю GF (2), с носителем {0; 1} в котором операции «сложение» + и «умно-
жение» · заданы таблицами

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Ответ. I =
{ }

,
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Задача 13. Покажите, что в кольце целых чисел множество D четных чисел является носителем
идеала. Найдите фактор-кольцо кольца целых чисел по этому идеалу. Покажите, что это фактор-
кольцо изоморфно полю GF (2), с носителем {0; 1} в котором операции «сложение» + и «умно-
жение» · заданы таблицами

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Ответ. I =
{

2n n ∈ Z
}

,

222



Задача 13. Покажите, что в кольце целых чисел множество D четных чисел является носителем
идеала. Найдите фактор-кольцо кольца целых чисел по этому идеалу. Покажите, что это фактор-
кольцо изоморфно полю GF (2), с носителем {0; 1} в котором операции «сложение» + и «умно-
жение» · заданы таблицами

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Ответ. I =
{

2n n ∈ Z
}

,

Докажем, что I — это идеал:
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Задача 13. Покажите, что в кольце целых чисел множество D четных чисел является носителем
идеала. Найдите фактор-кольцо кольца целых чисел по этому идеалу. Покажите, что это фактор-
кольцо изоморфно полю GF (2), с носителем {0; 1} в котором операции «сложение» + и «умно-
жение» · заданы таблицами

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Ответ. I =
{

2n n ∈ Z
}

,

Докажем, что I — это идеал:

m · I =
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Задача 13. Покажите, что в кольце целых чисел множество D четных чисел является носителем
идеала. Найдите фактор-кольцо кольца целых чисел по этому идеалу. Покажите, что это фактор-
кольцо изоморфно полю GF (2), с носителем {0; 1} в котором операции «сложение» + и «умно-
жение» · заданы таблицами

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Ответ. I =
{

2n n ∈ Z
}

,

Докажем, что I — это идеал:
m · I = m ·

{
2n n ∈ Z

}
=

225



Задача 13. Покажите, что в кольце целых чисел множество D четных чисел является носителем
идеала. Найдите фактор-кольцо кольца целых чисел по этому идеалу. Покажите, что это фактор-
кольцо изоморфно полю GF (2), с носителем {0; 1} в котором операции «сложение» + и «умно-
жение» · заданы таблицами

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Ответ. I =
{

2n n ∈ Z
}

,

Докажем, что I — это идеал:
m · I = m ·

{
2n n ∈ Z

}
=
{

2mn n ∈ Z
}

=

226



Задача 13. Покажите, что в кольце целых чисел множество D четных чисел является носителем
идеала. Найдите фактор-кольцо кольца целых чисел по этому идеалу. Покажите, что это фактор-
кольцо изоморфно полю GF (2), с носителем {0; 1} в котором операции «сложение» + и «умно-
жение» · заданы таблицами

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Ответ. I =
{

2n n ∈ Z
}

,

Докажем, что I — это идеал:
m · I = m ·

{
2n n ∈ Z

}
=
{

2mn n ∈ Z
}

=
{

2(mn) n ∈ Z
}
⊆ I .
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Задача 13. Покажите, что в кольце целых чисел множество D четных чисел является носителем
идеала. Найдите фактор-кольцо кольца целых чисел по этому идеалу. Покажите, что это фактор-
кольцо изоморфно полю GF (2), с носителем {0; 1} в котором операции «сложение» + и «умно-
жение» · заданы таблицами

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Ответ. I =
{

2n n ∈ Z
}

,

Носитель фактор-системы:
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Задача 13. Покажите, что в кольце целых чисел множество D четных чисел является носителем
идеала. Найдите фактор-кольцо кольца целых чисел по этому идеалу. Покажите, что это фактор-
кольцо изоморфно полю GF (2), с носителем {0; 1} в котором операции «сложение» + и «умно-
жение» · заданы таблицами

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Ответ. I =
{

2n n ∈ Z
}

,

Носитель фактор-системы: {I, 1 + I} = {I, 3 + I} = . . . =
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Задача 13. Покажите, что в кольце целых чисел множество D четных чисел является носителем
идеала. Найдите фактор-кольцо кольца целых чисел по этому идеалу. Покажите, что это фактор-
кольцо изоморфно полю GF (2), с носителем {0; 1} в котором операции «сложение» + и «умно-
жение» · заданы таблицами

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Ответ. I =
{

2n n ∈ Z
}

,

Носитель фактор-системы: {I, 1 + I} = . . . =

{{
2n n ∈ Z

}
,
{

2n+ 1 n ∈ Z
}}

.
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Задача 13. Покажите, что в кольце целых чисел множество D четных чисел является носителем
идеала. Найдите фактор-кольцо кольца целых чисел по этому идеалу. Покажите, что это фактор-
кольцо изоморфно полю GF (2), с носителем {0; 1} в котором операции «сложение» + и «умно-
жение» · заданы таблицами

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Ответ. I =
{

2n n ∈ Z
}

,

Носитель фактор-системы: {I, 1 + I} =

{{
2n n ∈ Z

}
,
{

2n+ 1 n ∈ Z
}}

.

X ⊕ Y
X\Y

{
2n n ∈ Z

} {
2n+ 1 n ∈ Z

}{
2n n ∈ Z

} {
2n n ∈ Z

} {
2n+ 1 n ∈ Z

}{
2n+ 1 n ∈ Z

} {
2n+ 1 n ∈ Z

} {
2n n ∈ Z

}
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Задача 13. Покажите, что в кольце целых чисел множество D четных чисел является носителем
идеала. Найдите фактор-кольцо кольца целых чисел по этому идеалу. Покажите, что это фактор-
кольцо изоморфно полю GF (2), с носителем {0; 1} в котором операции «сложение» + и «умно-
жение» · заданы таблицами

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Ответ. I =
{

2n n ∈ Z
}

,

Носитель фактор-системы: {I, 1 + I} =

{{
2n n ∈ Z

}
,
{

2n+ 1 n ∈ Z
}}

.

X ⊕ Y X � Y
X\Y

{
2n n ∈ Z

} {
2n+ 1 n ∈ Z

} {
2n n ∈ Z

} {
2n+ 1 n ∈ Z

}{
2n n ∈ Z

} {
2n n ∈ Z

} {
2n+ 1 n ∈ Z

} {
2n n ∈ Z

} {
2n n ∈ Z

}{
2n+ 1 n ∈ Z

} {
2n+ 1 n ∈ Z

} {
2n n ∈ Z

} {
2n n ∈ Z

} {
2n+ 1 n ∈ Z

}
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Задача 13. Покажите, что в кольце целых чисел множество D четных чисел является носителем
идеала. Найдите фактор-кольцо кольца целых чисел по этому идеалу. Покажите, что это фактор-
кольцо изоморфно полю GF (2), с носителем {0; 1} в котором операции «сложение» + и «умно-
жение» · заданы таблицами

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Ответ. I =
{

2n n ∈ Z
}

,

Носитель фактор-системы: {I, 1 + I} =

{{
2n n ∈ Z

}
,
{

2n+ 1 n ∈ Z
}}

.

X ⊕ Y X � Y
X\Y

{
2n n ∈ Z

} {
2n+ 1 n ∈ Z

} {
2n n ∈ Z

} {
2n+ 1 n ∈ Z

}{
2n n ∈ Z

} {
2n n ∈ Z

} {
2n+ 1 n ∈ Z

} {
2n n ∈ Z

} {
2n n ∈ Z

}{
2n+ 1 n ∈ Z

} {
2n+ 1 n ∈ Z

} {
2n n ∈ Z

} {
2n n ∈ Z

} {
2n+ 1 n ∈ Z

}
Эти таблицы с точностью до обозначений совпадают с таблицами для + и · , что доказывает изо-
морфность этих алгебр.
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Решение задачи 14.
Задача 14. Пусть GF (2) — кольцо (поле) вычетов по модулю 2, т.е. операции в этом по-

ле заданы таблицами
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

. Проверьте, что кольцом является алгебра мат-

риц с носителем K =

{(
α β
β α

)
{α; β} ⊆ GF (2)

}
, с обычными операциями сложения и

умножения матриц (с учетом специфики умножения в GF (2)). Покажите, что множество

I =

{(
γ γ
γ γ

)
γ ∈ GF (2)

}
является носителем идеала в K. Найдите фактор-кольцо K/I .
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Задача 14. ПустьGF (2) — кольцо (поле) вычетов по модулю 2, т.е. операции в этом поле заданы

таблицами
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

. Проверьте, что кольцом является алгебра матриц с носителем

K =

{(
α β
β α

)
{α; β} ⊆ GF (2)

}
, с обычными операциями сложения и умножения матриц (с

учетом специфики умножения в GF (2)). Покажите, что множество I =

{(
γ γ
γ γ

)
γ ∈ GF (2)

}
является носителем идеала в K. Найдите фактор-кольцо K/I .

Ответ.
(
α1 β1

β1 α1

)(
α2 β2

β2 α2

)
=

(
α1α2 + β1β2 α1β2 + β1α2

β1α2 + α1β2 β1β2 + α1α2

)
∈ K,
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Задача 14. ПустьGF (2) — кольцо (поле) вычетов по модулю 2, т.е. операции в этом поле заданы

таблицами
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

. Проверьте, что кольцом является алгебра матриц с носителем

K =

{(
α β
β α

)
{α; β} ⊆ GF (2)

}
, с обычными операциями сложения и умножения матриц (с

учетом специфики умножения в GF (2)). Покажите, что множество I =

{(
γ γ
γ γ

)
γ ∈ GF (2)

}
является носителем идеала в K. Найдите фактор-кольцо K/I .

Ответ.
(
α1 β1

β1 α1

)(
α2 β2

β2 α2

)
=

(
α1α2 + β1β2 α1β2 + β1α2

β1α2 + α1β2 β1β2 + α1α2

)
∈ K,(

α1 β1

β1 α1

)
+

(
α2 β2

β2 α2

)
=

(
α1 + α2 β1 + β2

β1 + β2 α1 + α2

)
∈ K,
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Задача 14. ПустьGF (2) — кольцо (поле) вычетов по модулю 2, т.е. операции в этом поле заданы

таблицами
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

. Проверьте, что кольцом является алгебра матриц с носителем

K =

{(
α β
β α

)
{α; β} ⊆ GF (2)

}
, с обычными операциями сложения и умножения матриц (с

учетом специфики умножения в GF (2)). Покажите, что множество I =

{(
γ γ
γ γ

)
γ ∈ GF (2)

}
является носителем идеала в K. Найдите фактор-кольцо K/I .

Ответ.
(
α1 β1

β1 α1

)(
α2 β2

β2 α2

)
=

(
α1α2 + β1β2 α1β2 + β1α2

β1α2 + α1β2 β1β2 + α1α2

)
∈ K,(

α1 β1

β1 α1

)
+

(
α2 β2

β2 α2

)
=

(
α1 + α2 β1 + β2

β1 + β2 α1 + α2

)
∈ K,

следовательно, · и + действительно являются операциями на множестве K.
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Задача 14. ПустьGF (2) — кольцо (поле) вычетов по модулю 2, т.е. операции в этом поле заданы

таблицами
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

. Проверьте, что кольцом является алгебра матриц с носителем

K =

{(
α β
β α

)
{α; β} ⊆ GF (2)

}
, с обычными операциями сложения и умножения матриц (с

учетом специфики умножения в GF (2)). Покажите, что множество I =

{(
γ γ
γ γ

)
γ ∈ GF (2)

}
является носителем идеала в K. Найдите фактор-кольцо K/I .

Ответ. Выполнение аксиом кольца следует из свойств сложения и умножения матриц.
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Задача 14. ПустьGF (2) — кольцо (поле) вычетов по модулю 2, т.е. операции в этом поле заданы

таблицами
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

. Проверьте, что кольцом является алгебра матриц с носителем

K =

{(
α β
β α

)
{α; β} ⊆ GF (2)

}
, с обычными операциями сложения и умножения матриц (с

учетом специфики умножения в GF (2)). Покажите, что множество I =

{(
γ γ
γ γ

)
γ ∈ GF (2)

}
является носителем идеала в K. Найдите фактор-кольцо K/I .

Ответ. Покажем, что I — идеал в K.
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Задача 14. ПустьGF (2) — кольцо (поле) вычетов по модулю 2, т.е. операции в этом поле заданы

таблицами
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

. Проверьте, что кольцом является алгебра матриц с носителем

K =

{(
α β
β α

)
{α; β} ⊆ GF (2)

}
, с обычными операциями сложения и умножения матриц (с

учетом специфики умножения в GF (2)). Покажите, что множество I =

{(
γ γ
γ γ

)
γ ∈ GF (2)

}
является носителем идеала в K. Найдите фактор-кольцо K/I .

Ответ. Покажем, что I — идеал в K.
Ясно, что I — полугруппа относительно операции сложения.
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Задача 14. ПустьGF (2) — кольцо (поле) вычетов по модулю 2, т.е. операции в этом поле заданы

таблицами
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

. Проверьте, что кольцом является алгебра матриц с носителем

K =

{(
α β
β α

)
{α; β} ⊆ GF (2)

}
, с обычными операциями сложения и умножения матриц (с

учетом специфики умножения в GF (2)). Покажите, что множество I =

{(
γ γ
γ γ

)
γ ∈ GF (2)

}
является носителем идеала в K. Найдите фактор-кольцо K/I .

Ответ. Покажем, что I — идеал в K.
Ясно, что I — полугруппа относительно операции сложения.
Проверим, что множество I «устойчиво относительно умножения» на элементы из K.

241



Задача 14. ПустьGF (2) — кольцо (поле) вычетов по модулю 2, т.е. операции в этом поле заданы

таблицами
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

. Проверьте, что кольцом является алгебра матриц с носителем

K =

{(
α β
β α

)
{α; β} ⊆ GF (2)

}
, с обычными операциями сложения и умножения матриц (с

учетом специфики умножения в GF (2)). Покажите, что множество I =

{(
γ γ
γ γ

)
γ ∈ GF (2)

}
является носителем идеала в K. Найдите фактор-кольцо K/I .

Ответ. Покажем, что I — идеал в K.
Ясно, что I — полугруппа относительно операции сложения.
Проверим, что множество I «устойчиво относительно умножения» на элементы из K.(
α β
β α

)(
γ γ
γ γ

)
=
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Задача 14. ПустьGF (2) — кольцо (поле) вычетов по модулю 2, т.е. операции в этом поле заданы

таблицами
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

. Проверьте, что кольцом является алгебра матриц с носителем

K =

{(
α β
β α

)
{α; β} ⊆ GF (2)

}
, с обычными операциями сложения и умножения матриц (с

учетом специфики умножения в GF (2)). Покажите, что множество I =

{(
γ γ
γ γ

)
γ ∈ GF (2)

}
является носителем идеала в K. Найдите фактор-кольцо K/I .

Ответ. Покажем, что I — идеал в K.
Ясно, что I — полугруппа относительно операции сложения.
Проверим, что множество I «устойчиво относительно умножения» на элементы из K.(
α β
β α

)(
γ γ
γ γ

)
=

(
αγ + βγ αγ + βγ
βγ + αγ βγ + αγ

)
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Задача 14. ПустьGF (2) — кольцо (поле) вычетов по модулю 2, т.е. операции в этом поле заданы

таблицами
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

. Проверьте, что кольцом является алгебра матриц с носителем

K =

{(
α β
β α

)
{α; β} ⊆ GF (2)

}
, с обычными операциями сложения и умножения матриц (с

учетом специфики умножения в GF (2)). Покажите, что множество I =

{(
γ γ
γ γ

)
γ ∈ GF (2)

}
является носителем идеала в K. Найдите фактор-кольцо K/I .

Ответ. Покажем, что I — идеал в K.
Ясно, что I — полугруппа относительно операции сложения.
Проверим, что множество I «устойчиво относительно умножения» на элементы из K.(
α β
β α

)(
γ γ
γ γ

)
=

(
αγ + βγ αγ + βγ
βγ + αγ βγ + αγ

)
∈ I .
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Задача 14. ПустьGF (2) — кольцо (поле) вычетов по модулю 2, т.е. операции в этом поле заданы

таблицами
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

. Проверьте, что кольцом является алгебра матриц с носителем

K =

{(
α β
β α

)
{α; β} ⊆ GF (2)

}
, с обычными операциями сложения и умножения матриц (с

учетом специфики умножения в GF (2)). Покажите, что множество I =

{(
γ γ
γ γ

)
γ ∈ GF (2)

}
является носителем идеала в K. Найдите фактор-кольцо K/I .

Ответ. Осталось найти фактор-кольцо.

245



Задача 14. ПустьGF (2) — кольцо (поле) вычетов по модулю 2, т.е. операции в этом поле заданы

таблицами
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

. Проверьте, что кольцом является алгебра матриц с носителем

K =

{(
α β
β α

)
{α; β} ⊆ GF (2)

}
, с обычными операциями сложения и умножения матриц (с

учетом специфики умножения в GF (2)). Покажите, что множество I =

{(
γ γ
γ γ

)
γ ∈ GF (2)

}
является носителем идеала в K. Найдите фактор-кольцо K/I .

Ответ. Осталось найти фактор-кольцо.
Носитель составляют множества:

I =

{(
0 0
0 0

)
,

(
1 1
1 1

)}
,

(
1 0
0 0

)
+ I =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 1

)}
,

{(
0 1
0 0

)
,

(
1 0
1 1

)}
,

{(
0 0
1 0

)
,

(
1 1
0 1

)}
,

{(
0 0
0 1

)
,

(
1 1
1 0

)}
,{(

1 1
0 0

)
,

(
0 0
1 1

)}
,

{(
1 0
1 0

)
,

(
0 1
0 1

)}
,

{(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)}
.
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Задача 14. ПустьGF (2) — кольцо (поле) вычетов по модулю 2, т.е. операции в этом поле заданы

таблицами
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

. Проверьте, что кольцом является алгебра матриц с носителем

K =

{(
α β
β α

)
{α; β} ⊆ GF (2)

}
, с обычными операциями сложения и умножения матриц (с

учетом специфики умножения в GF (2)). Покажите, что множество I =

{(
γ γ
γ γ

)
γ ∈ GF (2)

}
является носителем идеала в K. Найдите фактор-кольцо K/I .

Ответ. Осталось найти фактор-кольцо.
Носитель составляют множества:

I =

{(
0 0
0 0

)
,

(
1 1
1 1

)}
,

(
1 0
0 0

)
+ I =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 1

)}
,

{(
0 1
0 0

)
,

(
1 0
1 1

)}
,

{(
0 0
1 0

)
,

(
1 1
0 1

)}
,

{(
0 0
0 1

)
,

(
1 1
1 0

)}
,{(

1 1
0 0

)
,

(
0 0
1 1

)}
,

{(
1 0
1 0

)
,

(
0 1
0 1

)}
,

{(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)}
.

Образ сложения и умножения зададим формулами:

(X + I) + (Y + I) =
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Задача 14. ПустьGF (2) — кольцо (поле) вычетов по модулю 2, т.е. операции в этом поле заданы

таблицами
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

. Проверьте, что кольцом является алгебра матриц с носителем

K =

{(
α β
β α

)
{α; β} ⊆ GF (2)

}
, с обычными операциями сложения и умножения матриц (с

учетом специфики умножения в GF (2)). Покажите, что множество I =

{(
γ γ
γ γ

)
γ ∈ GF (2)

}
является носителем идеала в K. Найдите фактор-кольцо K/I .

Ответ. Осталось найти фактор-кольцо.
Носитель составляют множества:

I =

{(
0 0
0 0

)
,

(
1 1
1 1

)}
,

(
1 0
0 0

)
+ I =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 1

)}
,

{(
0 1
0 0

)
,

(
1 0
1 1

)}
,

{(
0 0
1 0

)
,

(
1 1
0 1

)}
,

{(
0 0
0 1

)
,

(
1 1
1 0

)}
,{(

1 1
0 0

)
,

(
0 0
1 1

)}
,

{(
1 0
1 0

)
,

(
0 1
0 1

)}
,

{(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)}
.

Образ сложения и умножения зададим формулами:

(X + I) + (Y + I) = (X + Y ) + I,
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Задача 14. ПустьGF (2) — кольцо (поле) вычетов по модулю 2, т.е. операции в этом поле заданы

таблицами
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

. Проверьте, что кольцом является алгебра матриц с носителем

K =

{(
α β
β α

)
{α; β} ⊆ GF (2)

}
, с обычными операциями сложения и умножения матриц (с

учетом специфики умножения в GF (2)). Покажите, что множество I =

{(
γ γ
γ γ

)
γ ∈ GF (2)

}
является носителем идеала в K. Найдите фактор-кольцо K/I .

Ответ. Осталось найти фактор-кольцо.
Носитель составляют множества:

I =

{(
0 0
0 0

)
,

(
1 1
1 1

)}
,

(
1 0
0 0

)
+ I =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 1

)}
,

{(
0 1
0 0

)
,

(
1 0
1 1

)}
,

{(
0 0
1 0

)
,

(
1 1
0 1

)}
,

{(
0 0
0 1

)
,

(
1 1
1 0

)}
,{(

1 1
0 0

)
,

(
0 0
1 1

)}
,

{(
1 0
1 0

)
,

(
0 1
0 1

)}
,

{(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)}
.

Образ сложения и умножения зададим формулами:

(X + I) + (Y + I) = (X + Y ) + I, (X + I) · (Y + I) =
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Задача 14. ПустьGF (2) — кольцо (поле) вычетов по модулю 2, т.е. операции в этом поле заданы

таблицами
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

. Проверьте, что кольцом является алгебра матриц с носителем

K =

{(
α β
β α

)
{α; β} ⊆ GF (2)

}
, с обычными операциями сложения и умножения матриц (с

учетом специфики умножения в GF (2)). Покажите, что множество I =

{(
γ γ
γ γ

)
γ ∈ GF (2)

}
является носителем идеала в K. Найдите фактор-кольцо K/I .

Ответ. Осталось найти фактор-кольцо.
Носитель составляют множества:

I =

{(
0 0
0 0

)
,

(
1 1
1 1

)}
,

(
1 0
0 0

)
+ I =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 1

)}
,

{(
0 1
0 0

)
,

(
1 0
1 1

)}
,

{(
0 0
1 0

)
,

(
1 1
0 1

)}
,

{(
0 0
0 1

)
,

(
1 1
1 0

)}
,{(

1 1
0 0

)
,

(
0 0
1 1

)}
,

{(
1 0
1 0

)
,

(
0 1
0 1

)}
,

{(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)}
.

Образ сложения и умножения зададим формулами:

(X + I) + (Y + I) = (X + Y ) + I, (X + I) · (Y + I) = (X · Y ) + I.

250



Решение задачи 15.
Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть носитель исходной группы имеет вид G = {a0, a, a2, a3, a4, a5}.
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть носитель исходной группы имеет вид G = {a0, a, a2, a3, a4, a5}.

Конгруенция — это отношение эквивалентности. Согласно критерию отношения эквивалентно-
сти нам достаточно указать классы эквивалентных элементов.
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть носитель исходной группы имеет вид G = {a0, a, a2, a3, a4, a5}.

Конгруенция — это отношение эквивалентности. Согласно критерию отношения эквивалентно-
сти нам достаточно указать классы эквивалентных элементов.
В соответствии со стратегией приоритетного изучения экстремальных ситуаций рассмотрим
класс, содержащий «особый» элемент, в данном случае — элемент
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть носитель исходной группы имеет вид G = {a0, a, a2, a3, a4, a5}.

Конгруенция — это отношение эквивалентности. Согласно критерию отношения эквивалентно-
сти нам достаточно указать классы эквивалентных элементов.
В соответствии со стратегией приоритетного изучения экстремальных ситуаций рассмотрим
класс, содержащий «особый» элемент, в данном случае — элемент e = a0.
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e} = {a0}.
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. ПустьC0 = {e} = {a0}. ПустьC ′ =

{
ak, am

}
, то
(
ak; am

)
∈ T . Следовательно, по опре-

делению конгруенции,{ (
ak; am

)
∈ T,(

a−k; a−k
)
∈ T ⇒
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. ПустьC0 = {e} = {a0}. ПустьC ′ =

{
ak, am

}
, то
(
ak; am

)
∈ T . Следовательно, по опре-

делению конгруенции,{ (
ak; am

)
∈ T,(

a−k; a−k
)
∈ T ⇒

(
ak−k; am−k

)
∈ T .

258



Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. ПустьC0 = {e} = {a0}. ПустьC ′ =

{
ak, am

}
, то
(
ak; am

)
∈ T . Следовательно, по опре-

делению конгруенции,{ (
ak; am

)
∈ T,(

a−k; a−k
)
∈ T ⇒

(
a0; am−k

)
∈ T . Поэтому am−k ∈ C0 = {a0}.

Следовательно, m− k = 0, т.е. ak = am.
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. ПустьC0 = {e} = {a0}. ПустьC ′ =

{
ak, am

}
, то
(
ak; am

)
∈ T . Следовательно, по опре-

делению конгруенции,{ (
ak; am

)
∈ T,(

a−k; a−k
)
∈ T ⇒

(
a0; am−k

)
∈ T . Поэтому am−k ∈ C0 = {a0}.

Следовательно, m− k = 0, т.е. ak = am.
Таким образом, все классы являются одноэлементными.
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Следовательно, если C0 = {e} = {a0}, то конгруенция T — это отношение равенства.
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}.
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ .
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T .

265



Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Следовательно, m делит нацело число 6.
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Следовательно, m делит нацело число 6.
В самом деле, пусть
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Следовательно, m делит нацело число 6.
В самом деле, пусть 6 = mk + r, где r — остаток от деления на m, в частности, 0 ≤ r < m. Тогда,
согласно определению конгруенции
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Следовательно, m делит нацело число 6.
В самом деле, пусть 6 = mk + r, где r — остаток от деления на m, в частности, 0 ≤ r < m. Тогда,
согласно определению конгруенции{ (

a0; a−km
)
∈ T,(

a6; akm+r
)
∈ T ⇒
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Следовательно, m делит нацело число 6.
В самом деле, пусть 6 = mk + r, где r — остаток от деления на m, в частности, 0 ≤ r < m. Тогда,
согласно определению конгруенции{ (

a0; a−km
)
∈ T,(

a6; akm+r
)
∈ T ⇒

{ (
a0; a−km

)
∈ T,(

a0; akm+r
)
∈ T ⇒
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Следовательно, m делит нацело число 6.
В самом деле, пусть 6 = mk + r, где r — остаток от деления на m, в частности, 0 ≤ r < m. Тогда,
согласно определению конгруенции{ (

a0; a−km
)
∈ T,(

a6; akm+r
)
∈ T ⇒

{ (
a0; a−km

)
∈ T,(

a0; akm+r
)
∈ T ⇒

(
a0 · a0; a−km · akm+r

)
∈ T ,
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Следовательно, m делит нацело число 6.
В самом деле, пусть 6 = mk + r, где r — остаток от деления на m, в частности, 0 ≤ r < m. Тогда,
согласно определению конгруенции{ (

a0; a−km
)
∈ T,(

a6; akm+r
)
∈ T ⇒

{ (
a0; a−km

)
∈ T,(

a0; akm+r
)
∈ T ⇒ (a0; ar) ∈ T ,
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Следовательно, m делит нацело число 6.
В самом деле, пусть 6 = mk + r, где r — остаток от деления на m, в частности, 0 ≤ r < m. Тогда,
согласно определению конгруенции{ (

a0; a−km
)
∈ T,(

a6; akm+r
)
∈ T ⇒

{ (
a0; a−km

)
∈ T,(

a0; akm+r
)
∈ T ⇒ (a0; ar) ∈ T , что противоречит минимальности

выбора m.
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Мы доказали, что m делит нацело число 6.
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Мы доказали, что m делит нацело число 6.
У числа 6 четыре делителя: 1, 2, 3 и 6. Ситуации с делителями 1 и 6 мы уже рассмотрели.
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Мы доказали, что m делит нацело число 6.
У числа 6 четыре делителя: 1, 2, 3 и 6. Ситуации с делителями 1 и 6 мы уже рассмотрели.
Если a2 ∈ C0, то По определению конгруенции
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Мы доказали, что m делит нацело число 6.
У числа 6 четыре делителя: 1, 2, 3 и 6. Ситуации с делителями 1 и 6 мы уже рассмотрели.

Если a2 ∈ C0, то По определению конгруенции
{

(a0; a2) ∈ T,
(a2; a2) ∈ T ⇒
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Мы доказали, что m делит нацело число 6.
У числа 6 четыре делителя: 1, 2, 3 и 6. Ситуации с делителями 1 и 6 мы уже рассмотрели.

Если a2 ∈ C0, то По определению конгруенции
{

(a0; a2) ∈ T,
(a2; a2) ∈ T ⇒ (a0 · a2; a2 · a2) ∈ T
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Мы доказали, что m делит нацело число 6.
У числа 6 четыре делителя: 1, 2, 3 и 6. Ситуации с делителями 1 и 6 мы уже рассмотрели.

Если a2 ∈ C0, то По определению конгруенции
{

(a0; a2) ∈ T,
(a2; a2) ∈ T ⇒ (a2; a4) ∈ T .
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Мы доказали, что m делит нацело число 6.
У числа 6 четыре делителя: 1, 2, 3 и 6. Ситуации с делителями 1 и 6 мы уже рассмотрели.

Если a2 ∈ C0, то По определению конгруенции
{

(a0; a2) ∈ T,
(a2; a2) ∈ T ⇒ (a2; a4) ∈ T . Из транзи-

тивности T следует, что
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Мы доказали, что m делит нацело число 6.
У числа 6 четыре делителя: 1, 2, 3 и 6. Ситуации с делителями 1 и 6 мы уже рассмотрели.

Если a2 ∈ C0, то По определению конгруенции
{

(a0; a2) ∈ T,
(a2; a2) ∈ T ⇒ (a2; a4) ∈ T . Из транзи-

тивности T следует, что
{

(a0; a2) ∈ T,
(a2; a4) ∈ T ⇒ .
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Мы доказали, что m делит нацело число 6.
У числа 6 четыре делителя: 1, 2, 3 и 6. Ситуации с делителями 1 и 6 мы уже рассмотрели.

Если a2 ∈ C0, то По определению конгруенции
{

(a0; a2) ∈ T,
(a2; a2) ∈ T ⇒ (a2; a4) ∈ T . Из транзи-

тивности T следует, что
{

(a0; a2) ∈ T,
(a2; a4) ∈ T ⇒ (a0; a4) ∈ T .
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Мы доказали, что m делит нацело число 6.
У числа 6 четыре делителя: 1, 2, 3 и 6. Ситуации с делителями 1 и 6 мы уже рассмотрели.

Если a2 ∈ C0, то По определению конгруенции
{

(a0; a2) ∈ T,
(a2; a2) ∈ T ⇒ (a2; a4) ∈ T . Из транзи-

тивности T следует, что
{

(a0; a2) ∈ T,
(a2; a4) ∈ T ⇒ (a0; a4) ∈ T .

Итак, C0 = {a0, a2, a4}, C1 = {a,
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Мы доказали, что m делит нацело число 6.
У числа 6 четыре делителя: 1, 2, 3 и 6. Ситуации с делителями 1 и 6 мы уже рассмотрели.

Если a2 ∈ C0, то По определению конгруенции
{

(a0; a2) ∈ T,
(a2; a2) ∈ T ⇒ (a2; a4) ∈ T . Из транзи-

тивности T следует, что
{

(a0; a2) ∈ T,
(a2; a4) ∈ T ⇒ (a0; a4) ∈ T .

Итак, C0 = {a0, a2, a4}, C1 = {a,{
(a0; a2) ∈ T,
(a; a) ∈ T ⇒ (a0 · a; a2 · a) ∈ T .
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Мы доказали, что m делит нацело число 6.
У числа 6 четыре делителя: 1, 2, 3 и 6. Ситуации с делителями 1 и 6 мы уже рассмотрели.

Если a2 ∈ C0, то По определению конгруенции
{

(a0; a2) ∈ T,
(a2; a2) ∈ T ⇒ (a2; a4) ∈ T . Из транзи-

тивности T следует, что
{

(a0; a2) ∈ T,
(a2; a4) ∈ T ⇒ (a0; a4) ∈ T .

Итак, C0 = {a0, a2, a4}, C1 = {a, a3{
(a0; a2) ∈ T,
(a; a) ∈ T ⇒ (a0 · a; a2 · a) ∈ T .
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Мы доказали, что m делит нацело число 6.
У числа 6 четыре делителя: 1, 2, 3 и 6. Ситуации с делителями 1 и 6 мы уже рассмотрели.

Если a2 ∈ C0, то По определению конгруенции
{

(a0; a2) ∈ T,
(a2; a2) ∈ T ⇒ (a2; a4) ∈ T . Из транзи-

тивности T следует, что
{

(a0; a2) ∈ T,
(a2; a4) ∈ T ⇒ (a0; a4) ∈ T .

Итак, C0 = {a0, a2, a4}, C1 = {a, a3{
(a0; a4) ∈ T,
(a; a) ∈ T ⇒ (a0 · a; a4 · a) ∈ T .
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Пусть C0 = {e, am} = {a0, am}. Можно считать, что m — минимальное натуральное

число со свойством (a0, am) ∈ T .
По определению конгруенции{

(a0; am) ∈ T,
(am; am) ∈ T ⇒ (am; a2m) ∈ T . Продолжая этот процесс, получаем, что

{a0, am, a2m, a3m, . . .}. Мы доказали, что m делит нацело число 6.
У числа 6 четыре делителя: 1, 2, 3 и 6. Ситуации с делителями 1 и 6 мы уже рассмотрели.

Если a2 ∈ C0, то По определению конгруенции
{

(a0; a2) ∈ T,
(a2; a2) ∈ T ⇒ (a2; a4) ∈ T . Из транзи-

тивности T следует, что
{

(a0; a2) ∈ T,
(a2; a4) ∈ T ⇒ (a0; a4) ∈ T .

Итак, C0 = {a0, a2, a4}, C1 = {a, a3, a5}.{
(a0; a4) ∈ T,
(a; a) ∈ T ⇒ (a0 · a; a4 · a) ∈ T .

287



Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Итак, C0 = {a0, a2, a4}, C1 = {a, a3, a5}. Индуцированную операцию зададим табли-

цей Кэли
Ci ∗ Cj

Ci\Cj {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a0, a2, a4}
{a, a3, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Итак, C0 = {a0, a2, a4}, C1 = {a, a3, a5}. Индуцированную операцию зададим табли-

цей Кэли
Ci ∗ Cj

Ci\Cj {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a0, a2, a4}
{a, a3, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Итак, C0 = {a0, a2, a4}, C1 = {a, a3, a5}. Индуцированную операцию зададим табли-

цей Кэли
Ci ∗ Cj

Ci\Cj {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a0, a2, a4} {a0, a2, a4}
{a, a3, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Итак, C0 = {a0, a2, a4}, C1 = {a, a3, a5}. Индуцированную операцию зададим табли-

цей Кэли
Ci ∗ Cj

Ci\Cj {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a0, a2, a4} {a0, a2, a4}
{a, a3, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Итак, C0 = {a0, a2, a4}, C1 = {a, a3, a5}. Индуцированную операцию зададим табли-

цей Кэли
Ci ∗ Cj

Ci\Cj {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a0, a2, a4} {a0, a2, a4}
{a, a3, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Итак, C0 = {a0, a2, a4}, C1 = {a, a3, a5}. Индуцированную операцию зададим табли-

цей Кэли
Ci ∗ Cj

Ci\Cj {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a0, a2, a4} {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a, a3, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Итак, C0 = {a0, a2, a4}, C1 = {a, a3, a5}. Индуцированную операцию зададим табли-

цей Кэли
Ci ∗ Cj

Ci\Cj {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a0, a2, a4} {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a, a3, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Итак, C0 = {a0, a2, a4}, C1 = {a, a3, a5}. Индуцированную операцию зададим табли-

цей Кэли
Ci ∗ Cj

Ci\Cj {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a0, a2, a4} {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a, a3, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Итак, C0 = {a0, a2, a4}, C1 = {a, a3, a5}. Индуцированную операцию зададим табли-

цей Кэли
Ci ∗ Cj

Ci\Cj {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a0, a2, a4} {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a, a3, a5} {a, a3, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Итак, C0 = {a0, a2, a4}, C1 = {a, a3, a5}. Индуцированную операцию зададим табли-

цей Кэли
Ci ∗ Cj

Ci\Cj {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a0, a2, a4} {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a, a3, a5} {a, a3, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Итак, C0 = {a0, a2, a4}, C1 = {a, a3, a5}. Индуцированную операцию зададим табли-

цей Кэли
Ci ∗ Cj

Ci\Cj {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a0, a2, a4} {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a, a3, a5} {a, a3, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Итак, C0 = {a0, a2, a4}, C1 = {a, a3, a5}. Индуцированную операцию зададим табли-

цей Кэли
Ci ∗ Cj

Ci\Cj {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a0, a2, a4} {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a, a3, a5} {a, a3, a5} {a0, a2, a4}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Итак, C0 = {a0, a2, a4}, C1 = {a, a3, a5}. Индуцированную операцию зададим табли-

цей Кэли
Ci ∗ Cj

Ci\Cj {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a0, a2, a4} {a0, a2, a4} {a, a3, a5}
{a, a3, a5} {a, a3, a5} {a0, a2, a4}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Остался последний случай: a3 ∈ C0. Тогда
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Остался последний случай: a3 ∈ C0. Тогда C0 = {a0, a3},
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Остался последний случай: a3 ∈ C0.

Тогда C0 = {a0, a3}, C1 = {a,
По определению конгруенции{

(a0; a3) ∈ T,
(a; a) ∈ T ⇒ (a0 · a; a3 · a) ∈ T .
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Остался последний случай: a3 ∈ C0.

Тогда C0 = {a0, a3}, C1 = {a, a4}, C2 = {a2,
По определению конгруенции{

(a0; a3) ∈ T,
(a; a) ∈ T ⇒ (a; a4) ∈ T .
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Остался последний случай: a3 ∈ C0.

Тогда C0 = {a0, a3}, C1 = {a, a4}, C2 = {a2,
По определению конгруенции{

(a0; a3) ∈ T,
(a2; a2) ∈ T ⇒ (a0 · a2; a3 · a2) ∈ T .
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Остался последний случай: a3 ∈ C0.

Тогда C0 = {a0, a3}, C1 = {a, a4}, C2 = {a2, a5}
По определению конгруенции{

(a0; a3) ∈ T,
(a2; a2) ∈ T ⇒ (a2; a5) ∈ T .
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Остался последний случай: a3 ∈ C0.

Тогда C0 = {a0, a3}, C1 = {a, a4}, C2 = {a2, a5}
Операцию зададим таблицей Кэли:
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Остался последний случай: a3 ∈ C0.

Тогда C0 = {a0, a3}, C1 = {a, a4}, C2 = {a2, a5}
Операцию зададим таблицей Кэли:

Ci ∗ Cj
Ci\Cj {a0, a3} {a, a4} {a2, a5}
{a0, a3}
{a, a4}
{a2, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Остался последний случай: a3 ∈ C0.

Тогда C0 = {a0, a3}, C1 = {a, a4}, C2 = {a2, a5}
Операцию зададим таблицей Кэли:

Ci ∗ Cj
Ci\Cj {a0, a3} {a, a4} {a2, a5}
{a0, a3} {a0, a3}
{a, a4}
{a2, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Остался последний случай: a3 ∈ C0.

Тогда C0 = {a0, a3}, C1 = {a, a4}, C2 = {a2, a5}
Операцию зададим таблицей Кэли:

Ci ∗ Cj
Ci\Cj {a0, a3} {a, a4} {a2, a5}
{a0, a3} {a0, a3} {a, a4}
{a, a4}
{a2, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Остался последний случай: a3 ∈ C0.

Тогда C0 = {a0, a3}, C1 = {a, a4}, C2 = {a2, a5}
Операцию зададим таблицей Кэли:

Ci ∗ Cj
Ci\Cj {a0, a3} {a, a4} {a2, a5}
{a0, a3} {a0, a3} {a, a4} {a2, a5}
{a, a4}
{a2, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Остался последний случай: a3 ∈ C0.

Тогда C0 = {a0, a3}, C1 = {a, a4}, C2 = {a2, a5}
Операцию зададим таблицей Кэли:

Ci ∗ Cj
Ci\Cj {a0, a3} {a, a4} {a2, a5}
{a0, a3} {a0, a3} {a, a4} {a2, a5}
{a, a4} {a, a4}
{a2, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Остался последний случай: a3 ∈ C0.

Тогда C0 = {a0, a3}, C1 = {a, a4}, C2 = {a2, a5}
Операцию зададим таблицей Кэли:

Ci ∗ Cj
Ci\Cj {a0, a3} {a, a4} {a2, a5}
{a0, a3} {a0, a3} {a, a4} {a2, a5}
{a, a4} {a, a4} {a2, a5}
{a2, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Остался последний случай: a3 ∈ C0.

Тогда C0 = {a0, a3}, C1 = {a, a4}, C2 = {a2, a5}
Операцию зададим таблицей Кэли:

Ci ∗ Cj
Ci\Cj {a0, a3} {a, a4} {a2, a5}
{a0, a3} {a0, a3} {a, a4} {a2, a5}
{a, a4} {a, a4} {a2, a5} {a0, a3}
{a2, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Остался последний случай: a3 ∈ C0.

Тогда C0 = {a0, a3}, C1 = {a, a4}, C2 = {a2, a5}
Операцию зададим таблицей Кэли:

Ci ∗ Cj
Ci\Cj {a0, a3} {a, a4} {a2, a5}
{a0, a3} {a0, a3} {a, a4} {a2, a5}
{a, a4} {a, a4} {a2, a5} {a0, a3}
{a2, a5} {a2, a5}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Остался последний случай: a3 ∈ C0.

Тогда C0 = {a0, a3}, C1 = {a, a4}, C2 = {a2, a5}
Операцию зададим таблицей Кэли:

Ci ∗ Cj
Ci\Cj {a0, a3} {a, a4} {a2, a5}
{a0, a3} {a0, a3} {a, a4} {a2, a5}
{a, a4} {a, a4} {a2, a5} {a0, a3}
{a2, a5} {a2, a5} {a0, a3}
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Задача 15. Найти все фактор-группы циклической группы порядка 6.
Ответ. Остался последний случай: a3 ∈ C0.

Тогда C0 = {a0, a3}, C1 = {a, a4}, C2 = {a2, a5}
Операцию зададим таблицей Кэли:

Ci ∗ Cj
Ci\Cj {a0, a3} {a, a4} {a2, a5}
{a0, a3} {a0, a3} {a, a4} {a2, a5}
{a, a4} {a, a4} {a2, a5} {a0, a3}
{a2, a5} {a2, a5} {a0, a3} {a, a4}
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Решение задачи 16.
Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:

P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид:
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Применим стратегию приоритетного изучения «экстремальных ситуаций».
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Рассмотрим класс эквивалентных по конгруенции T элементов из P, содержащий «экстремаль-
ный элемент»
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Рассмотрим класс эквивалентных по конгруенции T элементов из P, содержащий «экстремаль-
ный элемент» ∅ или {a, b}. Выберем, например, {a, b}.
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Рассмотрим класс эквивалентных по конгруенции T элементов из P, содержащий «экстремаль-
ный элемент» ∅ или {a, b}. Выберем, например, {a, b}.
Если C0 = {a, b}, то все классы эквивалентных элементов являются одноэлементными. Действи-
тельно, во-первых, в одном классе эквивалентных элементов не могут быть элементы a и b, иначе
в этот же класс попал бы элемент {a, b}.
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Рассмотрим класс эквивалентных по конгруенции T элементов из P, содержащий «экстремаль-
ный элемент» ∅ или {a, b}. Выберем, например, {a, b}.
Если C0 = {a, b}, то все классы эквивалентных элементов являются одноэлементными. Значит,
во-вторых, в неодноэлементный класс должен попасть элемент ∅ и, допустим, a.
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Рассмотрим класс эквивалентных по конгруенции T элементов из P, содержащий «экстремаль-
ный элемент» ∅ или {a, b}. Выберем, например, {a, b}.
Если C0 = {a, b}, то все классы эквивалентных элементов являются одноэлементными. Зна-
чит, во-вторых, в неодноэлементный класс должен попасть элемент ∅ и, допустим, a. Тогда
∅ ∩ {b} = {a} ∩ {b} = ∅ ∈ {∅, {a}}, но
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Рассмотрим класс эквивалентных по конгруенции T элементов из P, содержащий «экстремаль-
ный элемент» ∅ или {a, b}. Выберем, например, {a, b}.
Если C0 = {a, b}, то все классы эквивалентных элементов являются одноэлементными. Зна-
чит, во-вторых, в неодноэлементный класс должен попасть элемент ∅ и, допустим, a. Тогда
∅ ∩ {b} = {a} ∩ {b} = ∅ ∈ {∅, {a}}, но {a} ∩ {b} = {a, b} /∈ {∅, {a}}, противоречие с определе-
нием конгруенции.

327



Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Рассмотрим класс эквивалентных по конгруенции T элементов из P, содержащий «экстремаль-
ный элемент» ∅ или {a, b}. Выберем, например, {a, b}.
Мы доказали, что если C0 = {a, b}, то все классы эквивалентных элементов являются одноэле-
ментными, т.е данная конгруенция — это
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Рассмотрим класс эквивалентных по конгруенции T элементов из P, содержащий «экстремаль-
ный элемент» ∅ или {a, b}. Выберем, например, {a, b}.
Мы доказали, что если C0 = {a, b}, то все классы эквивалентных элементов являются одноэле-
ментными, т.е данная конгруенция — это отношение равенства.
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства. Пусть класс C0 эквивалентных по кон-
груенции T элементов из P, содержащий «экстремальный элемент» {a, b} включает в себя эле-
мент {a}.
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства. Пусть класс C0 эквивалентных по кон-
груенции T элементов из P, содержащий «экстремальный элемент» {a, b} включает в себя эле-
мент {a}.
Если этот класс C0 включает в себя и элемент {b}, то, согласно определению конгруенции и
определению класса эквивалентных элементов,{

({a}, {a, b}) ∈ T,
({b}, {b}) ∈ T ⇒
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства. Пусть класс C0 эквивалентных по кон-
груенции T элементов из P, содержащий «экстремальный элемент» {a, b} включает в себя эле-
мент {a}.
Если этот класс C0 включает в себя и элемент {b}, то, согласно определению конгруенции и
определению класса эквивалентных элементов,{

({a}, {a, b}) ∈ T,
({b}, {b}) ∈ T ⇒ ({a} ∩ {b}, {a, b} ∩ {b}) ∈ T
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства. Пусть класс C0 эквивалентных по кон-
груенции T элементов из P, содержащий «экстремальный элемент» {a, b} включает в себя эле-
мент {a}.
Если этот класс C0 включает в себя и элемент {b}, то, согласно определению конгруенции и
определению класса эквивалентных элементов,{

({a}, {a, b}) ∈ T,
({b}, {b}) ∈ T ⇒ ({a} ∩ {b}, {a, b} ∩ {b}) ∈ T ⇒ (∅, {b}) ∈ T .
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства. Пусть класс C0 эквивалентных по кон-
груенции T элементов из P, содержащий «экстремальный элемент» {a, b} включает в себя эле-
мент {a}.
Если этот класс C0 включает в себя и элемент {b}, то, согласно определению конгруенции и
определению класса эквивалентных элементов,{

({a}, {a, b}) ∈ T,
({b}, {b}) ∈ T ⇒ ({a} ∩ {b}, {a, b} ∩ {b}) ∈ T ⇒ (∅, {b}) ∈ T .

Получили фактор-систему P/T с индуцированными операциями ∪′, ∩′, ′

Cα ∪′ Cβ
Cα\Cβ {∅, {b}} {{a}, {a, b}}
{∅, {b}} {∅, {b}} {{a}, {a, b}}
{{a}, {a, b}} {{a}, {a, b}} {{a}, {a, b}}
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства. Пусть класс C0 эквивалентных по кон-
груенции T элементов из P, содержащий «экстремальный элемент» {a, b} включает в себя эле-
мент {a}.
Если этот класс C0 включает в себя и элемент {b}, то, согласно определению конгруенции и
определению класса эквивалентных элементов,{

({a}, {a, b}) ∈ T,
({b}, {b}) ∈ T ⇒ ({a} ∩ {b}, {a, b} ∩ {b}) ∈ T ⇒ (∅, {b}) ∈ T .

Получили фактор-систему P/T с индуцированными операциями ∪′, ∩′, ′

Cα ∪′ Cβ
Cα\Cβ {∅, {b}} {{a}, {a, b}}
{∅, {b}} {∅, {b}} {{a}, {a, b}}
{{a}, {a, b}} {{a}, {a, b}} {{a}, {a, b}}

Cα ∩′ Cβ
Cα\Cβ {∅, {b}} {{a}, {a, b}}
{∅, {b}} {∅, {b}} {∅, {b}}
{{a}, {a, b}} {∅, {b}} {{a}, {a, b}}
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства. Пусть класс C0 эквивалентных по кон-
груенции T элементов из P, содержащий «экстремальный элемент» {a, b} включает в себя эле-
мент {a}.
Если этот класс C0 включает в себя и элемент {b}, то, согласно определению конгруенции и
определению класса эквивалентных элементов,{

({a}, {a, b}) ∈ T,
({b}, {b}) ∈ T ⇒ ({a} ∩ {b}, {a, b} ∩ {b}) ∈ T ⇒ (∅, {b}) ∈ T .

Получили фактор-систему P/T с индуцированными операциями ∪′, ∩′, ′

Cα ∪′ Cβ
Cα\Cβ {∅, {b}} {{a}, {a, b}}
{∅, {b}} {∅, {b}} {{a}, {a, b}}
{{a}, {a, b}} {{a}, {a, b}} {{a}, {a, b}}

Cα ∩′ Cβ
Cα\Cβ {∅, {b}} {{a}, {a, b}}
{∅, {b}} {∅, {b}} {∅, {b}}
{{a}, {a, b}} {∅, {b}} {{a}, {a, b}}

C {∅, {b}} {{a}, {a, b}}
C
′ {∅, {b}} {∅, {b}}

336



Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства. Пусть класс C0 эквивалентных по кон-
груенции T элементов из P, содержащий «экстремальный элемент» {a, b} включает в себя эле-
мент {a}.
Если этот класс C0 включает в себя и элемент {b}, то, согласно определению конгруенции и
определению класса эквивалентных элементов,{

({a}, {a, b}) ∈ T,
({b}, {b}) ∈ T ⇒ ({a} ∩ {b}, {a, b} ∩ {b}) ∈ T ⇒ (∅, {b}) ∈ T .

Получили фактор-систему P/T с индуцированными операциями ∪′, ∩′, ′

Cα ∪′ Cβ
Cα\Cβ {∅, {b}} {{a}, {a, b}}
{∅, {b}} {∅, {b}} {{a}, {a, b}}
{{a}, {a, b}} {{a}, {a, b}} {{a}, {a, b}}

Cα ∩′ Cβ
Cα\Cβ {∅, {b}} {{a}, {a, b}}
{∅, {b}} {∅, {b}} {∅, {b}}
{{a}, {a, b}} {∅, {b}} {{a}, {a, b}}

C {∅, {b}} {{a}, {a, b}}
C
′ {∅, {b}} {∅, {b}}

Аналогично получаем изоморфную построенной системе фактор-систему с носителем{
{∅, {a}} , {{b}, {a, b}}

}
.
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства.

Второй вариант конгруенции приводит к фактор-системам с носителями
{
{∅, {b}} , {{a}, {a, b}}

}
и
{
{∅, {a}} , {{b}, {a, b}}

}
.

Пусть класс C0 эквивалентных по конгруенции T элементов из P, содержащий «экстремальный
элемент» {a, b} включает в себя элемент {a} и {b}.
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства.

Второй вариант конгруенции приводит к фактор-системам с носителями
{
{∅, {b}} , {{a}, {a, b}}

}
и
{
{∅, {a}} , {{b}, {a, b}}

}
.

Пусть класс C0 эквивалентных по конгруенции T элементов из P, содержащий «экстремальный
элемент» {a, b} включает в себя элемент {a} и {b}, то, согласно определению конгруенции и
определению класса эквивалентных элементов, ({a}, {b}) ∈ T{

({a}, {a}) ∈ T,
({a}, {b}) ∈ T ⇒
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства.

Второй вариант конгруенции приводит к фактор-системам с носителями
{
{∅, {b}} , {{a}, {a, b}}

}
и
{
{∅, {a}} , {{b}, {a, b}}

}
.

Пусть класс C0 эквивалентных по конгруенции T элементов из P, содержащий «экстремальный
элемент» {a, b} включает в себя элемент {a} и {b}, то, согласно определению конгруенции и
определению класса эквивалентных элементов, ({a}, {b}) ∈ T{

({a}, {a}) ∈ T,
({a}, {b}) ∈ T ⇒ ({a} ∩ {a}, {a} ∩ {b}) ∈ T ⇒
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства.

Второй вариант конгруенции приводит к фактор-системам с носителями
{
{∅, {b}} , {{a}, {a, b}}

}
и
{
{∅, {a}} , {{b}, {a, b}}

}
.

Пусть класс C0 эквивалентных по конгруенции T элементов из P, содержащий «экстремальный
элемент» {a, b} включает в себя элемент {a} и {b}, то, согласно определению конгруенции и
определению класса эквивалентных элементов, ({a}, {b}) ∈ T{

({a}, {a}) ∈ T,
({a}, {b}) ∈ T ⇒ ({a} ∩ {a}, {a} ∩ {b}) ∈ T ⇒ ({a}, ∅) ∈ T ⇒
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства.

Второй вариант конгруенции приводит к фактор-системам с носителями
{
{∅, {b}} , {{a}, {a, b}}

}
и
{
{∅, {a}} , {{b}, {a, b}}

}
.

Пусть класс C0 эквивалентных по конгруенции T элементов из P, содержащий «экстремальный
элемент» {a, b} включает в себя элемент {a} и {b}, то, согласно определению конгруенции и
определению класса эквивалентных элементов, ({a}, {b}) ∈ T{

({a}, {a}) ∈ T,
({a}, {b}) ∈ T ⇒ ({a} ∩ {a}, {a} ∩ {b}) ∈ T ⇒ ({a}, ∅) ∈ T ⇒ ({a}, ∅) ∈ T ⇒
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства.

Второй вариант конгруенции приводит к фактор-системам с носителями
{
{∅, {b}} , {{a}, {a, b}}

}
и
{
{∅, {a}} , {{b}, {a, b}}

}
.

Пусть класс C0 эквивалентных по конгруенции T элементов из P, содержащий «экстремальный
элемент» {a, b} включает в себя элемент {a} и {b}, то, согласно определению конгруенции и
определению класса эквивалентных элементов, ({a}, {b}) ∈ T{

({a}, {a}) ∈ T,
({a}, {b}) ∈ T ⇒ ({a} ∩ {a}, {a} ∩ {b}) ∈ T ⇒ ({a}, ∅) ∈ T ⇒ ({a}, ∅) ∈ T ⇒

⇒ C0 = {{a, b}, {a}, {b}, ∅}.
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства.

Второй вариант конгруенции приводит к фактор-системам с носителями
{
{∅, {b}} , {{a}, {a, b}}

}
и
{
{∅, {a}} , {{b}, {a, b}}

}
.

Пусть класс C0 эквивалентных по конгруенции T элементов из P, содержащий «экстремальный
элемент» {a, b} включает в себя элемент {a} и {b}, то, согласно определению конгруенции и
определению класса эквивалентных элементов, ({a}, {b}) ∈ T{

({a}, {a}) ∈ T,
({a}, {b}) ∈ T ⇒ ({a} ∩ {a}, {a} ∩ {b}) ∈ T ⇒ ({a}, ∅) ∈ T ⇒ ({a}, ∅) ∈ T ⇒

⇒ C0 = {{a, b}, {a}, {b}, ∅}.
Значит, в этом случае конгруенция является универсальным отношением.
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства.

Второй вариант конгруенции приводит к фактор-системам с носителями
{
{∅, {b}} , {{a}, {a, b}}

}
и
{
{∅, {a}} , {{b}, {a, b}}

}
.

Третий вариант конгруенции — универсальное отношение.
Осталось рассмотреть случай, когда класс C0 эквивалентных по конгруенции T элементов из P,
содержащий «экстремальный элемент» {a, b} включает в себя элемент {a} и ∅, то, согласно опре-
делению конгруенции и определению класса эквивалентных элементов, ({a}, ∅) ∈ T
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства.

Второй вариант конгруенции приводит к фактор-системам с носителями
{
{∅, {b}} , {{a}, {a, b}}

}
и
{
{∅, {a}} , {{b}, {a, b}}

}
.

Третий вариант конгруенции — универсальное отношение.
Осталось рассмотреть случай, когда класс C0 эквивалентных по конгруенции T элементов из P,
содержащий «экстремальный элемент» {a, b} включает в себя элемент {a} и ∅, то, согласно опре-
делению конгруенции и определению класса эквивалентных элементов, ({a}, ∅) ∈ T{

({a}, ∅) ∈ T,
({b}, {b}) ∈ T ⇒
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства.

Второй вариант конгруенции приводит к фактор-системам с носителями
{
{∅, {b}} , {{a}, {a, b}}

}
и
{
{∅, {a}} , {{b}, {a, b}}

}
.

Третий вариант конгруенции — универсальное отношение.
Осталось рассмотреть случай, когда класс C0 эквивалентных по конгруенции T элементов из P,
содержащий «экстремальный элемент» {a, b} включает в себя элемент {a} и ∅, то, согласно опре-
делению конгруенции и определению класса эквивалентных элементов, ({a}, ∅) ∈ T{

({a}, ∅) ∈ T,
({b}, {b}) ∈ T ⇒ ({a} ∪ {b}, ∅ ∪ {b}) ∈ T ⇒ ({a, b}, {b}) ∈ T ⇒
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства.

Второй вариант конгруенции приводит к фактор-системам с носителями
{
{∅, {b}} , {{a}, {a, b}}

}
и
{
{∅, {a}} , {{b}, {a, b}}

}
.

Третий вариант конгруенции — универсальное отношение.
Осталось рассмотреть случай, когда класс C0 эквивалентных по конгруенции T элементов из P,
содержащий «экстремальный элемент» {a, b} включает в себя элемент {a} и ∅, то, согласно
определению конгруенции и определению класса эквивалентных элементов, ({a}, ∅) ∈ T{

({a}, ∅) ∈ T,
({b}, {b}) ∈ T ⇒ ({a} ∪ {b}, ∅ ∪ {b}) ∈ T ⇒ ({a, b}, {b}) ∈ T ⇒ C0 = {{a, b}, {a}, {b}, ∅}.
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства.

Второй вариант конгруенции приводит к фактор-системам с носителями
{
{∅, {b}} , {{a}, {a, b}}

}
и
{
{∅, {a}} , {{b}, {a, b}}

}
.

Третий вариант конгруенции — универсальное отношение.
Осталось рассмотреть случай, когда класс C0 эквивалентных по конгруенции T элементов из P,
содержащий «экстремальный элемент» {a, b} включает в себя элемент {a} и ∅, то, согласно
определению конгруенции и определению класса эквивалентных элементов, ({a}, ∅) ∈ T{

({a}, ∅) ∈ T,
({b}, {b}) ∈ T ⇒ ({a} ∪ {b}, ∅ ∪ {b}) ∈ T ⇒ ({a, b}, {b}) ∈ T ⇒ C0 = {{a, b}, {a}, {b}, ∅}.

Значит, в этом случае конгруенция является универсальным отношением.
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Задача 16. Найти все фактор-алгебры алгебры всех подмножеств множества {a, b}:
P = 〈{X X ⊆ {a, b}} , {∪,∩, }〉.

Ответ. Носитель алгебры P имеет вид: P =
{
∅, {a}, {b}, {a; b}

}
.

Первый вариант конгруенции — отношение равенства.
Второй вариант конгруенции приводит к фактор-системам с носителями{
{∅, {b}} , {{a}, {a, b}}

}
и
{
{∅, {a}} , {{b}, {a, b}}

}
.

Третий вариант конгруенции — универсальное отношение.
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Решение задачи 17.
Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число».
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число». Ясно, что
«экстремальными» являются числа
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число». Ясно, что
«экстремальными» являются числа 0 и 1.
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число». Ясно, что
«экстремальными» являются числа 0 и 1. Какое из них «экстремальнее»?
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число». Ясно, что
«экстремальными» являются числа 0 и 1. Какое из них «экстремальнее»?
Число 0 «ведет» себя необычно и относительно сложения, и относительно умножения.
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0.
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0.
Ясно, что один из вариантов конгруенции — отношение равенства. Поэтому рассмотрим конгруен-
ции, отличные от отношения равенства.
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0.
Ясно, что один из вариантов конгруенции — отношение равенства. Поэтому рассмотрим конгруен-
ции, отличные от отношения равенства.
Значит, есть различные числа m и n такие, что (m, n) ∈ T . Тогда по определению конгруенции{

(m; n) ∈ T,
(−m, −m) ∈ T ⇒
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0.
Ясно, что один из вариантов конгруенции — отношение равенства. Поэтому рассмотрим конгруен-
ции, отличные от отношения равенства.
Значит, есть различные числа m и n такие, что (m, n) ∈ T . Тогда по определению конгруенции{

(m; n) ∈ T,
(−m; −m) ∈ T ⇒ (m−m; n−m) ∈ T ⇒
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0.
Ясно, что один из вариантов конгруенции — отношение равенства. Поэтому рассмотрим конгруен-
ции, отличные от отношения равенства.
Значит, есть различные числа m и n такие, что (m, n) ∈ T . Тогда по определению конгруенции{

(m; n) ∈ T,
(−m; −m) ∈ T ⇒ (m−m; n−m) ∈ T ⇒ (0, n−m) ∈ T .
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0.
Ясно, что один из вариантов конгруенции — отношение равенства. Поэтому рассмотрим конгруен-
ции, отличные от отношения равенства.
Значит, есть различные числа m и n такие, что (m, n) ∈ T . Тогда по определению конгруенции{

(m; n) ∈ T,
(−m; −m) ∈ T ⇒ (m−m; n−m) ∈ T ⇒ (0, n−m) ∈ T .

Значит, мы рассматриваем ситуацию, когда в классеC0, содержащем 0, имеется хотя бы один нену-
левой элемент.
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Если отрицательное число x принадлежит C0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(x; 0) ∈ T
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Если отрицательное число x принадлежит C0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(x; 0) ∈ T ⇒ ((−1) · x; (−1) · 0) ∈ T ⇒
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Если отрицательное число x принадлежит C0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(x; 0) ∈ T ⇒ ((−1) · x; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−x, 0) ∈ T .
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Если отрицательное число x принадлежит C0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(x; 0) ∈ T ⇒ ((−1) · x; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−x, 0) ∈ T .

Поэтому если в классе C0 содержится ненулевое число, то в этом классе содержится положитель-
ное число.
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.
Если m < 0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ ((−1) ·m; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−m, 0) ∈ T .
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.
Если m < 0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ ((−1) ·m; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−m, 0) ∈ T .

Значит, согласно определению класса эквивалентных элементов (−m) ∈ C0. Итак, можно счи-
тать, что m — положительный элемент из C0.
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.
Если m < 0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ ((−1) ·m; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−m, 0) ∈ T .

Значит, согласно определению класса эквивалентных элементов (−m) ∈ C0. Итак, можно счи-
тать, что m — положительный элемент из C0.
Разделим (m+ 1) на (k + 1) с остатком:
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.
Если m < 0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ ((−1) ·m; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−m, 0) ∈ T .

Значит, согласно определению класса эквивалентных элементов (−m) ∈ C0. Итак, можно счи-
тать, что m — положительный элемент из C0.
Разделим m на k с остатком: m = pk + r, где
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.
Если m < 0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ ((−1) ·m; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−m, 0) ∈ T .

Значит, согласно определению класса эквивалентных элементов (−m) ∈ C0. Итак, можно счи-
тать, что m — положительный элемент из C0.
Разделим m на k с остатком: m = pk + r, где 0 ≤ r ≤ k − 1.
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.
Если m < 0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ ((−1) ·m; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−m, 0) ∈ T .

Значит, согласно определению класса эквивалентных элементов (−m) ∈ C0. Итак, можно счи-
тать, что m — положительный элемент из C0.
Разделим m на k с остатком: m = pk + r, где 0 ≤ r ≤ k − 1. Тогда по определению конгруен-
ции{

(k; 0) ∈ T,
(p; p) ∈ T ⇒
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.
Если m < 0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ ((−1) ·m; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−m, 0) ∈ T .

Значит, согласно определению класса эквивалентных элементов (−m) ∈ C0. Итак, можно счи-
тать, что m — положительный элемент из C0.
Разделим m на k с остатком: m = pk + r, где 0 ≤ r ≤ k − 1. Тогда по определению конгруен-
ции{

(k; 0) ∈ T,
(p; p) ∈ T ⇒ (kp; 0p) ∈ T .
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.
Если m < 0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ ((−1) ·m; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−m, 0) ∈ T .

Значит, согласно определению класса эквивалентных элементов (−m) ∈ C0. Итак, можно счи-
тать, что m — положительный элемент из C0.
Разделим m на k с остатком: m = pk + r, где 0 ≤ r ≤ k − 1. Тогда по определению конгруен-
ции{

(k; 0) ∈ T,
(p; p) ∈ T ⇒ (kp; 0p) ∈ T . Как мы доказали ранее, (kp; 0) ∈ T ⇒
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.
Если m < 0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ ((−1) ·m; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−m, 0) ∈ T .

Значит, согласно определению класса эквивалентных элементов (−m) ∈ C0. Итак, можно счи-
тать, что m — положительный элемент из C0.
Разделим m на k с остатком: m = pk + r, где 0 ≤ r ≤ k − 1. Тогда по определению конгруен-
ции{

(k; 0) ∈ T,
(p; p) ∈ T ⇒ (kp; 0p) ∈ T . Как мы доказали ранее, (kp; 0) ∈ T ⇒ (−kp; 0) ∈ T .
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.
Если m < 0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ ((−1) ·m; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−m, 0) ∈ T .

Значит, согласно определению класса эквивалентных элементов (−m) ∈ C0. Итак, можно счи-
тать, что m — положительный элемент из C0.
Разделим m на k с остатком: m = pk + r, где 0 ≤ r ≤ k − 1. Тогда по определению конгруен-
ции{

(k; 0) ∈ T,
(p; p) ∈ T ⇒ (kp; 0p) ∈ T . Как мы доказали ранее, (kp; 0) ∈ T ⇒ (−kp; 0) ∈ T .

Следовательно, по определению конгруенции{
(−kp; 0) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.
Если m < 0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ ((−1) ·m; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−m, 0) ∈ T .

Значит, согласно определению класса эквивалентных элементов (−m) ∈ C0. Итак, можно счи-
тать, что m — положительный элемент из C0.
Разделим m на k с остатком: m = pk + r, где 0 ≤ r ≤ k − 1. Тогда по определению конгруен-
ции{

(k; 0) ∈ T,
(p; p) ∈ T ⇒ (kp; 0p) ∈ T . Как мы доказали ранее, (kp; 0) ∈ T ⇒ (−kp; 0) ∈ T .

Следовательно, по определению конгруенции{
(−kp; 0) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ (m− kp; 0) ∈ T ⇒
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.
Если m < 0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ ((−1) ·m; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−m, 0) ∈ T .

Значит, согласно определению класса эквивалентных элементов (−m) ∈ C0. Итак, можно счи-
тать, что m — положительный элемент из C0.
Разделим m на k с остатком: m = pk + r, где 0 ≤ r ≤ k − 1. Тогда по определению конгруен-
ции{

(k; 0) ∈ T,
(p; p) ∈ T ⇒ (kp; 0p) ∈ T . Как мы доказали ранее, (kp; 0) ∈ T ⇒ (−kp; 0) ∈ T .

Следовательно, по определению конгруенции{
(−kp; 0) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ (m− kp; 0) ∈ T ⇒
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.
Если m < 0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ ((−1) ·m; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−m, 0) ∈ T .

Значит, согласно определению класса эквивалентных элементов (−m) ∈ C0. Итак, можно счи-
тать, что m — положительный элемент из C0.
Разделим m на k с остатком: m = pk + r, где 0 ≤ r ≤ k − 1. Тогда по определению конгруен-
ции{

(k; 0) ∈ T,
(p; p) ∈ T ⇒ (kp; 0p) ∈ T . Как мы доказали ранее, (kp; 0) ∈ T ⇒ (−kp; 0) ∈ T .

Следовательно, по определению конгруенции{
(−kp; 0) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ (m− kp; 0) ∈ T ⇒ (r; 0) ∈ T , но
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.
Если m < 0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ ((−1) ·m; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−m, 0) ∈ T .

Значит, согласно определению класса эквивалентных элементов (−m) ∈ C0. Итак, можно счи-
тать, что m — положительный элемент из C0.
Разделим m на k с остатком: m = pk + r, где 0 ≤ r ≤ k − 1. Тогда по определению конгруен-
ции{

(k; 0) ∈ T,
(p; p) ∈ T ⇒ (kp; 0p) ∈ T . Как мы доказали ранее, (kp; 0) ∈ T ⇒ (−kp; 0) ∈ T .

Следовательно, по определению конгруенции{
(−kp; 0) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ (m− kp; 0) ∈ T ⇒ (r; 0) ∈ T , но k — минимальное положительное число

с этим свойством. Значит,
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы рас-
сматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.
Если m < 0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ ((−1) ·m; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−m, 0) ∈ T .

Значит, согласно определению класса эквивалентных элементов (−m) ∈ C0. Итак, можно счи-
тать, что m — положительный элемент из C0.
Разделим m на k с остатком: m = pk + r, где 0 ≤ r ≤ k − 1. Тогда по определению конгруен-
ции{

(k; 0) ∈ T,
(p; p) ∈ T ⇒ (kp; 0p) ∈ T . Как мы доказали ранее, (kp; 0) ∈ T ⇒ (−kp; 0) ∈ T .

Следовательно, по определению конгруенции{
(−kp; 0) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ (m− kp; 0) ∈ T ⇒ (r; 0) ∈ T , но k — минимальное положительное число

с этим свойством. Значит, r = 0.
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы
рассматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой
элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.
Если m < 0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ ((−1) ·m; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−m, 0) ∈ T .

Значит, согласно определению класса эквивалентных элементов (−m) ∈ C0. Итак, можно
считать, что m — положительный элемент из C0.
Разделим m на k с остатком: m = pk + r, где 0 ≤ r ≤ k − 1. Тогда по определению конгруен-
ции{

(k; 0) ∈ T,
(p; p) ∈ T ⇒ (kp; 0p) ∈ T . Как мы доказали ранее, (kp; 0) ∈ T ⇒ (−kp; 0) ∈ T .

Следовательно, по определению конгруенции{
(−kp; 0) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ (m− kp; 0) ∈ T ⇒ (r; 0) ∈ T , но k — минимальное положительное число

с этим свойством. Значит, r = 0.
Значит, фактор-система представляет собой кольцо вычетов по модулю k, т.е.

(x; y) ∈ T ⇔
(
∃p ∈ Z (x− y = kp)

)
. Отношение < индуцирует
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.
Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы
рассматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой
элемент.
Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.
Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.
Если m < 0, то по определению конгруенции{

(−1; −1) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ ((−1) ·m; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−m, 0) ∈ T .

Значит, согласно определению класса эквивалентных элементов (−m) ∈ C0. Итак, можно
считать, что m — положительный элемент из C0.
Разделим m на k с остатком: m = pk + r, где 0 ≤ r ≤ k − 1. Тогда по определению конгруен-
ции{

(k; 0) ∈ T,
(p; p) ∈ T ⇒ (kp; 0p) ∈ T . Как мы доказали ранее, (kp; 0) ∈ T ⇒ (−kp; 0) ∈ T .

Следовательно, по определению конгруенции{
(−kp; 0) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ (m− kp; 0) ∈ T ⇒ (r; 0) ∈ T , но k — минимальное положительное число

с этим свойством. Значит, r = 0.
Значит, фактор-система представляет собой кольцо вычетов по модулю k, т.е.

(x; y) ∈ T ⇔
(
∃p ∈ Z (x− y = kp)

)
. Отношение < индуцирует универсальное отношение,

т.к.
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Задача 17. Найти все фактор-алгебры кольца целых чисел с отношением <.

Ответ. В соответствии со стратегией приоритетного изучения «экстремальных ситуаций»

рассмотрим класс C0 эквивалентных элементов, содержащий «экстремальное число» 0. Мы

рассматриваем ситуацию, когда в классе C0, содержащем 0, имеется хотя бы один ненулевой

элемент.

Возьмем минимальное положительное число k, содержащееся в C0.

Пусть m — произвольное ненулевое число из C0.

Если m < 0, то по определению конгруенции{
(−1; −1) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ ((−1) ·m; (−1) · 0) ∈ T ⇒ (−m, 0) ∈ T .

Значит, согласно определению класса эквивалентных элементов (−m) ∈ C0. Итак, можно

считать, что m — положительный элемент из C0.

Разделим m на k с остатком: m = pk + r, где 0 ≤ r ≤ k − 1. Тогда по определению конгруен-

ции{
(k; 0) ∈ T,
(p; p) ∈ T ⇒ (kp; 0p) ∈ T . Как мы доказали ранее, (kp; 0) ∈ T ⇒ (−kp; 0) ∈ T .

Следовательно, по определению конгруенции
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{
(−kp; 0) ∈ T,
(m; 0) ∈ T ⇒ (m− kp; 0) ∈ T ⇒ (r; 0) ∈ T , но k — минимальное положительное число

с этим свойством. Значит, r = 0.

Значит, фактор-система представляет собой кольцо вычетов по модулю k, т.е.

(x; y) ∈ T ⇔
(
∃p ∈ Z (x− y = kp)

)
. Отношение < индуцирует универсальное отноше-

ние, т.к. для любых целых чисел x, y найдется такое целое число q, что x < y + kp.
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