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Пример 1. Рассмотрим полугруппу

P =

{(
0 0

0 0

)
,

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
с операцией умножения матриц. Найти все левые, правые и
двусторонние идеалы полугруппы P .

Решение.
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Пример 1. Рассмотрим полугруппу
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0 0

0 0

)
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(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
с операцией умножения матриц. Найти все левые, правые и
двусторонние идеалы полугруппы P .

Решение. Найдем левые идеалы. Ясно, что левыми идеалами яв-

ляются нулевой идеал I0 =

{(
0 0

0 0

)}
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0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1
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с операцией умножения матриц. Найти все левые, правые и
двусторонние идеалы полугруппы P .

Решение. Найдем левые идеалы. Ясно, что левыми идеалами яв-

ляются нулевой идеал I0 =

{(
0 0

0 0

)}
и полугруппа P .
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Решение. Найдем левые идеалы.

I1 =

{(
1 0

0 0

)
,
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1 0

0 0

)
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Решение. Найдем левые идеалы. Продолжая в том же духе, полу-
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I2 =

{(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

0 0

)
,

24



Пример 1. Рассмотрим полугруппу

P =

{(
0 0

0 0

)
,

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
с операцией умножения матриц. Найти все левые, правые и
двусторонние идеалы полугруппы P .

Решение. Найдем левые идеалы. Продолжая в том же духе, полу-
чаем

I2 =

{(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)}

25



Пример 1. Рассмотрим полугруппу

P =

{(
0 0

0 0

)
,

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
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Решение. Нетрудно проверить, что список левых идеалов имеет
вид:

I0 =

{(
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)}
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Пример 1. Рассмотрим полугруппу
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Решение. Аналогично получаем список правых идеалов:
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двусторонние идеалы полугруппы P .

Решение. Аналогично получаем список правых идеалов:

I0 =

{(
0 0

0 0

)}
, I3 =

{(
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)
,

(
1 0
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)
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(
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,

I4 =

{(
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)
,
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)
,

(
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, P.
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Пример 1. Рассмотрим полугруппу
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)
,

(
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)
,

(
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)
,

(
0 0
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)
,

(
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)}
с операцией умножения матриц. Найти все левые, правые и
двусторонние идеалы полугруппы P .

Решение. Двусторонние идеалы:

I0 =

{(
0 0

0 0

)}
, P.
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Задача I.1. (Ответ приведен на стр.40.) Пусть P — полугруппа матриц
размерности 2× 2. Укажите множества, которые являются идеала-
ми полугруппы P :

1) A =

{(
a b

c d

) ∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣ = 0

}
— множество вырожденных мат-

риц, т.е. матриц с нулевым детерминантом;
2) множество B невырожденных матриц, т.е. матриц с ненулевым
детерминантом;
3) C — множество симметричных матриц, т.е. матриц, не изменяю-
щихся при транспонировании;
4) D — множество верхних треугольных матриц;
5) F — множество диагональных матриц;

6) G — множество всех матриц вида M =

(
α α

α α

)
, где α ∈ R;

7) H — множество матриц вида λE, где E — единичная матрица.
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Задача I.2. (Ответ приведен на стр.43.) Рассмотрим полугруп-
пу M матриц размерности 2× 2 с вещественными коэффици-
ентами. Найти идеалы полугруппы M , порожденные каждым

из множеств матриц:
{(

1 0

0 0

)}
,
{(

0 0

0 1

)}
,
{(

1 0

0 1

)}
,{(

1 0

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.
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Задача I.3. (Ответ приведен на стр.50.) ПустьP полугруппа таких матриц
размерности 2× 2, у которых в каждом столбце все элементы, кроме
одного, равны 0, а единственный ненулевой элемент столбца равен 1.
Найдите все идеалы этой полугруппы.
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Задача II.4. (Ответ приведен на стр.56.) Пусть K — множество таких
матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех элементов строки и
сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K
с операциями сложения и умножения матриц является кольцом.
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Задача III.5. (Ответ приведен на стр.76.) Рассмотрим коль-
цо S = {0; j; i; i + j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i + j} с операциями + и ∗,
заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+

y−2by)i+(c+z−2cz)j, (a + bi + cj) ∗ (x + yi + zj) = 0. Покажите,
что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.
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Задача III.6. (Ответ приведен на стр.117.) Рассмотрим кольцоP(x) мно-
гочленов с рациональными коэффициентами, т.е. с коэффициента-
ми из Q. Определить, какие из множеств являются идеалами коль-
ца P(x):

1)A =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),∫ 1

0 p(x) dx = 0

}
, т.е. множество всех тех многочле-

нов из P(x), среднее значение которых на отрезке [0; 1] равно 0;

2) B =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),

p(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочле-

нов из P(x), для которых число 2 является корнем;

3) C =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),

p′(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочле-

нов из P(x), производная которых обращается в ноль при x = 2.
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Задача III.7. (Ответ приведен на стр.133.) Рассмотрим кольцоM мат-
риц размерности 2× 2 с вещественными коэффициентами. Явля-
ется ли кольцо M евклидовым кольцом? Найти идеалы коль-

ца M, порожденные каждым из множеств матриц:
{(

1 0

0 0

)}
,{(

0 0

0 1

)}
,
{(

1 0

0 1

)}
,
{(

1 0

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)}
.
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Задача III.8. (Ответ приведен на стр.141.) Пусть K — кольцо матриц
размерности 2× 2 с коэффициентами из кольца Z4 = {0; 1; 2; 3}.
Докажите, что подмножество I , состоящее из всех матриц с четны-
ми коэффициентами, является идеалом кольцаK. Является ли этот
идеал главным?
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Ответы и решения
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Решение задачи 1.
Задача 1. Пусть P — полугруппа матриц размерности 2× 2. Укажите множества, которые

являются идеалами полугруппы P :

1) A =

{(
a b
c d

) ∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ = 0

}
— множество вырожденных матриц, т.е. матриц с нулевым де-

терминантом;
2) множество B невырожденных матриц, т.е. матриц с ненулевым детерминантом;
3) C — множество симметричных матриц, т.е. матриц, не изменяющихся при транспонировании;
4) D — множество верхних треугольных матриц;
5) F — множество диагональных матриц;

6) G — множество всех матриц вида M =

(
α α
α α

)
, где α ∈ R;

7) H — множество матриц вида λE, где E — единичная матрица.
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Задача 1. Пусть P — полугруппа матриц размерности 2× 2. Укажите множества, которые яв-
ляются идеалами полугруппы P :

1) A =

{(
a b
c d

) ∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ = 0

}
— множество вырожденных матриц, т.е. матриц с нулевым де-

терминантом;
2) множество B невырожденных матриц, т.е. матриц с ненулевым детерминантом;
3) C — множество симметричных матриц, т.е. матриц, не изменяющихся при транспонировании;
4) D — множество верхних треугольных матриц;
5) F — множество диагональных матриц;

6) G — множество всех матриц вида M =

(
α α
α α

)
, где α ∈ R;

7) H — множество матриц вида λE, где E — единичная матрица.
Ответ.
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Задача 1. Пусть P — полугруппа матриц размерности 2× 2. Укажите множества, которые яв-
ляются идеалами полугруппы P :

1) A =

{(
a b
c d

) ∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ = 0

}
— множество вырожденных матриц, т.е. матриц с нулевым де-

терминантом;
2) множество B невырожденных матриц, т.е. матриц с ненулевым детерминантом;
3) C — множество симметричных матриц, т.е. матриц, не изменяющихся при транспонировании;
4) D — множество верхних треугольных матриц;
5) F — множество диагональных матриц;

6) G — множество всех матриц вида M =

(
α α
α α

)
, где α ∈ R;

7) H — множество матриц вида λE, где E — единичная матрица.
Ответ. Идеалами полугруппы P являются множества A и G.
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Решение задачи 2.
Задача 2. Рассмотрим полугруппу M матриц размерности 2× 2 с вещественными ко-

эффициентами. Найти идеалы полугруппы M , порожденные каждым из множеств матриц:{(
1 0
0 0

)}
,
{(

0 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.
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Задача 2. Рассмотрим полугруппу M матриц размерности 2× 2 с вещественными коэф-
фициентами. Найти идеалы полугруппы M , порожденные каждым из множеств матриц:{(

1 0
0 0

)}
,
{(

0 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ.
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Задача 2. Рассмотрим полугруппу M матриц размерности 2× 2 с вещественными коэф-
фициентами. Найти идеалы полугруппы M , порожденные каждым из множеств матриц:{(

1 0
0 0

)}
,
{(

0 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ. (
a b
c d

)(
1 0
0 0

)(
p q
r t

)
=
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Задача 2. Рассмотрим полугруппу M матриц размерности 2× 2 с вещественными коэф-
фициентами. Найти идеалы полугруппы M , порожденные каждым из множеств матриц:{(

1 0
0 0

)}
,
{(

0 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ. (
a b
c d

)(
1 0
0 0

)(
p q
r t

)
=

(
a 0
c 0

)(
p q
r t

)
=
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Задача 2. Рассмотрим полугруппу M матриц размерности 2× 2 с вещественными коэф-
фициентами. Найти идеалы полугруппы M , порожденные каждым из множеств матриц:{(

1 0
0 0

)}
,
{(

0 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ. (
a b
c d

)(
1 0
0 0

)(
p q
r t

)
=

(
a 0
c 0

)(
p q
r t

)
=

(
ap aq
cp cq

)
,
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Задача 2. Рассмотрим полугруппу M матриц размерности 2× 2 с вещественными коэф-
фициентами. Найти идеалы полугруппы M , порожденные каждым из множеств матриц:{(

1 0
0 0

)}
,
{(

0 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ. (
a b
c d

)(
1 0
0 0

)(
p q
r t

)
=

(
a 0
c 0

)(
p q
r t

)
=

(
ap aq
cp cq

)
,

следовательно, идеал полугруппыM, порожденный матрицей
(

1 0
0 0

)
, совпадает со множеством

всех вырожденных матриц размерности 2× 2.
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Задача 2. Рассмотрим полугруппу M матриц размерности 2× 2 с вещественными коэф-
фициентами. Найти идеалы полугруппы M , порожденные каждым из множеств матриц:{(

1 0
0 0

)}
,
{(

0 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ. (
a b
c d

)(
1 0
0 0

)(
p q
r t

)
=

(
a 0
c 0

)(
p q
r t

)
=

(
ap aq
cp cq

)
,

следовательно, идеал полугруппыM, порожденный матрицей
(

1 0
0 0

)
, совпадает со множеством

всех вырожденных матриц размерности 2× 2.

Для множеств
{(

0 0
0 1

)}
и
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
результат тот же самый.

Идеал полугруппыM идеал, порожденный матрицей
(

1 0
0 1

)
, совпадает со всей полугруппой.
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Решение задачи 3.
Задача 3. Пусть P полугруппа таких матриц размерности 2× 2, у которых в каждом столбце

все элементы, кроме одного, равны 0, а единственный ненулевой элемент столбца равен 1. Найдите
все идеалы этой полугруппы.
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Задача 3. ПустьP полугруппа таких матриц размерности 2× 2, у которых в каждом столбце все
элементы, кроме одного, равны 0, а единственный ненулевой элемент столбца равен 1. Найдите все
идеалы этой полугруппы.

Ответ. Носитель этой полугруппы P равен
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Задача 3. ПустьP полугруппа таких матриц размерности 2× 2, у которых в каждом столбце все
элементы, кроме одного, равны 0, а единственный ненулевой элемент столбца равен 1. Найдите все
идеалы этой полугруппы.

Ответ. Носитель этой полугруппы P равен

P =

{(
1 1
0 0

)
,

(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
1 1

)}
.
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Задача 3. ПустьP полугруппа таких матриц размерности 2× 2, у которых в каждом столбце все
элементы, кроме одного, равны 0, а единственный ненулевой элемент столбца равен 1. Найдите все
идеалы этой полугруппы.

Ответ. Носитель этой полугруппы P равен

P =

{(
1 1
0 0

)
,

(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
1 1

)}
.

Идеалами, кроме P , являются множества:
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Задача 3. ПустьP полугруппа таких матриц размерности 2× 2, у которых в каждом столбце все
элементы, кроме одного, равны 0, а единственный ненулевой элемент столбца равен 1. Найдите все
идеалы этой полугруппы.

Ответ. Носитель этой полугруппы P равен

P =

{(
1 1
0 0

)
,

(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
1 1

)}
.

Идеалами, кроме P , являются множества:

I1 =

{(
1 1
0 0

)
,

(
0 0
1 1

)}
,
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Задача 3. ПустьP полугруппа таких матриц размерности 2× 2, у которых в каждом столбце все
элементы, кроме одного, равны 0, а единственный ненулевой элемент столбца равен 1. Найдите все
идеалы этой полугруппы.

Ответ. Носитель этой полугруппы P равен

P =

{(
1 1
0 0

)
,

(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
1 1

)}
.

Идеалами, кроме P , являются множества:

I1 =

{(
1 1
0 0

)
,

(
0 0
1 1

)}
, I2 =

{(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)}
.
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Решение задачи 4.
Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-

ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.
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Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. В матрице A из K имеем для i ∈ {1; 2; 3}, что ai3 = −ai1 − ai2 и a3i = −a1i − a2i.
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Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. В матрице A из K имеем для i ∈ {1; 2; 3}, что ai3 = −ai1 − ai2 и a3i = −a1i − a2i.
Поэтому

57



Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. В матрице A из K имеем для i ∈ {1; 2; 3}, что ai3 = −ai1 − ai2 и a3i = −a1i − a2i.
Поэтому если C = AB, то по определению произведения матриц

cij =
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Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. В матрице A из K имеем для i ∈ {1; 2; 3}, что ai3 = −ai1 − ai2 и a3i = −a1i − a2i.
Поэтому если C = AB, то по определению произведения матриц

cij = ai1b1j +
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Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. В матрице A из K имеем для i ∈ {1; 2; 3}, что ai3 = −ai1 − ai2 и a3i = −a1i − a2i.
Поэтому если C = AB, то по определению произведения матриц

cij = ai1b1j + ai2b2j +
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Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. В матрице A из K имеем для i ∈ {1; 2; 3}, что ai3 = −ai1 − ai2 и a3i = −a1i − a2i.
Поэтому если C = AB, то по определению произведения матриц

cij = ai1b1j + ai2b2j + (−ai1 − ai2)(−b1j − b2j) =
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Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. В матрице A из K имеем для i ∈ {1; 2; 3}, что ai3 = −ai1 − ai2 и a3i = −a1i − a2i.
Поэтому если C = AB, то по определению произведения матриц

cij = ai1b1j + ai2b2j + (−ai1 − ai2)(−b1j − b2j) = 2ai1b1j + 2ai2b2j + ai1b2j + ai2b1j.
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Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. В матрице A из K имеем для i ∈ {1; 2; 3}, что ai3 = −ai1 − ai2 и a3i = −a1i − a2i.
Поэтому если C = AB, то по определению произведения матриц

cij = ai1b1j + ai2b2j + (−ai1 − ai2)(−b1j − b2j) = 2ai1b1j + 2ai2b2j + ai1b2j + ai2b1j.

Поэтому
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Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. В матрице A из K имеем для i ∈ {1; 2; 3}, что ai3 = −ai1 − ai2 и a3i = −a1i − a2i.
Поэтому если C = AB, то по определению произведения матриц

cij = ai1b1j + ai2b2j + (−ai1 − ai2)(−b1j − b2j) = 2ai1b1j + 2ai2b2j + ai1b2j + ai2b1j.

Поэтому ci1 + ci2 + ci3 =
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Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. В матрице A из K имеем для i ∈ {1; 2; 3}, что ai3 = −ai1 − ai2 и a3i = −a1i − a2i.
Поэтому если C = AB, то по определению произведения матриц

cij = ai1b1j + ai2b2j + (−ai1 − ai2)(−b1j − b2j) = 2ai1b1j + 2ai2b2j + ai1b2j + ai2b1j.

Поэтому ci1 + ci2 + ci3 =

= (2ai1b11 + 2ai2b21 + ai1b21 + ai2b11)+(2ai1b12 + 2ai2b22 + ai1b22 + ai2b12)+(ai1b13 + ai2b23 + ai3b33) =
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Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. В матрице A из K имеем для i ∈ {1; 2; 3}, что ai3 = −ai1 − ai2 и a3i = −a1i − a2i.
Поэтому если C = AB, то по определению произведения матриц

cij = ai1b1j + ai2b2j + (−ai1 − ai2)(−b1j − b2j) = 2ai1b1j + 2ai2b2j + ai1b2j + ai2b1j.

Поэтому ci1 + ci2 + ci3 =

= (2ai1b11 + 2ai2b21 + ai1b21 + ai2b11)+(2ai1b12 + 2ai2b22 + ai1b22 + ai2b12)+(ai1b13 + ai2b23 + ai3b33) =

= (2ai1b11 + 2ai2b21 + ai1b21 + ai2b11) + (2ai1b12 + 2ai2b22 + ai1b22 + ai2b12) +

+ai1 (−b11 − b12) + ai2 (−b21 − b22) + (−ai1 − ai2) (−b13 − b23) =
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Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. В матрице A из K имеем для i ∈ {1; 2; 3}, что ai3 = −ai1 − ai2 и a3i = −a1i − a2i.
Поэтому если C = AB, то по определению произведения матриц

cij = ai1b1j + ai2b2j + (−ai1 − ai2)(−b1j − b2j) = 2ai1b1j + 2ai2b2j + ai1b2j + ai2b1j.

Поэтому ci1 + ci2 + ci3 =

= (2ai1b11 + 2ai2b21 + ai1b21 + ai2b11)+(2ai1b12 + 2ai2b22 + ai1b22 + ai2b12)+(ai1b13 + ai2b23 + ai3b33) =

= (2ai1b11 + 2ai2b21 + ai1b21 + ai2b11) + (2ai1b12 + 2ai2b22 + ai1b22 + ai2b12) +

+ai1 (−b11 − b12) + ai2 (−b21 − b22) + (−ai1 − ai2) (−b13 − b23) =

= 2ai1b11 + 2ai2b21 + ai1b21 + ai2b11 + 2ai1b12 + 2ai2b22 + ai1b22 + ai2b12−
−ai1b11 − ai1b12 − ai2b21 − ai2b22 − (ai1 + ai2) (−(−b11 − b12)− (−b21 − b22)) =
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Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. В матрице A из K имеем для i ∈ {1; 2; 3}, что ai3 = −ai1 − ai2 и a3i = −a1i − a2i.
Поэтому если C = AB, то по определению произведения матриц

cij = ai1b1j + ai2b2j + (−ai1 − ai2)(−b1j − b2j) = 2ai1b1j + 2ai2b2j + ai1b2j + ai2b1j.

Поэтому ci1 + ci2 + ci3 =

= (2ai1b11 + 2ai2b21 + ai1b21 + ai2b11)+(2ai1b12 + 2ai2b22 + ai1b22 + ai2b12)+(ai1b13 + ai2b23 + ai3b33) =

= (2ai1b11 + 2ai2b21 + ai1b21 + ai2b11) + (2ai1b12 + 2ai2b22 + ai1b22 + ai2b12) +

+ai1 (−b11 − b12) + ai2 (−b21 − b22) + (−ai1 − ai2) (−b13 − b23) =

= 2ai1b11 + 2ai2b21 + ai1b21 + ai2b11 + 2ai1b12 + 2ai2b22 + ai1b22 + ai2b12−
−ai1b11 − ai1b12 − ai2b21 − ai2b22 − (ai1 + ai2) (−(−b11 − b12)− (−b21 − b22)) = 0.
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Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. В матрице A из K имеем для i ∈ {1; 2; 3}, что ai3 = −ai1 − ai2 и a3i = −a1i − a2i.
Поэтому если C = AB, то по определению произведения матриц

cij = ai1b1j + ai2b2j + (−ai1 − ai2)(−b1j − b2j) = 2ai1b1j + 2ai2b2j + ai1b2j + ai2b1j.

Поэтому ci1 + ci2 + ci3 =

= (2ai1b11 + 2ai2b21 + ai1b21 + ai2b11)+(2ai1b12 + 2ai2b22 + ai1b22 + ai2b12)+(ai1b13 + ai2b23 + ai3b33) =

= (2ai1b11 + 2ai2b21 + ai1b21 + ai2b11) + (2ai1b12 + 2ai2b22 + ai1b22 + ai2b12) +

+ai1 (−b11 − b12) + ai2 (−b21 − b22) + (−ai1 − ai2) (−b13 − b23) =

= 2ai1b11 + 2ai2b21 + ai1b21 + ai2b11 + 2ai1b12 + 2ai2b22 + ai1b22 + ai2b12−
−ai1b11 − ai1b12 − ai2b21 − ai2b22 − (ai1 + ai2) (−(−b11 − b12)− (−b21 − b22)) = 0.

Аналогично можно показать, что сумма всех элементов столбца матрицы C равна 0.
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Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. В матрице A из K имеем для i ∈ {1; 2; 3}, что ai3 = −ai1 − ai2 и a3i = −a1i − a2i.
Поэтому если C = AB, то по определению произведения матриц

cij = ai1b1j + ai2b2j + (−ai1 − ai2)(−b1j − b2j) = 2ai1b1j + 2ai2b2j + ai1b2j + ai2b1j.

Поэтому ci1 + ci2 + ci3 =

= (2ai1b11 + 2ai2b21 + ai1b21 + ai2b11)+(2ai1b12 + 2ai2b22 + ai1b22 + ai2b12)+(ai1b13 + ai2b23 + ai3b33) =

= (2ai1b11 + 2ai2b21 + ai1b21 + ai2b11) + (2ai1b12 + 2ai2b22 + ai1b22 + ai2b12) +

+ai1 (−b11 − b12) + ai2 (−b21 − b22) + (−ai1 − ai2) (−b13 − b23) =

= 2ai1b11 + 2ai2b21 + ai1b21 + ai2b11 + 2ai1b12 + 2ai2b22 + ai1b22 + ai2b12−
−ai1b11 − ai1b12 − ai2b21 − ai2b22 − (ai1 + ai2) (−(−b11 − b12)− (−b21 − b22)) = 0.

Аналогично можно показать, что сумма всех элементов столбца матрицы C равна 0.
Следовательно, произведение элементов из K есть элемент из K.
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Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. Очевидно, что сумма матриц из K принадлежит K:

di1 + di2 + di3 =

71



Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. Очевидно, что сумма матриц из K принадлежит K:

di1 + di2 + di3 = (ai1 + bi1) + (ai2 + bi2) + (ai3 + bi3) =
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Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. Очевидно, что сумма матриц из K принадлежит K:

di1 + di2 + di3 = (ai1 + bi1) + (ai2 + bi2) + (ai3 + bi3) = ai1 + ai2 + ai3︸ ︷︷ ︸
=0

+ bi1 + bi2 + bi3︸ ︷︷ ︸
=0

=
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Задача 4. Пусть K — множество таких матриц размерности 3× 3, у которых сумма всех эле-
ментов строки и сумма всех элементов столбца равны 0. Показать, что множество K с операциями
сложения и умножения матриц является кольцом.

Ответ. Очевидно, что сумма матриц из K принадлежит K:

di1 + di2 + di3 = (ai1 + bi1) + (ai2 + bi2) + (ai3 + bi3) = ai1 + ai2 + ai3︸ ︷︷ ︸
=0

+ bi1 + bi2 + bi3︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.
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Решение задачи 5.
Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +

и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ.
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Проверим ассоциативность.
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Проверим ассоциативность. Надо проверить
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Проверим ассоциативность. Надо проверить равенство.
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Проверим ассоциативность. Надо проверить равенство.
Сравним левую L и правую R части доказываемого равенства:
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Проверим ассоциативность. Надо проверить равенство.
Сравним левую L и правую R части доказываемого равенства:

L = ((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) + (u+ vi+ wj) =
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Проверим ассоциативность. Надо проверить равенство.
Сравним левую L и правую R части доказываемого равенства:

L = ((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) + (u+ vi+ wj) =

= ((a+ x− 2ax) + (b+ y − 2by)i+ (c+ z − 2cz)j) + (u+ vi+ wj) =
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Проверим ассоциативность. Надо проверить равенство.
Сравним левую L и правую R части доказываемого равенства:

L = ((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) + (u+ vi+ wj) =

= ((a+ x− 2ax) + (b+ y − 2by)i+ (c+ z − 2cz)j) + (u+ vi+ wj) =

= (a+x−2ax+u−2u(a+x−2ax))+(b+y−2by+v−2v(b+y−2by))i+(c+z−2cz+w−2w(c+z−2cz))j =
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Проверим ассоциативность. Надо проверить равенство.
Сравним левую L и правую R части доказываемого равенства:

L = ((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) + (u+ vi+ wj) =

= ((a+ x− 2ax) + (b+ y − 2by)i+ (c+ z − 2cz)j) + (u+ vi+ wj) =

= (a+x−2ax+u−2u(a+x−2ax))+(b+y−2by+v−2v(b+y−2by))i+(c+z−2cz+w−2w(c+z−2cz))j =

= (a+ x− 2ax+ u− 2au− 2xu+ 4axu)+

+(b+ y − 2by + v − 2vb− 2vy + 4byv)i+ (c+ z − 2cz + w − 2wc− 2wz + 4czw)j.
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Проверим ассоциативность. Надо проверить равенство.
Сравним левую L и правую R части доказываемого равенства:

L = ((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) + (u+ vi+ wj) = (a+ x− 2ax+ u− 2au− 2xu+ 4axu)+

+(b+ y − 2by + v − 2vb− 2vy + 4byv)i+ (c+ z − 2cz + w − 2wc− 2wz + 4czw)j.
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Проверим ассоциативность. Надо проверить равенство.
Сравним левую L и правую R части доказываемого равенства:

L = ((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) + (u+ vi+ wj) = (a+ x− 2ax+ u− 2au− 2xu+ 4axu)+

+(b+ y − 2by + v − 2vb− 2vy + 4byv)i+ (c+ z − 2cz + w − 2wc− 2wz + 4czw)j.

R = (a+ bi+ cj) + ((x+ yi+ zj) + (u+ vi+ wj)) =
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Проверим ассоциативность. Надо проверить равенство.
Сравним левую L и правую R части доказываемого равенства:

L = ((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) + (u+ vi+ wj) = (a+ x− 2ax+ u− 2au− 2xu+ 4axu)+

+(b+ y − 2by + v − 2vb− 2vy + 4byv)i+ (c+ z − 2cz + w − 2wc− 2wz + 4czw)j.

R = (a+ bi+ cj) + ((x+ yi+ zj) + (u+ vi+ wj)) =

= (a+ bi+ cj) + ((x+ u− 2xu) + (y + v − 2yv)i+ (z + w − 2zw)j) =
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Проверим ассоциативность. Надо проверить равенство.
Сравним левую L и правую R части доказываемого равенства:

L = ((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) + (u+ vi+ wj) = (a+ x− 2ax+ u− 2au− 2xu+ 4axu)+

+(b+ y − 2by + v − 2vb− 2vy + 4byv)i+ (c+ z − 2cz + w − 2wc− 2wz + 4czw)j.

R = (a+ bi+ cj) + ((x+ yi+ zj) + (u+ vi+ wj)) =

= (a+ bi+ cj) + ((x+ u− 2xu) + (y + v − 2yv)i+ (z + w − 2zw)j) =

= (a+x+u−2xu−2a(x+u−2xu))+(b+y+v−2yv−2b(y+v−2yv))i+(c+z+w−2zw−2c(z+w−2zw))j =
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Проверим ассоциативность. Надо проверить равенство.
Сравним левую L и правую R части доказываемого равенства:

L = ((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) + (u+ vi+ wj) = (a+ x− 2ax+ u− 2au− 2xu+ 4axu)+

+(b+ y − 2by + v − 2vb− 2vy + 4byv)i+ (c+ z − 2cz + w − 2wc− 2wz + 4czw)j.

R = (a+ bi+ cj) + ((x+ yi+ zj) + (u+ vi+ wj)) =

= (a+ bi+ cj) + ((x+ u− 2xu) + (y + v − 2yv)i+ (z + w − 2zw)j) =

= (a+x+u−2xu−2a(x+u−2xu))+(b+y+v−2yv−2b(y+v−2yv))i+(c+z+w−2zw−2c(z+w−2zw))j =

= (a+ x+ u− 2xu− 2ax− 2au+ 4axu)+

+(b+ y + v − 2yv − 2by − 2bv + 4byv)i+ (c+ z + w − 2zw − 2cz − 2cw + 4czw)j.
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Проверим ассоциативность. Надо проверить равенство.
Сравним левую L и правую R части доказываемого равенства:

L = ((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) + (u+ vi+ wj) = (a+ x− 2ax+ u− 2au− 2xu+ 4axu)+

+(b+ y − 2by + v − 2vb− 2vy + 4byv)i+ (c+ z − 2cz + w − 2wc− 2wz + 4czw)j.

R = (a+ bi+ cj) + ((x+ yi+ zj) + (u+ vi+ wj)) = (a+ x+ u− 2xu− 2ax− 2au+ 4axu)+

+(b+ y + v − 2yv − 2by − 2bv + 4byv)i+ (c+ z + w − 2zw − 2cz − 2cw + 4czw)j.
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Проверим ассоциативность. Надо проверить равенство.
Сравним левую L и правую R части доказываемого равенства:

L = ((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) + (u+ vi+ wj) = (a+ x− 2ax+ u− 2au− 2xu+ 4axu)+

+(b+ y − 2by + v − 2vb− 2vy + 4byv)i+ (c+ z − 2cz + w − 2wc− 2wz + 4czw)j.

R = (a+ bi+ cj) + ((x+ yi+ zj) + (u+ vi+ wj)) = (a+ x+ u− 2xu− 2ax− 2au+ 4axu)+

+(b+ y + v − 2yv − 2by − 2bv + 4byv)i+ (c+ z + w − 2zw − 2cz − 2cw + 4czw)j.

Следовательно, L = R.
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Проверим ассоциативность. Надо проверить равенство.
Сравним левую L и правую R части доказываемого равенства:

L = ((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) + (u+ vi+ wj) = (a+ x− 2ax+ u− 2au− 2xu+ 4axu)+

+(b+ y − 2by + v − 2vb− 2vy + 4byv)i+ (c+ z − 2cz + w − 2wc− 2wz + 4czw)j.

R = (a+ bi+ cj) + ((x+ yi+ zj) + (u+ vi+ wj)) = (a+ x+ u− 2xu− 2ax− 2au+ 4axu)+

+(b+ y + v − 2yv − 2by − 2bv + 4byv)i+ (c+ z + w − 2zw − 2cz − 2cw + 4czw)j.

Следовательно, L = R.

92



Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Проверим ассоциативность. Надо проверить равенство.
Сравним левую L и правую R части доказываемого равенства:

L = ((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) + (u+ vi+ wj) = (a+ x− 2ax+ u− 2au− 2xu+ 4axu)+

+(b+ y − 2by + v − 2vb− 2vy + 4byv)i+ (c+ z − 2cz + w − 2wc− 2wz + 4czw)j.

R = (a+ bi+ cj) + ((x+ yi+ zj) + (u+ vi+ wj)) = (a+ x+ u− 2xu− 2ax− 2au+ 4axu)+

+(b+ y + v − 2yv − 2by − 2bv + 4byv)i+ (c+ z + w − 2zw − 2cz − 2cw + 4czw)j.

Следовательно, L = R.
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Проверим ассоциативность. Надо проверить равенство.
Сравним левую L и правую R части доказываемого равенства:

L = ((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) + (u+ vi+ wj) = (a+ x− 2ax+ u− 2au− 2xu+ 4axu)+

+(b+ y − 2by + v − 2vb− 2vy + 4byv)i+ (c+ z − 2cz + w − 2wc− 2wz + 4czw)j.

R = (a+ bi+ cj) + ((x+ yi+ zj) + (u+ vi+ wj)) = (a+ x+ u− 2xu− 2ax− 2au+ 4axu)+

+(b+ y + v − 2yv − 2by − 2bv + 4byv)i+ (c+ z + w − 2zw − 2cz − 2cw + 4czw)j.

Следовательно, L = R.
Ассоциативность операции + доказана.
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
Обратным к элементу a+ bi+ cj относительно сложения является выражение−a− bi− cj.
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
Обратным к элементу a+ bi+ cj относительно сложения является выражение−a− bi− cj.
Коммутативность сложения очевидна.

99



Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
Обратным к элементу a+ bi+ cj относительно сложения является выражение−a− bi− cj.
Коммутативность сложения очевидна.
Итак, доказано, что относительно сложения S является абелевой группой.
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
Обратным к элементу a+ bi+ cj относительно сложения является выражение−a− bi− cj.
Коммутативность сложения очевидна.
Итак, доказано, что относительно сложения S является абелевой группой.
Ассоциативность операции ∗ очевидна:
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
Обратным к элементу a+ bi+ cj относительно сложения является выражение−a− bi− cj.
Коммутативность сложения очевидна.
Итак, доказано, что относительно сложения S является абелевой группой.
Ассоциативность операции ∗ очевидна:

((a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj)) ∗ (u+ vi+ wj) =
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
Обратным к элементу a+ bi+ cj относительно сложения является выражение−a− bi− cj.
Коммутативность сложения очевидна.
Итак, доказано, что относительно сложения S является абелевой группой.
Ассоциативность операции ∗ очевидна:

((a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj)) ∗ (u+ vi+ wj) = 0,
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
Обратным к элементу a+ bi+ cj относительно сложения является выражение−a− bi− cj.
Коммутативность сложения очевидна.
Итак, доказано, что относительно сложения S является абелевой группой.
Ассоциативность операции ∗ очевидна:

((a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj)) ∗ (u+ vi+ wj) = 0,

(a+ bi+ cj) ∗ ((x+ yi+ zj) ∗ (u+ vi+ wj)) =
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
Обратным к элементу a+ bi+ cj относительно сложения является выражение−a− bi− cj.
Коммутативность сложения очевидна.
Итак, доказано, что относительно сложения S является абелевой группой.
Ассоциативность операции ∗ очевидна:

((a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj)) ∗ (u+ vi+ wj) = 0,

(a+ bi+ cj) ∗ ((x+ yi+ zj) ∗ (u+ vi+ wj)) = 0,
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
Обратным к элементу a+ bi+ cj относительно сложения является выражение−a− bi− cj.
Коммутативность сложения очевидна.
Итак, доказано, что относительно сложения S является абелевой группой.
Ассоциативность операции ∗ очевидна:

((a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj)) ∗ (u+ vi+ wj) = 0,

(a+ bi+ cj) ∗ ((x+ yi+ zj) ∗ (u+ vi+ wj)) = 0,

((a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj)) ∗ (u+ vi+ wj)︸ ︷︷ ︸
=0

= (a+ bi+ cj) ∗ ((x+ yi+ zj) ∗ (u+ vi+ wj))︸ ︷︷ ︸
=0

.
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
Обратным к элементу a+ bi+ cj относительно сложения является выражение−a− bi− cj.
Коммутативность сложения очевидна.
Итак, доказано, что относительно сложения S является абелевой группой.
Ассоциативность операции ∗ очевидна.
Дистрибутивность также не вызывает сомнений:
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
Обратным к элементу a+ bi+ cj относительно сложения является выражение−a− bi− cj.
Коммутативность сложения очевидна.
Итак, доказано, что относительно сложения S является абелевой группой.
Ассоциативность операции ∗ очевидна.
Дистрибутивность также не вызывает сомнений:

((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) ∗ (u+ vi+ wj) =
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
Обратным к элементу a+ bi+ cj относительно сложения является выражение−a− bi− cj.
Коммутативность сложения очевидна.
Итак, доказано, что относительно сложения S является абелевой группой.
Ассоциативность операции ∗ очевидна.
Дистрибутивность также не вызывает сомнений:

((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) ∗ (u+ vi+ wj) = 0,
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
Обратным к элементу a+ bi+ cj относительно сложения является выражение−a− bi− cj.
Коммутативность сложения очевидна.
Итак, доказано, что относительно сложения S является абелевой группой.
Ассоциативность операции ∗ очевидна.
Дистрибутивность также не вызывает сомнений:

((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) ∗ (u+ vi+ wj) = 0,

(a+ bi+ cj) ∗ (u+ vi+ wj) + (x+ yi+ zj) ∗ (u+ vi+ wj) =
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
Обратным к элементу a+ bi+ cj относительно сложения является выражение−a− bi− cj.
Коммутативность сложения очевидна.
Итак, доказано, что относительно сложения S является абелевой группой.
Ассоциативность операции ∗ очевидна.
Дистрибутивность также не вызывает сомнений:

((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) ∗ (u+ vi+ wj) = 0,

(a+ bi+ cj) ∗ (u+ vi+ wj) + (x+ yi+ zj) ∗ (u+ vi+ wj) = 0 + 0 =
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
Обратным к элементу a+ bi+ cj относительно сложения является выражение−a− bi− cj.
Коммутативность сложения очевидна.
Итак, доказано, что относительно сложения S является абелевой группой.
Ассоциативность операции ∗ очевидна.
Дистрибутивность также не вызывает сомнений:

((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) ∗ (u+ vi+ wj) = 0,

(a+ bi+ cj) ∗ (u+ vi+ wj) + (x+ yi+ zj) ∗ (u+ vi+ wj) = 0 + 0 = 0,
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
Обратным к элементу a+ bi+ cj относительно сложения является выражение−a− bi− cj.
Коммутативность сложения очевидна.
Итак, доказано, что относительно сложения S является абелевой группой.
Ассоциативность операции ∗ очевидна.
Дистрибутивность также не вызывает сомнений:

((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) ∗ (u+ vi+ wj) = 0,

(a+ bi+ cj) ∗ (u+ vi+ wj) + (x+ yi+ zj) ∗ (u+ vi+ wj) = 0 + 0 = 0,

((a+ bi+ cj) + (x+ yi+ zj)) ∗ (u+ vi+ wj)︸ ︷︷ ︸
=0

=

= (a+ bi+ cj) ∗ (u+ vi+ wj)︸ ︷︷ ︸
=0

+ (x+ yi+ zj) ∗ (u+ vi+ wj)︸ ︷︷ ︸
=0

.
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Ассоциативность операции + доказана.
Нейтральным относительно сложения является элемент 0 = 0 + 0i+ 0j.
Обратным к элементу a+ bi+ cj относительно сложения является выражение−a− bi− cj.
Коммутативность сложения очевидна.
Итак, доказано, что относительно сложения S является абелевой группой.
Ассоциативность операции ∗ очевидна.
Дистрибутивность выполняется. Таким образом, доказано, что S является кольцом.
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Задача 5. Рассмотрим кольцо S = {0; j; i; i+ j; 1; 1 + j; 1 + i; 1 + i+ j} с операциями +
и ∗, заданными формулами: (a+bi+cj)+(x+yi+zj) = (a+x−2ax)+(b+y−2by)i+(c+z−2cz)j,
(a+ bi+ cj) ∗ (x+ yi+ zj) = 0. Покажите, что это коммутативное кольцо, найдите его идеалы.

Ответ. Носитель каждой подгруппы аддитивной группы кольца S является носителем идеала
этого кольца. При этом, например, идеал

{0; 1; i; 1 + i} .

не является главным.
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Решение задачи 6.
Задача 6. Рассмотрим кольцоP(x) многочленов с рациональными коэффициентами, т.е. с ко-

эффициентами из Q. Определить, какие из множеств являются идеалами кольца P(x):

1) A =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),∫ 1

0
p(x) dx = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), среднее значение

которых на отрезке [0; 1] равно 0;

2) B =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), для которых чис-

ло 2 является корнем;

3) C =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p′(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), производная кото-

рых обращается в ноль при x = 2.

116



Задача 6. Рассмотрим кольцо P(x) многочленов с рациональными коэффициентами, т.е. с ко-
эффициентами из Q. Определить, какие из множеств являются идеалами кольца P(x):

1) A =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),∫ 1

0
p(x) dx = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), среднее значение

которых на отрезке [0; 1] равно 0;

2) B =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), для которых чис-

ло 2 является корнем;

3) C =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p′(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), производная кото-

рых обращается в ноль при x = 2.
Ответ.
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Задача 6. Рассмотрим кольцо P(x) многочленов с рациональными коэффициентами, т.е. с ко-
эффициентами из Q. Определить, какие из множеств являются идеалами кольца P(x):

1) A =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),∫ 1

0
p(x) dx = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), среднее значение

которых на отрезке [0; 1] равно 0;

2) B =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), для которых чис-

ло 2 является корнем;

3) C =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p′(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), производная кото-

рых обращается в ноль при x = 2.
Ответ. Множество A не является идеалом, поскольку, например,
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Задача 6. Рассмотрим кольцо P(x) многочленов с рациональными коэффициентами, т.е. с ко-
эффициентами из Q. Определить, какие из множеств являются идеалами кольца P(x):

1) A =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),∫ 1

0
p(x) dx = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), среднее значение

которых на отрезке [0; 1] равно 0;

2) B =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), для которых чис-

ло 2 является корнем;

3) C =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p′(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), производная кото-

рых обращается в ноль при x = 2.
Ответ. Множество A не является идеалом, поскольку, например,

1− 2x ∈ A, но x · (1− 2x) /∈ A.
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Задача 6. Рассмотрим кольцо P(x) многочленов с рациональными коэффициентами, т.е. с ко-
эффициентами из Q. Определить, какие из множеств являются идеалами кольца P(x):

1) A =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),∫ 1

0
p(x) dx = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), среднее значение

которых на отрезке [0; 1] равно 0;

2) B =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), для которых чис-

ло 2 является корнем;

3) C =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p′(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), производная кото-

рых обращается в ноль при x = 2.
Ответ. Множество A не является идеалом, поскольку, например,

1− 2x ∈ A, но x · (1− 2x) /∈ A.

Действительно,

1∫
0

(1− 2x) dx = 0,

120



Задача 6. Рассмотрим кольцо P(x) многочленов с рациональными коэффициентами, т.е. с ко-
эффициентами из Q. Определить, какие из множеств являются идеалами кольца P(x):

1) A =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),∫ 1

0
p(x) dx = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), среднее значение

которых на отрезке [0; 1] равно 0;

2) B =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), для которых чис-

ло 2 является корнем;

3) C =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p′(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), производная кото-

рых обращается в ноль при x = 2.
Ответ. Множество A не является идеалом, поскольку, например,

1− 2x ∈ A, но x · (1− 2x) /∈ A.

Действительно,

1∫
0

(1− 2x) dx = 0,

1∫
0

x(1− 2x) dx =
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Задача 6. Рассмотрим кольцо P(x) многочленов с рациональными коэффициентами, т.е. с ко-
эффициентами из Q. Определить, какие из множеств являются идеалами кольца P(x):

1) A =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),∫ 1

0
p(x) dx = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), среднее значение

которых на отрезке [0; 1] равно 0;

2) B =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), для которых чис-

ло 2 является корнем;

3) C =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p′(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), производная кото-

рых обращается в ноль при x = 2.
Ответ. Множество A не является идеалом, поскольку, например,

1− 2x ∈ A, но x · (1− 2x) /∈ A.

Действительно,

1∫
0

(1− 2x) dx = 0,

1∫
0

x(1− 2x) dx =

(
x2

2
− 2

3
x3

) x=1

x=0
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Задача 6. Рассмотрим кольцо P(x) многочленов с рациональными коэффициентами, т.е. с ко-
эффициентами из Q. Определить, какие из множеств являются идеалами кольца P(x):

1) A =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),∫ 1

0
p(x) dx = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), среднее значение

которых на отрезке [0; 1] равно 0;

2) B =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), для которых чис-

ло 2 является корнем;

3) C =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p′(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), производная кото-

рых обращается в ноль при x = 2.
Ответ. Множество A не является идеалом, поскольку, например,

1− 2x ∈ A, но x · (1− 2x) /∈ A.

Действительно,

1∫
0

(1− 2x) dx = 0,

1∫
0

x(1− 2x) dx =

(
x2

2
− 2

3
x3

) x=1

x=0

6= 0,
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Задача 6. Рассмотрим кольцо P(x) многочленов с рациональными коэффициентами, т.е. с ко-
эффициентами из Q. Определить, какие из множеств являются идеалами кольца P(x):

1) A =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),∫ 1

0
p(x) dx = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), среднее значение

которых на отрезке [0; 1] равно 0;

2) B =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), для которых чис-

ло 2 является корнем;

3) C =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p′(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), производная кото-

рых обращается в ноль при x = 2.
Ответ. Множество A не является идеалом.

Множество B есть идеал кольца.
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Задача 6. Рассмотрим кольцо P(x) многочленов с рациональными коэффициентами, т.е. с ко-
эффициентами из Q. Определить, какие из множеств являются идеалами кольца P(x):

1) A =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),∫ 1

0
p(x) dx = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), среднее значение

которых на отрезке [0; 1] равно 0;

2) B =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), для которых чис-

ло 2 является корнем;

3) C =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p′(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), производная кото-

рых обращается в ноль при x = 2.
Ответ. Множество A не является идеалом.

Множество B есть идеал кольца.
Множество C не является идеалом кольца, так как,
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Задача 6. Рассмотрим кольцо P(x) многочленов с рациональными коэффициентами, т.е. с ко-
эффициентами из Q. Определить, какие из множеств являются идеалами кольца P(x):

1) A =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),∫ 1

0
p(x) dx = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), среднее значение

которых на отрезке [0; 1] равно 0;

2) B =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), для которых чис-

ло 2 является корнем;

3) C =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p′(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), производная кото-

рых обращается в ноль при x = 2.
Ответ. Множество A не является идеалом.

Множество B есть идеал кольца.
Множество C не является идеалом кольца, так как, например,
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Задача 6. Рассмотрим кольцо P(x) многочленов с рациональными коэффициентами, т.е. с ко-
эффициентами из Q. Определить, какие из множеств являются идеалами кольца P(x):

1) A =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),∫ 1

0
p(x) dx = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), среднее значение

которых на отрезке [0; 1] равно 0;

2) B =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), для которых чис-

ло 2 является корнем;

3) C =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p′(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), производная кото-

рых обращается в ноль при x = 2.
Ответ. Множество A не является идеалом.

Множество B есть идеал кольца.
Множество C не является идеалом кольца, так как, например,
d(x− 2)2

dx x=2

= 0, но
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Задача 6. Рассмотрим кольцо P(x) многочленов с рациональными коэффициентами, т.е. с ко-
эффициентами из Q. Определить, какие из множеств являются идеалами кольца P(x):

1) A =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),∫ 1

0
p(x) dx = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), среднее значение

которых на отрезке [0; 1] равно 0;

2) B =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), для которых чис-

ло 2 является корнем;

3) C =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p′(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), производная кото-

рых обращается в ноль при x = 2.
Ответ. Множество A не является идеалом.

Множество B есть идеал кольца.
Множество C не является идеалом кольца, так как, например,
d(x− 2)2

dx x=2

= 0, но
d (x(x− 2)2)

dx x=2

=
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Задача 6. Рассмотрим кольцо P(x) многочленов с рациональными коэффициентами, т.е. с ко-
эффициентами из Q. Определить, какие из множеств являются идеалами кольца P(x):

1) A =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),∫ 1

0
p(x) dx = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), среднее значение

которых на отрезке [0; 1] равно 0;

2) B =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), для которых чис-

ло 2 является корнем;

3) C =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p′(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), производная кото-

рых обращается в ноль при x = 2.
Ответ. Множество A не является идеалом.

Множество B есть идеал кольца.
Множество C не является идеалом кольца, так как, например,
d(x− 2)2

dx x=2

= 0, но
d (x(x− 2)2)

dx x=2

=
d (x3 − 2x2 + x)

dx x=2

=
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Задача 6. Рассмотрим кольцо P(x) многочленов с рациональными коэффициентами, т.е. с ко-
эффициентами из Q. Определить, какие из множеств являются идеалами кольца P(x):

1) A =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),∫ 1

0
p(x) dx = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), среднее значение

которых на отрезке [0; 1] равно 0;

2) B =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), для которых чис-

ло 2 является корнем;

3) C =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p′(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), производная кото-

рых обращается в ноль при x = 2.
Ответ. Множество A не является идеалом.

Множество B есть идеал кольца.
Множество C не является идеалом кольца, так как, например,
d(x− 2)2

dx x=2

= 0, но
d (x(x− 2)2)

dx x=2

=
d (x3 − 2x2 + x)

dx x=2

=
(
3x2 − 4x+ 1

)
x=2

130



Задача 6. Рассмотрим кольцо P(x) многочленов с рациональными коэффициентами, т.е. с ко-
эффициентами из Q. Определить, какие из множеств являются идеалами кольца P(x):

1) A =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),∫ 1

0
p(x) dx = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), среднее значение

которых на отрезке [0; 1] равно 0;

2) B =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), для которых чис-

ло 2 является корнем;

3) C =

{
p(x)

{
p(x) ∈ P(x),
p′(2) = 0

}
, т.е. множество всех тех многочленов из P(x), производная кото-

рых обращается в ноль при x = 2.
Ответ. Множество A не является идеалом.

Множество B есть идеал кольца.
Множество C не является идеалом кольца, так как, например,
d(x− 2)2

dx x=2

= 0, но
d (x(x− 2)2)

dx x=2

=
d (x3 − 2x2 + x)

dx x=2

=
(
3x2 − 4x+ 1

)
x=2

6= 0.
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Решение задачи 7.
Задача 7. Рассмотрим кольцо M матриц размерности 2× 2 с вещественными коэф-

фициентами. Является ли кольцо M евклидовым кольцом? Найти идеалы кольца M,

порожденные каждым из множеств матриц:
{(

1 0
0 0

)}
,
{(

0 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 1

)}
,{(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.
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Задача 7. Рассмотрим кольцоMматриц размерности 2× 2 с вещественными коэффициентами.
Является ли кольцоM евклидовым кольцом? Найти идеалы кольцаM, порожденные каждым

из множеств матриц:
{(

1 0
0 0

)}
,
{(

0 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ.
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Задача 7. Рассмотрим кольцоMматриц размерности 2× 2 с вещественными коэффициентами.
Является ли кольцоM евклидовым кольцом? Найти идеалы кольцаM, порожденные каждым

из множеств матриц:
{(

1 0
0 0

)}
,
{(

0 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ.(
u v
w z

)(
1 0
0 0

)
+

(
a b
c d

)(
1 0
0 0

)(
p q
r t

)
=
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Задача 7. Рассмотрим кольцоMматриц размерности 2× 2 с вещественными коэффициентами.
Является ли кольцоM евклидовым кольцом? Найти идеалы кольцаM, порожденные каждым

из множеств матриц:
{(

1 0
0 0

)}
,
{(

0 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ.(
u v
w z

)(
1 0
0 0

)
+

(
a b
c d

)(
1 0
0 0

)(
p q
r t

)
=

(
u 0
w 0

)
+

(
a 0
c 0

)(
p q
r t

)
=
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Задача 7. Рассмотрим кольцоMматриц размерности 2× 2 с вещественными коэффициентами.
Является ли кольцоM евклидовым кольцом? Найти идеалы кольцаM, порожденные каждым

из множеств матриц:
{(

1 0
0 0

)}
,
{(

0 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ.(
u v
w z

)(
1 0
0 0

)
+

(
a b
c d

)(
1 0
0 0

)(
p q
r t

)
=

(
u 0
w 0

)
+

(
a 0
c 0

)(
p q
r t

)
=

=

(
u 0
w 0

)
+

(
ap aq
cp cq

)
=
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Задача 7. Рассмотрим кольцоMматриц размерности 2× 2 с вещественными коэффициентами.
Является ли кольцоM евклидовым кольцом? Найти идеалы кольцаM, порожденные каждым

из множеств матриц:
{(

1 0
0 0

)}
,
{(

0 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ.(
u v
w z

)(
1 0
0 0

)
+

(
a b
c d

)(
1 0
0 0

)(
p q
r t

)
=

(
u 0
w 0

)
+

(
a 0
c 0

)(
p q
r t

)
=

=

(
u 0
w 0

)
+

(
ap aq
cp cq

)
=

(
u+ ap aq
w + cp cq

)
,
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Задача 7. Рассмотрим кольцоMматриц размерности 2× 2 с вещественными коэффициентами.
Является ли кольцоM евклидовым кольцом? Найти идеалы кольцаM, порожденные каждым

из множеств матриц:
{(

1 0
0 0

)}
,
{(

0 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ.(
u v
w z

)(
1 0
0 0

)
+

(
a b
c d

)(
1 0
0 0

)(
p q
r t

)
=

(
u 0
w 0

)
+

(
a 0
c 0

)(
p q
r t

)
=

=

(
u 0
w 0

)
+

(
ap aq
cp cq

)
=

(
u+ ap aq
w + cp cq

)
,

поэтому идеал, порожденный матрицей
(

1 0
0 0

)
, совпадает со всем кольцомM.
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Задача 7. Рассмотрим кольцоMматриц размерности 2× 2 с вещественными коэффициентами.
Является ли кольцоM евклидовым кольцом? Найти идеалы кольцаM, порожденные каждым

из множеств матриц:
{(

1 0
0 0

)}
,
{(

0 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 1

)}
,
{(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
.

Ответ. Идеал, порожденный матрицей
(

1 0
0 0

)
, совпадает со всем кольцомM.

Аналогичный результат получается для остальных порождающих множеств.
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Решение задачи 8.
Задача 8. Пусть K — кольцо матриц размерности 2× 2 с коэффициентами из коль-

ца Z4 = {0; 1; 2; 3}. Докажите, что подмножество I , состоящее из всех матриц с четными коэф-
фициентами, является идеалом кольца K. Является ли этот идеал главным?
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Задача 8. Пусть K — кольцо матриц размерности 2× 2 с коэффициентами из коль-
ца Z4 = {0; 1; 2; 3}. Докажите, что подмножество I , состоящее из всех матриц с четными коэф-
фициентами, является идеалом кольца K. Является ли этот идеал главным?

Ответ. Ясно, что сумма матриц из является матрицей из I .
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Задача 8. Пусть K — кольцо матриц размерности 2× 2 с коэффициентами из коль-
ца Z4 = {0; 1; 2; 3}. Докажите, что подмножество I , состоящее из всех матриц с четными коэф-
фициентами, является идеалом кольца K. Является ли этот идеал главным?

Ответ. Ясно, что сумма матриц из является матрицей из I . Следовательно, I образует подгруппу
аддитивной группы кольца K.
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Задача 8. Пусть K — кольцо матриц размерности 2× 2 с коэффициентами из коль-
ца Z4 = {0; 1; 2; 3}. Докажите, что подмножество I , состоящее из всех матриц с четными коэф-
фициентами, является идеалом кольца K. Является ли этот идеал главным?

Ответ. Ясно, что сумма матриц из является матрицей из I . Следовательно, I образует подгруппу
аддитивной группы кольца K.
Умножение матриц сводится к умножению их коэффициентов и суммированию произведений.
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Задача 8. Пусть K — кольцо матриц размерности 2× 2 с коэффициентами из коль-
ца Z4 = {0; 1; 2; 3}. Докажите, что подмножество I , состоящее из всех матриц с четными коэф-
фициентами, является идеалом кольца K. Является ли этот идеал главным?

Ответ. Ясно, что сумма матриц из является матрицей из I . Следовательно, I образует подгруппу
аддитивной группы кольца K.
Умножение матриц сводится к умножению их коэффициентов и суммированию произведений.
Произведение неотрицательного целого числа на четное число есть четное число (считая 0 четным
числом). Сумма четных чисел есть число четное.
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Задача 8. Пусть K — кольцо матриц размерности 2× 2 с коэффициентами из коль-
ца Z4 = {0; 1; 2; 3}. Докажите, что подмножество I , состоящее из всех матриц с четными коэф-
фициентами, является идеалом кольца K. Является ли этот идеал главным?

Ответ. Ясно, что сумма матриц из является матрицей из I . Следовательно, I образует подгруппу
аддитивной группы кольца K.
Умножение матриц сводится к умножению их коэффициентов и суммированию произведений.
Произведение неотрицательного целого числа на четное число есть четное число (считая 0 четным
числом). Сумма четных чисел есть число четное.
Следовательно, I является идеалом.
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Задача 8. Пусть K — кольцо матриц размерности 2× 2 с коэффициентами из коль-
ца Z4 = {0; 1; 2; 3}. Докажите, что подмножество I , состоящее из всех матриц с четными коэф-
фициентами, является идеалом кольца K. Является ли этот идеал главным?

Ответ. Проверим, является ли этот идеал главным.
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Задача 8. Пусть K — кольцо матриц размерности 2× 2 с коэффициентами из коль-
ца Z4 = {0; 1; 2; 3}. Докажите, что подмножество I , состоящее из всех матриц с четными коэф-
фициентами, является идеалом кольца K. Является ли этот идеал главным?

Ответ. Проверим, является ли этот идеал главным.

Покажем, что этот идеал порожден матрицей
(

2 0
0 0

)
.
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Задача 8. Пусть K — кольцо матриц размерности 2× 2 с коэффициентами из коль-
ца Z4 = {0; 1; 2; 3}. Докажите, что подмножество I , состоящее из всех матриц с четными коэф-
фициентами, является идеалом кольца K. Является ли этот идеал главным?

Ответ. Проверим, является ли этот идеал главным.

Покажем, что этот идеал порожден матрицей
(

2 0
0 0

)
.

(
0 0
1 0

)(
2 0
0 0

)
=

(
0 0
2 0

)
,
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Задача 8. Пусть K — кольцо матриц размерности 2× 2 с коэффициентами из коль-
ца Z4 = {0; 1; 2; 3}. Докажите, что подмножество I , состоящее из всех матриц с четными коэф-
фициентами, является идеалом кольца K. Является ли этот идеал главным?

Ответ. Проверим, является ли этот идеал главным.

Покажем, что этот идеал порожден матрицей
(

2 0
0 0

)
.

(
0 0
1 0

)(
2 0
0 0

)
=

(
0 0
2 0

)
,

(
2 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 2
0 0

)
,
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Задача 8. Пусть K — кольцо матриц размерности 2× 2 с коэффициентами из коль-
ца Z4 = {0; 1; 2; 3}. Докажите, что подмножество I , состоящее из всех матриц с четными коэф-
фициентами, является идеалом кольца K. Является ли этот идеал главным?

Ответ. Проверим, является ли этот идеал главным.

Покажем, что этот идеал порожден матрицей
(

2 0
0 0

)
.

(
0 0
1 0

)(
2 0
0 0

)
=

(
0 0
2 0

)
,

(
2 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 2
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)(
2 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
=
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Задача 8. Пусть K — кольцо матриц размерности 2× 2 с коэффициентами из коль-
ца Z4 = {0; 1; 2; 3}. Докажите, что подмножество I , состоящее из всех матриц с четными коэф-
фициентами, является идеалом кольца K. Является ли этот идеал главным?

Ответ. Проверим, является ли этот идеал главным.

Покажем, что этот идеал порожден матрицей
(

2 0
0 0

)
.

(
0 0
1 0

)(
2 0
0 0

)
=

(
0 0
2 0

)
,

(
2 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 2
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)(
2 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 0
2 0

)(
0 1
0 0

)
=

151



Задача 8. Пусть K — кольцо матриц размерности 2× 2 с коэффициентами из коль-
ца Z4 = {0; 1; 2; 3}. Докажите, что подмножество I , состоящее из всех матриц с четными коэф-
фициентами, является идеалом кольца K. Является ли этот идеал главным?

Ответ. Проверим, является ли этот идеал главным.

Покажем, что этот идеал порожден матрицей
(

2 0
0 0

)
.

(
0 0
1 0

)(
2 0
0 0

)
=

(
0 0
2 0

)
,

(
2 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 2
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)(
2 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 0
2 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 0
0 2

)
.
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Задача 8. Пусть K — кольцо матриц размерности 2× 2 с коэффициентами из коль-
ца Z4 = {0; 1; 2; 3}. Докажите, что подмножество I , состоящее из всех матриц с четными коэф-
фициентами, является идеалом кольца K. Является ли этот идеал главным?

Ответ. Проверим, является ли этот идеал главным.

Покажем, что этот идеал порожден матрицей
(

2 0
0 0

)
.

(
0 0
1 0

)(
2 0
0 0

)
=

(
0 0
2 0

)
,

(
2 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 2
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)(
2 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 0
2 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 0
0 2

)
.

Любую матрицу из I можно представить в виде суммы полученных матриц.
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Спасибо
за

внимание!
e-mail: melnikov@k66.ru, melnikov@r66.ru
сайты: http://melnikov.k66.ru, http://melnikov.web.ur.ru

Вернуться к списку презентаций?
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