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1. Модели векторной алгебры
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b −→a (1; 2),

−→
b (4; −1),
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(12; 6) =

= α(1; 2) + β(4; −1){
α + 4β = 12,

= 6.

А если бы коэффициенты были бы неизвестны?
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= 6.

А если бы коэффициенты были бы неизвестны?
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(12; 6) =

= α(1; 2) + β(4; −1){
α + 4β = 12,

2α + (−1)β = 6.

А если бы коэффициенты были бы неизвестны?
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1. Модели векторной алгебры
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1. Модели векторной алгебры
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−→c = 4−→a + 2
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b −→a (1; 2),
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b (4; −1),

−→c (12; 6),

(12; 6) =

= 4(1; 2) + 2(4; −1){
α + 4β = 12,

2α− β = 6

{
α = 4,

β = 2.
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1. Модели векторной алгебры
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1. Модели векторной алгебры
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)
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α + 4β = 12,

2α− β = 6
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α = 4,
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Исследовательские стратегии
Геометрическая модель векторной

алгебры
Стандартные способы задания вектора
Операции векторной алгебры и другие функции на векторах

Векторно-символическая модель вектор-
ной алгебры

Стандартные способы задания вектора
Представление отношений в виде равенств
Некоторые критерии векторной алгебры

Координатная модель векторной алгебры
Постановка задачи о задании вектора с помощью чисел
Линейная комбинация
Эквивалентность однозначности и минимальности
Теорема об эквивалентности минимальности системы порожда-
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ющих и однозначности разложения
Однозначность и линейная независимость
Теорема о базисе прямой
Теорема о базисе плоскости
Теорема о базисе пространства
Теорема о линейных комбинациях базисных векторов
Координаты вектора
Теорема о координатах векторов λ−→a и−→a +

−→
b

Критерий коллинеарности векторов
Переход от одной модели к другой
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2. Векторная алгебра и геометрия
Векторная алгебра и основанная на ней аналитическая геометрия

фактически «убили» «традиционную» геометрию в том смысле, что
геометрия из магистрального, центрального направления развития
математики переместилась на периферию.

В школьном курсе математики вектор практически отождествля-
ется с направленным отрезком. Насколько это допустимо? В каких
направлениях можно развивать исследование векторов?

Один из механизмов выбора направления исследования основан
на системе исследовательских стратегий.
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Исследовательские стратегии
1) стратегия приоритетного изучения «экстремальных» ситуаций;
2) стратегия поиска аналогии;
3) стратегия перехода от изучения отдельного объекта к системе объектов;
4) стратегия предвкушения;
5) стратегия построения модели;
6) стратегия обогащения модели;
7) стратегия смены ролей и приоритетов.

Стратегия приоритетного изучения «экстремальных» ситуа-
ций позволяет, например, выделить специальные типы векторов: ну-
левой и единичный, а также наиболее важные варианты взаимно-
го расположения двух векторов: коллинеарность, ортогональность и
компланарность векторов.
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Исследовательские стратегии
1) стратегия приоритетного изучения «экстремальных» ситуаций;
2) стратегия поиска аналогии;
3) стратегия перехода от изучения отдельного объекта к системе объектов;
4) стратегия предвкушения;
5) стратегия построения модели;
6) стратегия обогащения модели;
7) стратегия смены ролей и приоритетов.

Стратегия поиска аналогии приводит в переносу некоторых гео-
метрических понятий в векторную алгебру, например, понятия па-
раллельности и перпендикулярности, перенос таких характеристик
как длина, угол и др.
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Исследовательские стратегии
1) стратегия приоритетного изучения «экстремальных» ситуаций;
2) стратегия поиска аналогии;
3) стратегия перехода от изучения отдельного объекта к системе объектов;
4) стратегия предвкушения;
5) стратегия построения модели;
6) стратегия обогащения модели;
7) стратегия смены ролей и приоритетов.

Стратегия перехода от изучения отдельного объекта к систе-
ме объектов в сочетании с другими стратегиями обеспечивает вве-
дение операций и отношений на множестве векторов и переход от
изучения отдельных векторов к геометрическим фигурам.
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Исследовательские стратегии
1) стратегия приоритетного изучения «экстремальных» ситуаций;
2) стратегия поиска аналогии;
3) стратегия перехода от изучения отдельного объекта к системе объектов;
4) стратегия предвкушения;
5) стратегия построения модели;
6) стратегия обогащения модели;
7) стратегия смены ролей и приоритетов.

Стратегия предвкушения, как обычно, позволяет строить гипо-
тезы, обосновывать их или опровергать, осуществлять поиск реше-
ния задач и др.
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Исследовательские стратегии
1) стратегия приоритетного изучения «экстремальных» ситуаций;
2) стратегия поиска аналогии;
3) стратегия перехода от изучения отдельного объекта к системе объектов;
4) стратегия предвкушения;
5) стратегия построения модели;
6) стратегия обогащения модели;
7) стратегия смены ролей и приоритетов.

Стратегия построения модели является источником таких на-
правлений исследования как выделение стандартных способов зада-
ния различных объектов векторной алгебры, в частности, векторов
и геометрических фигур, рассматриваемых как совокупности векто-
ров, формированию других моделей векторной алгебры, моделиро-
ванию операций и отношений и др.
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Исследовательские стратегии
1) стратегия приоритетного изучения «экстремальных» ситуаций;
2) стратегия поиска аналогии;
3) стратегия перехода от изучения отдельного объекта к системе объектов;
4) стратегия предвкушения;
5) стратегия построения модели;
6) стратегия обогащения модели;
7) стратегия смены ролей и приоритетов.

Стратегия обогащения модели приводит ко введению таких по-
нятий как скалярное, векторное и смешанное произведения, опера-
ций сложения векторов и умножения вектора на число. Как приме-
нение этой стратегии можно рассматривать введение понятия ком-
планарности векторов.
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Исследовательские стратегии
1) стратегия приоритетного изучения «экстремальных» ситуаций;
2) стратегия поиска аналогии;
3) стратегия перехода от изучения отдельного объекта к системе объектов;
4) стратегия предвкушения;
5) стратегия построения модели;
6) стратегия обогащения модели;
7) стратегия смены ролей и приоритетов.

Стратегия смены ролей и приоритетов применяется при гео-
метрической интерпретации систем уравнений и других выражений,
а также при создании аналитической геометрии и решении задач.
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Геометрическая модель векторной алгебры
Стандартные способы задания вектора

Операции векторной алгебры и другие функции на векторах
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3.1. Стандартные способы задания вектора
Понятие направленного отрезка является основой определения

вектора. Вектор является абстрактным понятием. Основными ха-
рактеристиками вектора являются длина и направление.

Конкретный направленный отрезок рассматривается как пред-
ставитель вектора. Геометрическая работа с вектором основана на
процедуре откладывания вектора от точки.
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Соглашение 1 Если −→u — некоторый вектор, то стандартный переход к
конкретному направленному отрезку AA′ осуществляется откладывани-
ем вектора −→u от точки A. Если AA′ — направленный отрезок, то

−−→
AA′ —

соответствующий вектор. В частности, направленный отрезокAA′ идет
из точки A в точку A′, а вектор

−−→
AA′ может быть отложен от любой

точки.

�
�
�
�
�
�
�
��

−→u

A

A′

Рисунок к определению
равенства векторов.
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Соглашение 1 Если −→u — некоторый вектор, то стандартный переход к
конкретному направленному отрезку AA′ осуществляется откладывани-
ем вектора −→u от точки A. Если AA′ — направленный отрезок, то

−−→
AA′ —

соответствующий вектор. В частности, направленный отрезокAA′ идет
из точки A в точку A′, а вектор

−−→
AA′ может быть отложен от любой

точки.
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−→v
A

A′

B
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Рисунок к определению
равенства векторов.

54



Соглашение 1 Если −→u — некоторый вектор, то стандартный переход к
конкретному направленному отрезку AA′ осуществляется откладывани-
ем вектора −→u от точки A. Если AA′ — направленный отрезок, то

−−→
AA′ —

соответствующий вектор. В частности, направленный отрезокAA′ идет
из точки A в точку A′, а вектор

−−→
AA′ может быть отложен от любой

точки.
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Рисунок к определению
равенства векторов.
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Соглашение 1 Если −→u — некоторый вектор, то стандартный переход к
конкретному направленному отрезку AA′ осуществляется откладывани-
ем вектора −→u от точки A. Если AA′ — направленный отрезок, то

−−→
AA′ —

соответствующий вектор. В частности, направленный отрезокAA′ идет
из точки A в точку A′, а вектор

−−→
AA′ может быть отложен от любой

точки.
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Рисунок к определению
равенства векторов.
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Соглашение 1 Если −→u — некоторый вектор, то стандартный переход к
конкретному направленному отрезку AA′ осуществляется откладывани-
ем вектора −→u от точки A. Если AA′ — направленный отрезок, то

−−→
AA′ —

соответствующий вектор. В частности, направленный отрезокAA′ идет
из точки A в точку A′, а вектор

−−→
AA′ может быть отложен от любой

точки.
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−→v
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−→u = −→v
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PP
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PP
PP
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A′

B

B′

D

D′

AA′ 6= DD′ 6= BB′,

но
−−→
AA′ =

−−→
DD′ =

−−→
BB′,

Рисунок к определению
равенства векторов.
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Соглашение 1 Если −→u — некоторый вектор, то стандартный переход к
конкретному направленному отрезку AA′ осуществляется откладывани-
ем вектора −→u от точки A. Если AA′ — направленный отрезок, то

−−→
AA′ —

соответствующий вектор. В частности, направленный отрезокAA′ идет
из точки A в точку A′, а вектор

−−→
AA′ может быть отложен от любой

точки.
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Рисунок к определению
равенства векторов.
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Соглашение 1 Если −→u — некоторый вектор, то стандартный переход к
конкретному направленному отрезку AA′ осуществляется откладывани-
ем вектора −→u от точки A. Если AA′ — направленный отрезок, то

−−→
AA′ —

соответствующий вектор. В частности, направленный отрезокAA′ идет
из точки A в точку A′, а вектор

−−→
AA′ может быть отложен от любой

точки.

�
�
�
�
�
�
�
��

−→u

�
�
�
�
�
�
�
��

−→v

�
�
�
�
�
�
�
��

−→u = −→v

A
A
A

A
A
A

PP
PP

PP
PP

A

A′

B

B′

D

D′

а

�
�
�
�
�
�
�
��

−→u

�
�
�
��
−→w

A

A′

C

C ′

D
r

б

Рисунок к определению
равенства векторов.
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Соглашение 1 Если −→u — некоторый вектор, то стандартный переход к
конкретному направленному отрезку AA′ осуществляется откладывани-
ем вектора −→u от точки A. Если AA′ — направленный отрезок, то

−−→
AA′ —

соответствующий вектор. В частности, направленный отрезокAA′ идет
из точки A в точку A′, а вектор

−−→
AA′ может быть отложен от любой

точки.
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Рисунок к определению
равенства векторов.
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Соглашение 1 Если −→u — некоторый вектор, то стандартный переход к
конкретному направленному отрезку AA′ осуществляется откладывани-
ем вектора −→u от точки A. Если AA′ — направленный отрезок, то

−−→
AA′ —

соответствующий вектор. В частности, направленный отрезокAA′ идет
из точки A в точку A′, а вектор

−−→
AA′ может быть отложен от любой

точки.
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A
A
A

A
A
A

XX
XXX

X

XXX
XXX

A

A′

C

C ′

D

D′

D′′

б

Рисунок к определению
равенства векторов.
Векторы перенесены из точек A, B
и соответственно C в точку D.
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3.2. Операции векторной алгебры и другие функции
на векторах

Базовые операции векторной алгебры:
— сложение (суммирование) векторов:−→u +−→v (итоговый рис.);
— умножение вектора на число: λ−→u ;
— векторное произведение векторов (итоговое определение).

Функции, определенные на векторах:
— проекция вектора на ось другого вектора;
— скалярное произведение векторов (определение);

Вторичные операции и функции, определенные на векторах:
— смешанное произведение векторов.
— двойное векторное произведение векторов;
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Определение 1 Суммой векторов −→a и
−→
b называется та-

кой вектор −→c , что, если векторы −→a ,
−→
b и −→c отложить от

произвольной фиксированной точки O:
−→
OA = −→a ,

−−→
OB =

−→
b ,−→

OC = −→c , то отрезок OC будет совпадать с диагональю па-
раллелограмма со сторонами OA и OB.
XXXXXXXXXXXXz

−→a


















�

−→
b r

O
Рисунок к определению
суммы векторов.
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Определение 1 Суммой векторов −→a и
−→
b называется та-

кой вектор −→c , что, если векторы −→a ,
−→
b и −→c отложить от

произвольной фиксированной точки O:
−→
OA = −→a ,

−−→
OB =

−→
b ,−→

OC = −→c , то отрезок OC будет совпадать с диагональю па-
раллелограмма со сторонами OA и OB.
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−→
b

Рисунок к определению
суммы векторов.
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Определение 1 Суммой векторов −→a и
−→
b называется та-

кой вектор −→c , что, если векторы −→a ,
−→
b и −→c отложить от

произвольной фиксированной точки O:
−→
OA = −→a ,

−−→
OB =

−→
b ,−→

OC = −→c , то отрезок OC будет совпадать с диагональю па-
раллелограмма со сторонами OA и OB.
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Рисунок к определению
суммы векторов.
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Определение 1 Суммой векторов −→a и
−→
b называется та-

кой вектор −→c , что, если векторы −→a ,
−→
b и −→c отложить от

произвольной фиксированной точки O:
−→
OA = −→a ,

−−→
OB =

−→
b ,−→

OC = −→c , то отрезок OC будет совпадать с диагональю па-
раллелограмма со сторонами OA и OB.
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Рисунок к определению
суммы векторов.
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Определение 1 Суммой векторов −→a и
−→
b называется та-

кой вектор −→c , что, если векторы −→a ,
−→
b и −→c отложить от

произвольной фиксированной точки O:
−→
OA = −→a ,

−−→
OB =

−→
b ,−→

OC = −→c , то отрезок OC будет совпадать с диагональю па-
раллелограмма со сторонами OA и OB.
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Рисунок к определению
суммы векторов.
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Определение операции умножения вектора на число мож-
но рассматривать как результат применения стратегии приоритетно-
го изучения экстремальных ситуаций (сложения равных векторов) и
стратегии поиска аналогии. Напомним, что умножение натуральных
чисел изначально основывалось на кратном сложении одного и того
же числа, например

5 + 5 + 5 = 5 · 3.
−→a +−→a + . . . +−→a︸ ︷︷ ︸
n слагаемых

= AA1 + A1A2 + . . . + An−1An,

где AA1, A1A2, . . . , An−1An — представители вектора−→a .
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Определение операции умножения вектора на число мож-
но рассматривать как результат применения стратегии приоритетно-
го изучения экстремальных ситуаций (сложения равных векторов) и
стратегии поиска аналогии. Напомним, что умножение натуральных
чисел изначально основывалось на кратном сложении одного и того
же числа, например

5 + 5 + 5 = 5 · 3.
−→a +−→a + . . . +−→a︸ ︷︷ ︸
n слагаемых

= AA1 + A1A2 + . . . + An−1An,

где AA1, A1A2, . . . , An−1An — представители вектора −→a . Каждый из
представителей был получен применением соглашения 1. Все они об-
ладают одинаковыми характеристиками.
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Определение операции умножения вектора на число можно рассматривать как результат

применения стратегии приоритетного изучения экстремальных ситуаций (сложения равных векто-

ров) и стратегии поиска аналогии.

−→a +−→a + . . . +−→a︸ ︷︷ ︸
n слагаемых

= AA1 + A1A2 + . . . + An−1An,

где AA1, A1A2, . . . , An−1An — представители вектора −→a . Каждый из
представителей был получен применением соглашения 1. Все они об-
ладают одинаковыми характеристиками. Поскольку их направления
равны, то они будут лежать на одной прямой, тогда длиной вектора-
суммы будет сумма длин векторов-слагаемых.

-
−→a

· · · · . . . · ·
A A1 A2 A3 An−1 An

. . . -n−→a
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-
−→a

· · · · . . . · ·
A A1 A2 A3 An−1 An

. . . -n−→a
Рисунок к определению
произведения вектора на число.

AA1 + A1A2 + . . . + An−1An = AA1 + AA1 + . . . + AA1︸ ︷︷ ︸
n слагаемых

= nAA1

Таким образом, операция сложения векторов для системы из одного
вектора равносильна операции умножения вектора на число слага-
емых. Число слагаемых является числом натуральным. Умножение
вектора на натуральное число является одной из «хороших» экстре-
мальных ситуаций для общего случая умножения вектора на произ-
вольное число. Значит, полученный результат требует обобщения.
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Определение 2 Произведением вектора −→a на число λ назо-
вем вектор λ−→a , удовлетворяющий следующим требованиям:

1) если −→a =
−→
0 или λ = 0, то λ−→a =

−→
0 ;
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Определение 2 Произведением вектора −→a на число λ назо-
вем вектор λ−→a , удовлетворяющий следующим требованиям:

1) если −→a =
−→
0 или λ = 0, то λ−→a =

−→
0 ;

2) если −→a 6= −→0 и λ 6= 0, то

a) вектор λ−→a коллинеарен вектору−→a ;
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Определение 2 Произведением вектора −→a на число λ назо-
вем вектор λ−→a , удовлетворяющий следующим требованиям:

1) если −→a =
−→
0 или λ = 0, то λ−→a =

−→
0 ;

2) если −→a 6= −→0 и λ 6= 0, то

a) вектор λ−→a коллинеарен вектору−→a ;

b)
∣∣λ−→a ∣∣ = |λ| ·

∣∣−→a ∣∣;
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Определение 2 Произведением вектора −→a на число λ назо-
вем вектор λ−→a , удовлетворяющий следующим требованиям:

1) если −→a =
−→
0 или λ = 0, то λ−→a =

−→
0 ;

2) если −→a 6= −→0 и λ 6= 0, то

a) вектор λ−→a коллинеарен вектору−→a ;

b)
∣∣λ−→a ∣∣ = |λ| ·

∣∣−→a ∣∣;
c) если λ > 0, то векторы −→a и λ−→a сонаправлены, а если
λ < 0, то векторы−→a и λ−→a противонаправлены.
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Определение 2 Произведением вектора −→a на число λ назо-
вем вектор λ−→a , удовлетворяющий следующим требованиям:

1) если −→a =
−→
0 или λ = 0, то λ−→a =

−→
0 ;

2) если −→a 6= −→0 и λ 6= 0, то

a) вектор λ−→a коллинеарен вектору−→a ;

b)
∣∣λ−→a ∣∣ = |λ| ·

∣∣−→a ∣∣;
c) если λ > 0, то векторы −→a и λ−→a сонаправлены, а если
λ < 0, то векторы−→a и λ−→a противонаправлены.

���� −→a
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��
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3−→a

-

−→
b

-
2, 5
−→
b

�
−4
−→
b
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Определение 2 Произведением вектора −→a на число λ назо-
вем вектор λ−→a , удовлетворяющий следующим требованиям:

1) если −→a =
−→
0 или λ = 0, то λ−→a =

−→
0 ;

2) если −→a 6= −→0 и λ 6= 0, то

a) вектор λ−→a коллинеарен вектору−→a ;

b)
∣∣λ−→a ∣∣ = |λ| ·

∣∣−→a ∣∣;
c) если λ > 0, то векторы −→a и λ−→a сонаправлены, а если
λ < 0, то векторы−→a и λ−→a противонаправлены.
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−→
b

-
2, 5
−→
b
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−4
−→
b
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Проекция вектора на ось другого вектора
Из рис. видно, что одним из естественных способов введения про-

екции вектора−→u на ось вектора−→v является ее задание формулой

пр−→v
−→u =

∣∣−→u ∣∣ cos
(−̂→u ,−→v ) . (1)
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Проекция вектора на ось другого вектора

пр−→v
−→u =

∣∣−→u ∣∣ cos
(−̂→u ,−→v ) . (1)

При остром угле между векторами −→u и −→v эта проекция равна
длине отрезка AB, а при тупом угле проекция равна длине отрез-
ка AB, взятой с обратным знаком.
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Проекция вектора на ось другого вектора

пр−→v
−→u =

∣∣−→u ∣∣ cos
(−̂→u ,−→v ) . (1)

При остром угле между векторами −→u и −→v эта проекция равна
длине отрезка AB, а при тупом угле проекция равна длине отрез-
ка AB, взятой с обратным знаком.
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Проекция вектора на ось другого вектора

пр−→v
−→u =

∣∣−→u ∣∣ cos
(−̂→u ,−→v ) . (1)

Основной недостаток формулы (1) — ее несимметричность от-
носительно переменных −→u и −→v . В данном случае симметричность
нетрудно обеспечить, домножив выражение в правой части форму-
лы (1) на

∣∣−→v ∣∣. В итоге получаем конструкцию, называемую скаляр-
ным произведением векторов.
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Скалярное произведение

Определение 3 Скалярным произведением ненулевых векто-
ров−→a и

−→
b называется число, определяемое выражением

|−→a | · |
−→
b | cos

(
−̂→a ,
−→
b

)
, (2)

где −̂→a ,
−→
b — угол между векторами −→a и

−→
b . Если хотя бы один

из множителей скалярного произведения есть нулевой вектор,
то скалярное произведение этих векторов считается рав-
ным 0.

Скалярное произведение векторов −→a и
−→
b обозначают как (−→a ,

−→
b )

или как−→a
−→
b . В качестве основного мы примем первое обозначение.
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Скалярное произведение

Определение 3 Скалярным произведением ненулевых векто-
ров−→a и

−→
b называется число, определяемое выражением

|−→a | · |
−→
b | cos

(
−̂→a ,
−→
b

)
, (2)

где −̂→a ,
−→
b — угол между векторами −→a и

−→
b . Если хотя бы один

из множителей скалярного произведения есть нулевой вектор,
то скалярное произведение этих векторов считается рав-
ным 0.

(−→a ,
−→
b ) =

∣∣−→a ∣∣ пр−→a
−→
b =

∣∣∣−→b ∣∣∣ пр−→
b
−→a . (3)
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Что значит «определить операцию»?
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Что значит «определить операцию»?
Представить в одной из стандартных форм задания функции:
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Что значит «определить операцию»?
Представить в одной из стандартных форм задания функции: гра-

фиком, таблицей, формулой.
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Что значит «определить операцию»?
Представить в одной из стандартных форм задания функции: гра-

фиком, таблицей, формулой.
Варианты задания графиком и таблицей выглядят более чем со-

мнительно.
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Что значит «определить операцию»?
Представить в одной из стандартных форм задания функции: гра-

фиком, таблицей, формулой.
Варианты задания графиком и таблицей выглядят более чем со-

мнительно.
Остается вариант задания операции формулой.
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Как задать операцию формулой?

90



Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Как задать операцию формулой?
Надо взять два произвольных вектора пространства и описать ре-

зультат операции.
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Как задать операцию формулой?
Надо взять два произвольных вектора пространства и описать ре-

зультат операции.
С чего начать описание?
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Как задать операцию формулой?
Надо взять два произвольных вектора пространства и описать ре-

зультат операции.
С чего начать описание?
Мы хотим получить равенство. Поэтому применим «алгоритм со-

ставления уравнений».
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Применим «алгоритм составления уравнений».
Что надо найти?
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Применим «алгоритм составления уравнений».
Что надо найти? Вектор.
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Применим «алгоритм составления уравнений».
Что надо найти? Вектор. В каком виде представим ответ?
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Применим «алгоритм составления уравнений».
Что надо найти? Вектор. В каком виде представим ответ?

Формулой.
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Применим «алгоритм составления уравнений».
Что надо найти? Вектор. В каком виде представим ответ?

Формулой. Введем переменные.
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Применим «алгоритм составления уравнений».
Что надо найти? Вектор. В каком виде представим ответ?

Формулой. Введем переменные. Обозначим исходные векторы че-
рез −→a и

−→
b , а результат операции — векторное произведение этих

векторов — через−→c .
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Применим «алгоритм составления уравнений».
Что надо найти? Вектор. В каком виде представим ответ?

Формулой. Введем переменные. Обозначим исходные векторы че-
рез −→a и

−→
b , а результат операции — векторное произведение этих

векторов — через −→c . Составим уравнение. Значение какой ха-
рактеристики вычислим двумя способами?
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Применим «алгоритм составления уравнений».
Что надо найти? Вектор. В каком виде представим ответ?

Формулой. Введем переменные. Обозначим исходные векторы че-
рез −→a и

−→
b , а результат операции — векторное произведение этих

векторов — через −→c . Составим уравнение. Значение какой ха-
рактеристики вычислим двумя способами? Вектор определяется
направлением и длиной.
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Применим «алгоритм составления уравнений».
Что надо найти? Вектор. В каком виде представим ответ?

Формулой. Введем переменные. Обозначим исходные векторы че-
рез −→a и

−→
b , а результат операции — векторное произведение этих

векторов — через −→c . Составим уравнение. Значение какой ха-
рактеристики вычислим двумя способами? Вектор определяется
направлением и длиной.

Начнем с выбора направления.
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Векторное произведение векторов
Поставим задачу в «формате свободного исследования». Даны два

вектора в пространстве. Надо определить операцию «векторное про-
изведение» наиболее перспективным образом.

Как выбрать направление вектора −→c — векторного произведения
векторов−→a и

−→
b .
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Векторное произведение векторов
Как выбрать направление вектора −→c — векторного произведения

векторов−→a и
−→
b .

Воспользуемся исследовательскими стратегиями!!!
1) стратегия приоритетного изучения «экстремальных» ситуаций;
2) стратегия поиска аналогии;
3) стратегия перехода от изучения отдельного объекта к системе

объектов;
4) стратегия предвкушения;
5) стратегия построения модели;
6) стратегия обогащения модели;
7) стратегия смены ролей и приоритетов.
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Векторное произведение векторов
Применение исследовательских стратегий показало, что наибо-

лее перспективным является вариант, когда результат −→c векторного
произведения векторов −→a и

−→
b является ортогональным к сомножи-

телям, т.е. к векторам−→a и
−→
b .

По какую сторону от плоскости векторов −→a и
−→
b должен быть на-

правлен вектор−→c ?
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Векторное произведение векторов
Применение исследовательских стратегий показало, что наибо-

лее перспективным является вариант, когда результат −→c векторного
произведения векторов −→a и

−→
b является ортогональным к сомножи-

телям, т.е. к векторам−→a и
−→
b .

По какую сторону от плоскости векторов −→a и
−→
b должен быть на-

правлен вектор−→c ?
Ясно, что это вопрос соглашения. В основу этого соглашения по-

ложили понятие системы компланарных векторов, правой тройки
векторов и левой тройки векторов.
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Система компланарных векторов

Определение 4 Говорят, что −→a ,
−→
b ,−→c — система компланар-

ных векторов, если существует такая плоскость Π и такая
точка S на ней, что в эту плоскость включаются направ-
ленные отрезки SA, SB и SC, полученные откладыванием от
точки S векторов, соответственно,−→a ,

−→
b и−→c .
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Система компланарных векторов

Определение 4 Говорят, что −→a ,
−→
b ,−→c — система компланар-

ных векторов, если существует такая плоскость Π и такая
точка S на ней, что в эту плоскость включаются направ-
ленные отрезки SA, SB и SC, полученные откладыванием от
точки S векторов, соответственно,−→a ,

−→
b и−→c .
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Система компланарных векторов

Определение 4 Говорят, что −→a ,
−→
b ,−→c — система компланар-

ных векторов, если существует такая плоскость Π и такая
точка S на ней, что в эту плоскость включаются направ-
ленные отрезки SA, SB и SC, полученные откладыванием от
точки S векторов, соответственно,−→a ,

−→
b и−→c .
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Система компланарных векторов

Определение 4 Говорят, что −→a ,
−→
b ,−→c — система компланар-

ных векторов, если существует такая плоскость Π и такая
точка S на ней, что в эту плоскость включаются направ-
ленные отрезки SA, SB и SC, полученные откладыванием от
точки S векторов, соответственно,−→a ,

−→
b и−→c .
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Система компланарных векторов

Определение 4 Говорят, что −→a ,
−→
b ,−→c — система компланар-

ных векторов, если существует такая плоскость Π и такая
точка S на ней, что в эту плоскость включаются направ-
ленные отрезки SA, SB и SC, полученные откладыванием от
точки S векторов, соответственно,−→a ,

−→
b и−→c .
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Система компланарных векторов

Определение 4 Говорят, что −→a ,
−→
b ,−→c — система компланар-

ных векторов, если существует такая плоскость Π и такая
точка S на ней, что в эту плоскость включаются направ-
ленные отрезки SA, SB и SC, полученные откладыванием от
точки S векторов, соответственно,−→a ,

−→
b и−→c .
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Перейти:

к определению компланарных векторов,
к определению правой тройки векторов,
к определению левой тройки векторов,
началу определения векторного произведения векторов,
продолжению определения векторного произведения векторов,
окончательной формулировке определения векторного произведе-

ния векторов.
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Правая тройка векторов

Определение 5 Пусть −→a ,
−→
b ,−→c — некомпланарные векторы

и
−→
SA = −→a ,

−→
SB =

−→
b ,

−→
SA = −→c . Тогда упорядоченная тройка

некомпланарных векторов −→a ,
−→
b ,−→c называется правой трой-

кой векторов, если вращение от направленного отрезка SA к
направленному отрезку SB по кратчайшей из дуг видится из
точки C как вращение против часовой стрелки.
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Правая тройка векторов

Определение 5 Пусть −→a ,
−→
b ,−→c — некомпланарные векторы

и
−→
SA = −→a ,
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Правая тройка векторов

Определение 5 Пусть −→a ,
−→
b ,−→c — некомпланарные векторы
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b ,
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−→
b ,−→c называется правой трой-

кой векторов, если вращение от направленного отрезка SA к
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точки C как вращение против часовой стрелки.
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Правая тройка векторов

Определение 5 Пусть −→a ,
−→
b ,−→c — некомпланарные векторы
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Правая тройка векторов

Определение 5 Пусть −→a ,
−→
b ,−→c — некомпланарные векторы

и
−→
SA = −→a ,

−→
SB =

−→
b ,

−→
SA = −→c . Тогда упорядоченная тройка

некомпланарных векторов −→a ,
−→
b ,−→c называется правой трой-

кой векторов, если вращение от направленного отрезка SA к
направленному отрезку SB по кратчайшей из дуг видится из
точки C как вращение против часовой стрелки.
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Правая тройка векторов

Определение 5 Пусть −→a ,
−→
b ,−→c — некомпланарные векторы

и
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b ,
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Правая тройка векторов

Определение 5 Пусть −→a ,
−→
b ,−→c — некомпланарные векторы
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Правая тройка векторов

Определение 5 Пусть −→a ,
−→
b ,−→c — некомпланарные векторы

и
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SB =
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b ,
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SA = −→c . Тогда упорядоченная тройка

некомпланарных векторов −→a ,
−→
b ,−→c называется правой трой-

кой векторов, если вращение от направленного отрезка SA к
направленному отрезку SB по кратчайшей из дуг видится из
точки C как вращение против часовой стрелки.
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Правая тройка векторов

Определение 5 Пусть −→a ,
−→
b ,−→c — некомпланарные векторы
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кой векторов, если вращение от направленного отрезка SA к
направленному отрезку SB по кратчайшей из дуг видится из
точки C как вращение против часовой стрелки.

rS
HHH

HHH
HHH

HHj

−→a

�
�
�
���

−→
b

�
�
�
�
�
�
�
�
��

−→c
HHH

HHH
HHH

HHj

−→a
A

�
�
�
���

−→
b

B

�
�
�
�
�
�
�
�
��

−→c

C

.

...........................
...........................

...........................
...........................

...........................
...........................

...........................
...........................

...........................
...........................

...........................
...........................

...........................
............

............................................
............................................

............................................
............................................

............................................
............................................

............................................
........................................

...................................................................................................................................................
...................................................................................................................................................

...............

............................................................................................................................................................................................................................................................................... .

...................................................................................................................................................................................................................................

122



Перейти:

к определению компланарных векторов,
к определению правой тройки векторов,
к определению левой тройки векторов,
началу определения векторного произведения векторов,
продолжению определения векторного произведения векторов,
окончательной формулировке определения векторного произведе-

ния векторов.
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Левая тройка векторов

Определение 5 Упорядоченная тройка некомпланарных век-
торов −→a ,

−→
b ,−→c называется правой тройкой векторов, если по-

сле переноса начала всех трех векторов в одну точку враще-
ние от вектора−→a к вектору

−→
b по кратчайшей из дуг видится

с конца вектора−→c как вращение по часовой стрелке.
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Если −→a ,

−→
b ,−→c

— левая тройка
векторов, то правыми
тройками векторов
будут −→a ,

−→
b ,−−→c ,−→

b ,−→a ,−→c и др.
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Векторное произведение векторов
Напомним, что мы решили, что результат −→c векторного произве-

дения векторов −→a и
−→
b должен быть ортогонален к сомножителям.

Выбор того, в какую сторону от плоскости векторов−→a и
−→
b будет на-

правлен вектор −→c , будет определяться соглашением: тройка век-
торов−→a ;

−→
b ; −→c должна быть правой тройкой.
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Векторное произведение векторов
Осталось определиться с длиной результата −→c векторного произ-

ведения векторов−→a и
−→
b .

Воспользуемся исследовательскими стратегиями!!!
1) стратегия приоритетного изучения «экстремальных» ситуаций;
2) стратегия поиска аналогии;
3) стратегия перехода от изучения отдельного объекта к системе

объектов;
4) стратегия предвкушения;
5) стратегия построения модели;
6) стратегия обогащения модели;
7) стратегия смены ролей и приоритетов.
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Векторное произведение векторов

Определение 5 Векторным произведением векторов −→a и
−→
b

называется вектор, обозначаемый через
[−→a ,−→b ] или −→a ×

−→
b ,

обладающий следующими свойствами:

1.
∣∣∣[−→a ,−→b ]∣∣∣ =

∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣ · sin(ϕ−→a ,−→b );

2.
[−→a ,−→b ] перпендикулярен сомножителям, т.е. векторам−→a и
−→
b ;

3. −→a ,
−→
b ,
[−→a ,−→b ] образуют правую тройку векторов.
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Смешанное произведение векторов
Поскольку результатом векторного умножения векторов снова яв-

ляется вектор, то он может участвовать во всех видах умножения
векторов. При его векторном умножении на некоторый −→c получа-
ем двойное векторное произведение, рассмотренное выше. Остается
определить, что будет результатом скалярного умножения векторно-
го произведения векторов на произвольный вектор−→c .

Определение 6 Смешанным произведением векторов −→a
−→
b−→c

называется число, определяемое формулой

−→a
−→
b−→c =

([−→a ,−→b ] ,−→c ) . (4)
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Двойное векторное произведение векторов
В соответствии со стратегией приоритетного изучения экстремаль-

ных ситуаций было бы интересно изучить результат кратного при-
менения операции. Обычно рассматривается кратное применение
операции к одному и тому же вектору, но в данном случае уже[−→a ; −→a

]
=
−→
0 , поскольку модуль этого вектора — нулевой, см. опре-

деление векторного произведения.
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Двойное векторное произведение векторов
В соответствии со стратегией приоритетного изучения экстремаль-

ных ситуаций было бы интересно изучить результат кратного при-
менения операции. Обычно рассматривается кратное применение
операции к одному и тому же вектору, но в данном случае уже[−→a ; −→a

]
=
−→
0 , поскольку модуль этого вектора — нулевой, см. опре-

деление векторного произведения.
Поэтому известность получил только один результат в этом на-

правлении: это результат изучения выражения
[−→a ;

[−→
b ; −→c

]]
, кото-

рое называется двойным векторным произведением.
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Векторно-символическая модель
векторной алгебры

Стандартные способы задания вектора
Представление отношений в виде равенств
Некоторые критерии векторной алгебры
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Векторно-символическая модель векторной алгебры
В математике наиболее популярны знаково-символические моде-

ли, позволяющие заменить работу с объектами на оперирование с их
обозначениями, идентификаторами:
• −→a ,−→p ,−→m...;
•
−−→
CM ,

−→
OF ,

−−→
MT ...

Иными словами, исследования в векторной алгебре основаны на
векторном исчислении.

Важнейшими инструментами для обработки информации в
векторно-символической модели являются тождественные пре-
образования алгебраических выражений и равносильные пре-
образования равенств. Именно поэтому столь важно представ-
лять отношения и свойства векторных операций в виде тождеств.
Естественно, что речь идет об операциях, определенных в рамках
векторно-геометрической модели.
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Стандартные способы задания вектора
в векторно-символической модели векторной алгебры

В рамках векторно-символической модели стандартный способ
задания вектора состоит в представлении вектора как результата
применения операций векторной алгебры к некоторому набору век-
торов.
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Представление отношений в виде равенств
−→a 6= −→0 ,

−→
b 6= −→0 , −→c 6= −→0

Коллинеарность
−→a ||

−→
b −→a = λ

−→
b ;
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Представление отношений в виде равенств
−→a 6= −→0 ,

−→
b 6= −→0 , −→c 6= −→0

Коллинеарность
−→a ||

−→
b −→a = λ

−→
b ;

Ортогональность
−→a ⊥

−→
b

(−→a ;
−→
b
)

= 0;
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Представление отношений в виде равенств
−→a 6= −→0 ,

−→
b 6= −→0 , −→c 6= −→0

Коллинеарность
−→a ||

−→
b −→a = λ

−→
b ;

Ортогональность
−→a ⊥

−→
b

(−→a ;
−→
b
)

= 0;

Компланарность
−→c = λ−→a + µ

−→
b

(−→a −→b −→c ) = 0;
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Представление отношений в виде равенств
−→a 6= −→0 ,

−→
b 6= −→0 , −→c 6= −→0

Коллинеарность
−→a ||

−→
b −→a = λ

−→
b ;

Ортогональность
−→a ⊥

−→
b

(−→a ;
−→
b
)

= 0;

Компланарность
−→c = λ−→a + µ

−→
b

(−→a −→b −→c ) = 0;

Вычисления значений величин

длина вектора−→a :
∣∣−→a ∣∣ ∣∣−→a ∣∣ =

√(−→a ; −→a
)
;
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Представление отношений в виде равенств
−→a 6= −→0 ,

−→
b 6= −→0 , −→c 6= −→0

Коллинеарность
−→a ||

−→
b −→a = λ

−→
b ;

Ортогональность
−→a ⊥

−→
b

(−→a ;
−→
b
)

= 0;

Компланарность
−→c = λ−→a + µ

−→
b

(−→a −→b −→c ) = 0;

Вычисления значений величин

длина вектора−→a :
∣∣−→a ∣∣ ∣∣−→a ∣∣ =

√(−→a ; −→a
)
;

угол между−→a и
−→
b : −̂→a

−→
b cos −̂→a

−→
b =

(−→a ;
−→
b
)

∣∣−→a ∣∣ · ∣∣∣−→b ∣∣∣
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Некоторые критерии векторной алгебры

Некоторые критерии (−→a 6= −→0 ,
−→
b 6= −→0 ,−→c 6= −→0 )

Особенность располо-
жения векторов

Характеристическое
свойство

Коллинеарность −→a = λ
−→
b

(параллельность)
[−→a ,−→b ] = −→a ×

−→
b =

−→
0

Ортогональность (−→a ,
−→
b ) = −→a

−→
b = 0

Компланарность −→a
−→
b−→c = 0

−→a ,
−→
b ,−→c — правая тройка

векторов

−→a
−→
b−→c > 0

−→a ,
−→
b ,−→c — левая тройка

векторов

−→a
−→
b−→c < 0
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Координатная модель векторной алгебры
Постановка задачи о задании вектора с помощью чисел

Линейная комбинация
Эквивалентность однозначности и минимальности
Теорема об эквивалентности минимальности системы порожда-

ющих и однозначности разложения
Однозначность и линейная независимость
Теорема о базисе прямой
Теорема о базисе плоскости
Теорема о базисе пространства
Теорема о линейных комбинациях базисных векторов
Координаты вектора
Теорема о координатах векторов λ−→a и−→a +

−→
b

Критерий коллинеарности векторов
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Постановка задачи о задании вектора с помощью чисел
Векторно-символическая модель позволяет свести операции и от-

ношения к векторным равенствам. Однако наиболее мощный
аналитический аппарат в математике развит для числовых ра-
венств. Поэтому нам следует разработать стандартную форму за-
дания вектора, позволяющую свести проблемы векторной алгебры к
числовым равенствам и неравенствам.

Цель 1 Найти способ выбора такой системы векторов, чтобы
любой вектор можно было выразить через векторы этой си-
стемы с использованием операций умножения вектора на чис-
ло, сложения векторов. Такое представление вектора мы мог-
ли бы взять в качестве стандартного представления векто-
ра и свести задание вектора к набору числовых параметров.
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Цель 1 Найти способ выбора такой системы векторов, чтобы
любой вектор выразить через векторы этой системы с исполь-
зованием операций умножения вектора на число, сложения
векторов. Такое представление вектора мы могли бы взять в
качестве стандартного представления вектора и свести за-
дание вектора к набору числовых параметров.

Построим произвольные комбинации векторов −→a ,
−→
b ,−→c :

3
(−→c − 2

(−→a −−→c + 2
−→
b
))
−
(−→a +

−→
b
)

=
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Цель 1 Найти способ выбора такой системы векторов, чтобы
любой вектор выразить через векторы этой системы с исполь-
зованием операций умножения вектора на число, сложения
векторов. Такое представление вектора мы могли бы взять в
качестве стандартного представления вектора и свести за-
дание вектора к набору числовых параметров.

Построим произвольные комбинации векторов −→a ,
−→
b ,−→c :

3
(−→c − 2

(−→a −−→c + 2
−→
b
))
−
(−→a +

−→
b
)

=

= 3−→c − 6−→a + 6−→c − 12
−→
b −−→a −

−→
b =
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Цель 1 Найти способ выбора такой системы векторов, чтобы
любой вектор выразить через векторы этой системы с исполь-
зованием операций умножения вектора на число, сложения
векторов. Такое представление вектора мы могли бы взять в
качестве стандартного представления вектора и свести за-
дание вектора к набору числовых параметров.

Построим произвольные комбинации векторов −→a ,
−→
b ,−→c :

3
(−→c − 2

(−→a −−→c + 2
−→
b
))
−
(−→a +

−→
b
)

=

= 3−→c − 6−→a + 6−→c − 12
−→
b −−→a −

−→
b = −7−→a − 13

−→
b + 9−→c .
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Цель 1 Найти способ выбора такой системы векторов, чтобы
любой вектор выразить через векторы этой системы с исполь-
зованием операций умножения вектора на число, сложения
векторов. Такое представление вектора мы могли бы взять в
качестве стандартного представления вектора и свести за-
дание вектора к набору числовых параметров.

Другой пример:

α
(

2−→a − β
−→
b
)
− γ

(
δ−→c − 3−→a

)
=
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Цель 1 Найти способ выбора такой системы векторов, чтобы
любой вектор выразить через векторы этой системы с исполь-
зованием операций умножения вектора на число, сложения
векторов. Такое представление вектора мы могли бы взять в
качестве стандартного представления вектора и свести за-
дание вектора к набору числовых параметров.

Другой пример:

α
(

2−→a − β
−→
b
)
− γ

(
δ−→c − 3−→a

)
= 2α−→a − (αβ)

−→
b − (γδ)−→c − 3γ−→a =
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Цель 1 Найти способ выбора такой системы векторов, чтобы
любой вектор выразить через векторы этой системы с исполь-
зованием операций умножения вектора на число, сложения
векторов. Такое представление вектора мы могли бы взять в
качестве стандартного представления вектора и свести за-
дание вектора к набору числовых параметров.

Другой пример:

α
(

2−→a − β
−→
b
)
− γ

(
δ−→c − 3−→a

)
= 2α−→a − (αβ)

−→
b − (γδ)−→c − 3γ−→a =

= (2α− 3γ)−→a + (−αβ)
−→
b + (−γδ)−→c .
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Цель 1 Найти способ выбора такой системы векторов, чтобы
любой вектор выразить через векторы этой системы с исполь-
зованием операций умножения вектора на число, сложения
векторов. Такое представление вектора мы могли бы взять в
качестве стандартного представления вектора и свести за-
дание вектора к набору числовых параметров.

Вывод. Таким образом, любое выражение от векторов
−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an с использованием операций «умножение вектора на
число» и «сложение векторов» можно представить в виде

α1
−→a1 + α2

−→a2 + . . . + αn
−→an,

где α1, α2, . . . , αn — некоторые числа.
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Линейная комбинация

Определение 7 Выражение

α1
−→a1 + α2

−→a2 + . . . + αn
−→an, (5)

называется линейной комбинацией векторов −→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

с коэффициентами α1, α2, . . . , αn.

Вывод: в качестве стандартного представления вектора мож-
но взять его разложение в линейную комбинацию некоторого
фиксированного набора векторов.
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Вывод: в качестве стандартного представления вектора мож-
но взять его разложение в линейную комбинацию некоторого
фиксированного набора векторов.

Следовательно, цель 1, связанную с поиском стандартного пред-
ставления векторов, можно уточнить следующим образом.
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Вывод: в качестве стандартного представления вектора мож-
но взять его разложение в линейную комбинацию некоторого
фиксированного набора векторов.

Следовательно, цель 1, связанную с поиском стандартного пред-
ставления векторов, можно уточнить следующим образом.

Цель 2 Найти способ выбора такой системы векторов, чтобы
любой вектор можно было бы представить линейной комби-
нацией векторов этой системы. Такое представление векто-
ра мы могли бы взять в качестве стандартного представле-
ния вектора.

151



Цель 2 Найти способ выбора такой системы векторов, чтобы
любой вектор можно было бы представить линейной комби-
нацией векторов этой системы. Такое представление векто-
ра мы могли бы взять в качестве стандартного представле-
ния вектора.

Для выбора такой системы векторов попробуем применить иссле-
довательские стратегии.
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Цель 2 Найти способ выбора такой системы векторов, чтобы
любой вектор можно было бы представить линейной комби-
нацией векторов этой системы. Такое представление векто-
ра мы могли бы взять в качестве стандартного представле-
ния вектора.

Для выбора такой системы векторов попробуем применить иссле-
довательские стратегии.

Используя стратегию приоритетного изучения экстремальных си-
туаций, хотелось бы минимальной формы представления вектора,
который бы однозначно его определял в данной системе векторов.
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Цель 2 Найти способ выбора такой системы векторов, чтобы
любой вектор можно было бы представить линейной комби-
нацией векторов этой системы. Такое представление векто-
ра мы могли бы взять в качестве стандартного представле-
ния вектора.

Для выбора такой системы векторов попробуем применить иссле-
довательские стратегии.

Используя стратегию приоритетного изучения экстремальных си-
туаций, хотелось бы минимальной формы представления вектора,
который бы однозначно его определял в данной системе векторов.

Используя эту стратегию, данную цель сводим к ряду вопросов.
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Цель 2 Найти способ выбора такой системы векторов, чтобы
любой вектор можно было бы представить линейной комби-
нацией векторов этой системы. Такое представление векто-
ра мы могли бы взять в качестве стандартного представле-
ния вектора.

Первый вопрос: будет ли однозначным стандартное представление
вектора через выбранную систему векторов (т.е. можно ли предста-
вить вектор двумя различными комбинациями фиксированной систе-
мой векторов).
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Цель 2 Найти способ выбора такой системы векторов, чтобы
любой вектор можно было бы представить линейной комби-
нацией векторов этой системы. Такое представление векто-
ра мы могли бы взять в качестве стандартного представле-
ния вектора.

Первый вопрос: будет ли однозначным стандартное представление
вектора через выбранную систему векторов (т.е. можно ли предста-
вить вектор двумя различными комбинациями фиксированной систе-
мой векторов).

Второй вопрос: какое минимальное количество векторов доста-
точно для стандартного представления вектора.
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Эквивалентность однозначности и минимальности
Первый вопрос: будет ли однозначным стандартное представление

вектора через выбранную систему векторов (т.е. можно ли предста-
вить вектор двумя различными комбинациями фиксированной систе-
мой векторов).

Второй вопрос: какое минимальное количество векторов доста-
точно для стандартного представления вектора.

Эти вопросы подводят к формулировке требований соответствую-
щих экстремальных характеристик системы векторов, а именно:
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Эквивалентность однозначности и минимальности
Первый вопрос: будет ли однозначным стандартное представление

вектора через выбранную систему векторов (т.е. можно ли предста-
вить вектор двумя различными комбинациями фиксированной систе-
мой векторов).

Второй вопрос: какое минимальное количество векторов доста-
точно для стандартного представления вектора.

Эти вопросы подводят к формулировке требований соответствую-
щих экстремальных характеристик системы векторов, а именно:

1) выбор системы векторов
{−→a1,

−→a2, . . . ,
−→an

}
должен гарантировать

однозначность представления вектора в виде (5);

2) минимизация числа векторов в системе
{−→a1,

−→a2, . . . ,
−→an

}
при усло-

вии, что любой вектор раскладывается в линейную комбинацию
векторов этой системы.
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Эквивалентность однозначности и минимальности
Одним из проявлений эффективности стратегии приоритетного

изучения экстремальных ситуаций является тот факт, что эти требо-
вания оказались равносильными!
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Сначала докажем, что если любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно, то система Б является минималь-

ной системой порождающих.
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Сначала докажем, что если любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно, то система Б является минималь-

ной системой порождающих.
Пусть система Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
не является минимальной си-

стемой порождающих.
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Сначала докажем, что если любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно, то система Б является минималь-

ной системой порождающих.
Пусть система Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
не является минимальной си-

стемой порождающих.
Не ограничивая общности рассуждений, можно считать, что после

удаления −→a n система Б’ =
{−→a1,

−→a2, . . . ,
−−→an−1

}
остается системой по-

рождающих.
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Сначала докажем, что если любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно, то система Б является минималь-

ной системой порождающих.
Пусть система Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
не является минимальной си-

стемой порождающих.
Не ограничивая общности рассуждений, можно считать, что после

удаления −→a n система Б’ =
{−→a1,

−→a2, . . . ,
−−→an−1

}
остается системой по-

рождающих.
Тогда−→an = λ1

−→a1 + λ2
−→a2 + . . . + λn−1

−−→an−1.
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Сначала докажем, что если любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно, то система Б является минималь-

ной системой порождающих.
Пусть система Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
не является минимальной си-

стемой порождающих.
Не ограничивая общности рассуждений, можно считать, что после

удаления −→a n система Б’ =
{−→a1,

−→a2, . . . ,
−−→an−1

}
остается системой по-

рождающих.
Тогда−→an = λ1

−→a1 + λ2
−→a2 + . . . + λn−1

−−→an−1.
Следовательно,{ −→an = λ1 · −→a1 + λ2 · −→a2 + . . . + λn−1 · −−→an−1−→an = −→an,

164



Сначала докажем, что если любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно, то система Б является минималь-

ной системой порождающих.
Пусть система Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
не является минимальной си-

стемой порождающих.
Не ограничивая общности рассуждений, можно считать, что после

удаления −→a n система Б’ =
{−→a1,

−→a2, . . . ,
−−→an−1

}
остается системой по-

рождающих.
Тогда−→an = λ1

−→a1 + λ2
−→a2 + . . . + λn−1

−−→an−1.
Следовательно,{ −→an = λ1 · −→a1 + λ2 · −→a2 + . . . + λn−1 · −−→an−1 + 0 · −→an,−→an = 0 · −→a1 + 0 · −→a2 + . . . + 0 · −−→an−1 + 1 · −→an,
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Сначала докажем, что если любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно, то система Б является минималь-

ной системой порождающих.
Пусть система Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
не является минимальной си-

стемой порождающих.
Не ограничивая общности рассуждений, можно считать, что после

удаления −→a n система Б’ =
{−→a1,

−→a2, . . . ,
−−→an−1

}
остается системой по-

рождающих.
Тогда−→an = λ1

−→a1 + λ2
−→a2 + . . . + λn−1

−−→an−1.
Следовательно,{ −→an = λ1 · −→a1 + λ2 · −→a2 + . . . + λn−1 · −−→an−1 + 0 · −→an,−→an = 0 · −→a1 + 0 · −→a2 + . . . + 0 · −−→an−1 + 1 · −→an,
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Сначала докажем, что если любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно, то система Б является минималь-

ной системой порождающих.
Пусть система Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
не является минимальной си-

стемой порождающих.
Не ограничивая общности рассуждений, можно считать, что после

удаления −→a n система Б’ =
{−→a1,

−→a2, . . . ,
−−→an−1

}
остается системой по-

рождающих.
Тогда−→an = λ1

−→a1 + λ2
−→a2 + . . . + λn−1

−−→an−1.
Следовательно,{ −→an = λ1 · −→a1 + λ2 · −→a2 + . . . + λn−1 · −−→an−1 + 0 · −→an,−→an = 0 · −→a1 + 0 · −→a2 + . . . + 0 · −−→an−1 + 1 · −→an,

но 0 6= 1.

167



Сначала докажем, что если любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно, то система Б является минималь-

ной системой порождающих.
Пусть система Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
не является минимальной си-

стемой порождающих.
Не ограничивая общности рассуждений, можно считать, что после

удаления −→a n система Б’ =
{−→a1,

−→a2, . . . ,
−−→an−1

}
остается системой по-

рождающих.
Тогда−→an = λ1

−→a1 + λ2
−→a2 + . . . + λn−1

−−→an−1.
Следовательно,{ −→an = λ1 · −→a1 + λ2 · −→a2 + . . . + λn−1 · −−→an−1 + 0 · −→an,−→an = 0 · −→a1 + 0 · −→a2 + . . . + 0 · −−→an−1 + 1 · −→an,

но 0 6= 1. Это противоречит определению однозначности разложения,
поэтому система Б является минимальной системой порожда-
ющих.
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Теперь докажем, что если система Б является минимальной
системой порождающих, то любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно.
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Теперь докажем, что если система Б является минимальной
системой порождающих, то любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно.

В математике наиболее мощным является аналитический аппа-
рат обработки равенств. Требование однозначности разложения
на языке равенств (если имеем два разложения одного и того же век-
тора, то эти разложения совпадают, т.е. совпадают соответствующие
коэффициенты) «на языке равенств» выглядит следующим образом:
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Теперь докажем, что если система Б является минимальной
системой порождающих, то любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно.

В математике наиболее мощным является аналитический аппа-
рат обработки равенств. Требование однозначности разложения
на языке равенств (если имеем два разложения одного и того же век-
тора, то эти разложения совпадают, т.е. совпадают соответствующие
коэффициенты) «на языке равенств» выглядит следующим образом:

α1
−→a1+α2

−→a2+. . .+αn
−→an = β1

−→a1+β2
−→a2+. . .+βn

−→an ⇒


α1 = β1,

α2 = β2,

. . .

αn = βn.

(6)
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Теперь докажем, что если система Б является минимальной
системой порождающих, то любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно.

Надо доказать, что

α1
−→a1+α2

−→a2+. . .+αn
−→an = β1

−→a1+β2
−→a2+. . .+βn

−→an ⇒


α1 = β1,

α2 = β2,

. . .

αn = βn.

(6)
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Теперь докажем, что если система Б является минимальной
системой порождающих, то любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно.

Надо доказать, что

α1
−→a1+α2

−→a2+. . .+αn
−→an = β1

−→a1+β2
−→a2+. . .+βn

−→an ⇒


α1 = β1,

α2 = β2,

. . .

αn = βn.

(6)

Пусть α1
−→a1 + α2

−→a2 + . . . + αn
−→an = β1

−→a1 + β2
−→a2 + . . . + βn

−→an.
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Теперь докажем, что если система Б является минимальной
системой порождающих, то любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно.

Надо доказать, что

α1
−→a1+α2

−→a2+. . .+αn
−→an = β1

−→a1+β2
−→a2+. . .+βn

−→an ⇒


α1 = β1,

α2 = β2,

. . .

αn = βn.

(6)

Пусть α1
−→a1 + α2

−→a2 + . . . + αn
−→an = β1

−→a1 + β2
−→a2 + . . . + βn

−→an.
Тогда (α1 − β1)−→a1 + (α2 − β2)−→a2 + . . . + (αn − βn)−→an =

−→
0 .
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Теперь докажем, что если система Б является минимальной
системой порождающих, то любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно.

Надо доказать, что

α1
−→a1+α2

−→a2+. . .+αn
−→an = β1

−→a1+β2
−→a2+. . .+βn

−→an ⇒


α1 = β1,

α2 = β2,

. . .

αn = βn.

(6)

Пусть α1
−→a1 + α2

−→a2 + . . . + αn
−→an = β1

−→a1 + β2
−→a2 + . . . + βn

−→an.
Тогда (α1 − β1)−→a1 + (α2 − β2)−→a2 + . . . + (αn − βn)−→an =

−→
0 .

Пусть хотя бы одна из разностей (αi − βi) отлична от нуля. Без
ограничения общности можно считать, что (αn − βn) 6= 0.
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Теперь докажем, что если система Б является минимальной
системой порождающих, то любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно.

Надо доказать, что

α1
−→a1+α2

−→a2+. . .+αn
−→an = β1

−→a1+β2
−→a2+. . .+βn

−→an ⇒


α1 = β1,

α2 = β2,

. . .

αn = βn.

(6)

Пусть α1
−→a1 + α2

−→a2 + . . . + αn
−→an = β1

−→a1 + β2
−→a2 + . . . + βn

−→an.
Тогда (α1 − β1)−→a1 + (α2 − β2)−→a2 + . . . + (αn − βn)−→an =

−→
0 .

Пусть хотя бы одна из разностей (αi − βi) отлична от нуля. Без
ограничения общности можно считать, что (αn − βn) 6= 0.
−→an =

α1 − β1

βn − αn
−→a1 +

α2 − β2

βn − αn
−→a2 + . . . +

αn−1 − βn−1

βn − αn
−−→an−1.
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Теперь докажем, что если система Б является минимальной
системой порождающих, то любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно.

Надо доказать, что

α1
−→a1+α2

−→a2+. . .+αn
−→an = β1

−→a1+β2
−→a2+. . .+βn

−→an ⇒


α1 = β1,

α2 = β2,

. . .

αn = βn.

(6)

Итак, предположение о неоднозначности разложения, например,
αn 6= βn, приводит к равенству
−→an =

α1 − β1

βn − αn
−→a1 +

α2 − β2

βn − αn
−→a2 + . . . +

αn−1 − βn−1

βn − αn
−−→an−1.
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Теперь докажем, что если система Б является минимальной
системой порождающих, то любой вектор раскладывается по
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно.

Надо доказать, что

α1
−→a1+α2

−→a2+. . .+αn
−→an = β1

−→a1+β2
−→a2+. . .+βn

−→an ⇒


α1 = β1,

α2 = β2,

. . .

αn = βn.

(6)

Итак, предположение о неоднозначности разложения, например,
αn 6= βn, приводит к равенству
−→an =

α1 − β1

βn − αn
−→a1 +

α2 − β2

βn − αn
−→a2 + . . . +

αn−1 − βn−1

βn − αn
−−→an−1.

Значит, система Б’ =
{−→a1,

−→a2, . . . ,
−−→an−1

}
тоже, как и Б, является си-

стемой порождающих. Следовательно, система порождающих Б не
является минимальной, противоречие.
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Теорема об эквивалентности минимальности системы порож-
дающих и однозначности разложения

Таким образом, доказана

Теорема 1 (об эквивалентности однозначности и минимальности сист. порожд.)

Любой вектор раскладывается по системе векторов
Б =

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
однозначно тогда и только тогда, когда

система векторов Б является минимальной системой порож-
дающих.
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Однозначность и линейная независимость

Однозначность

α1
−→a1 + α2

−→a2 + . . . + αn
−→an= β1

−→a1 + . . . + βn
−→an ⇒


α1 = β1,

α2 = β2,

. . .

αn = βn.

(6)

равносильна

(α1 − β1)−→a1 + . . . + (αn − βn)−→an =
−→
0 ⇐⇒


α1 − β1 = 0,

. . .

αn − βn = 0,

(7)
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Однозначность и линейная независимость

Однозначность

α1
−→a1 + α2

−→a2 + . . . + αn
−→an= β1

−→a1 + . . . + βn
−→an ⇒


α1 = β1,

α2 = β2,

. . .

αn = βn.

(6)

равносильна

(α1 − β1)−→a1 + . . . + (αn − βn)−→an =
−→
0 ⇐⇒


α1 − β1 = 0,

. . .

αn − βn = 0,

(7)

λ1
−→a1 + λ2

−→a2 + . . . + λn
−→an =

−→
0 ⇐⇒


λ1 = 0,

λ2 = 0,

. . .

λn = 0.

(8)
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Однозначность и линейная независимость
Линейная комбинация векторов, в которой коэффициенты равны

нулю, называется тривиальной. Условие (8) можно представить в ви-
де удобной для запоминания «словесной формулы»: Только три-
виальная линейная комбинация дает нулевой вектор.

Определение 8 Система векторов
{−→a1,

−→a2, . . . ,
−→an

}
называется

линейно независимой тогда и только тогда, когда толь-
ко тривиальная линейная комбинация дает нулевой вектор.
В противном случае: если линейная комбинация равна нулю и
хотя бы один из ее коэффициентов отличен от нуля, то она
называется линейно зависимой.
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Однозначность и линейная независимость
В процессе вывода условия (8) мы доказали следующую теорему:

Теорема 2 (критерий однозначности разложения) Вектор рас-
кладывается в линейную комбинацию векторов −→a1,

−→a2, . . . ,
−→an

однозначным образом (6) тогда и только тогда, когда систе-
ма векторов

{−→a1,
−→a2, . . . ,

−→an

}
является линейно независимой.
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Однозначность и линейная независимость
Требование однозначности искомой системы векторов мы осуще-

ствим, выбрав линейно независимую систему векторов. Необходимо
для линейно независимых систем векторов осуществить второе тре-
бование — минимальности количества векторов в системе (для вы-
ражения любого вектора через векторы этой системы). Для удобства
введем термин для обозначения системы векторов, соответствующей
выдвинутым требованиям.

Определение 9 Максимальной линейно независимой системой
из n векторов называется система:

1) линейно независимая;

2) такая, что при добавлении к ней любого вектора получа-
ется линейно зависимая система.

Определение 10 Максимальная линейно независимая упорядо-
ченная система векторов называется базисом.
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Определение 9 Максимальной линейно независимой системой
из n векторов называется система:

1) линейно независимая;

2) такая, что при добавлении к ней любого вектора получа-
ется линейно зависимая система.

Определение 10 Максимальная линейно независимая упорядо-
ченная система векторов называется базисом.

Замечание 1 Упорядоченность системы означает, что в вы-
бранной системе нам важен порядок перечисления векто-
ров. Например, упорядоченные системы векторов −→a ,

−→
b ,−→c и−→

b ,−→a ,−→c различны.
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Примеры базисов
Пусть L — некоторая прямая, P — плоскость. Вектором пря-

мой L назовем любой вектор, обладающий следующим свойством:
если его отложить от любой точки прямой L, то конец полученного
направленного отрезка будет принадлежать прямой L.
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Примеры базисов
Пусть L — некоторая прямая, P — плоскость. Вектором пря-

мой L назовем любой вектор, обладающий следующим свойством:
если его отложить от любой точки прямой L, то конец полученного
направленного отрезка будет принадлежать прямой L.

Вектором плоскости P назовем любой такой вектор, что конец
направленного отрезка, полученного откладыванием этого вектора
от произвольной точки плоскости P , принадлежит плоскости P .
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Теорема о базисе прямой

Теорема 3 (о базисе прямой) Система из одного ненулевого
вектора прямой является базисом этой прямой.

Доказательство.
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Теорема о базисе прямой

Теорема 3 (о базисе прямой) Система из одного ненулевого
вектора прямой является базисом этой прямой.

Доказательство. Пусть−→a — ненулевой вектор на прямой.
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Теорема о базисе прямой

Теорема 3 (о базисе прямой) Система из одного ненулевого
вектора прямой является базисом этой прямой.

Доказательство. Пусть −→a — ненулевой вектор на прямой. Все
векторы прямой коллинеарны. Система векторов

{−→a } является ли-
нейно независимой, так как равенство α−→a =

−→
0 выполняется только

при α = 0, поскольку вектор−→a — ненулевой.
Осталось показать, что
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Теорема о базисе прямой

Теорема 3 (о базисе прямой) Система из одного ненулевого
вектора прямой является базисом этой прямой.

Доказательство. Пусть −→a — ненулевой вектор на прямой. Все
векторы прямой коллинеарны. Система векторов

{−→a } является ли-
нейно независимой, так как равенство α−→a =

−→
0 выполняется только

при α = 0, поскольку вектор−→a — ненулевой.
Осталось показать, что эта система векторов является максималь-

ной среди линейно независимых. Как это доказать?
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Теорема о базисе прямой

Теорема 3 (о базисе прямой) Система из одного ненулевого
вектора прямой является базисом этой прямой.

Доказательство. Пусть −→a — ненулевой вектор на прямой. Все
векторы прямой коллинеарны. Система векторов

{−→a } является ли-
нейно независимой, так как равенство α−→a =

−→
0 выполняется только

при α = 0, поскольку вектор−→a — ненулевой.
Осталось показать, что эта система векторов является максималь-

ной среди линейно независимых. Как это доказать? Максимальность
такой системы векторов означает, что
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Теорема о базисе прямой

Теорема 3 (о базисе прямой) Система из одного ненулевого
вектора прямой является базисом этой прямой.

Доказательство. Пусть −→a — ненулевой вектор на прямой. Все
векторы прямой коллинеарны. Система векторов

{−→a } является ли-
нейно независимой, так как равенство α−→a =

−→
0 выполняется только

при α = 0, поскольку вектор−→a — ненулевой.
Осталось показать, что эта система векторов является максималь-

ной среди линейно независимых. Как это доказать? Максимальность
такой системы векторов означает, что при добавлении в нее любо-
го вектора плоскости получающаяся система векторов окажется ли-
нейно зависимой.
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Теорема о базисе прямой

Теорема 3 (о базисе прямой) Система из одного ненулевого
вектора прямой является базисом этой прямой.

Доказательство. Пусть −→a — ненулевой вектор на прямой. Все
векторы прямой коллинеарны. Система векторов

{−→a } является ли-
нейно независимой, так как равенство α−→a =

−→
0 выполняется только

при α = 0, поскольку вектор−→a — ненулевой.
Осталось показать, что эта система векторов является максималь-

ной среди линейно независимых. Как это доказать? Максимальность
такой системы векторов означает, что при добавлении в нее любо-
го вектора плоскости получающаяся система векторов окажется ли-
нейно зависимой. Из определения произведения вектора на число
следует, что для любого вектора

−→
b прямой имеем

−→
b = λ−→a , откуда

λ · −→a −
−→
b =

−→
0 .
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Теорема о базисе прямой

Теорема 3 (о базисе прямой) Система из одного ненулевого
вектора прямой является базисом этой прямой.

Доказательство. Пусть −→a — ненулевой вектор на прямой. Все
векторы прямой коллинеарны. Система векторов

{−→a } является ли-
нейно независимой, так как равенство α−→a =

−→
0 выполняется только

при α = 0, поскольку вектор−→a — ненулевой.
Из определения произведения вектора на число следует, что для

любого вектора
−→
b прямой имеем

−→
b = λ−→a , откуда λ · −→a −

−→
b =

−→
0 .

Таким образом, получили представление нулевого вектора в виде
линейной комбинации λ · −→a + (−1)

−→
b =

−→
0 , в которой есть ненуле-

вые коэффициенты: λ · −→a + (−1)︸︷︷︸
6=0

−→
b =

−→
0 .
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Теорема о базисе прямой

Теорема 3 (о базисе прямой) Система из одного ненулевого
вектора прямой является базисом этой прямой.

Доказательство. Пусть −→a — ненулевой вектор на прямой. Все
векторы прямой коллинеарны. Система векторов

{−→a } является ли-
нейно независимой, так как равенство α−→a =

−→
0 выполняется только

при α = 0, поскольку вектор−→a — ненулевой.
Из определения произведения вектора на число следует, что для

любого вектора
−→
b прямой имеем

−→
b = λ−→a , откуда λ · −→a −

−→
b =

−→
0 .

Таким образом, получили представление нулевого вектора в виде
линейной комбинации: λ · −→a + (−1)︸︷︷︸

6=0

−→
b =

−→
0 . Поэтому при добавле-

нии любого вектора прямой к системе
{−→a } система векторов стано-

вится линейно зависимой. Теорема доказана.
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Теорема о базисе плоскости

Теорема 4 (о базисе плоскости) Система из любых двух линей-
но независимых векторов плоскости является базисом этой
плоскости.
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Теорема о базисе плоскости

Теорема 4 (о базисе плоскости) Система из любых двух линей-
но независимых векторов плоскости является базисом этой
плоскости.

Доказательство. Пусть система
{−→a ,−→b} векторов

плоскости является линейно независимой. Нам оста-
ется доказать ее максимальность.

HHj
−→a

�
�
�3

−→
b
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Теорема о базисе плоскости

Теорема 4 (о базисе плоскости) Система из любых двух линей-
но независимых векторов плоскости является базисом этой
плоскости.

Доказательство. Пусть система
{−→a ,−→b} векторов

плоскости является линейно независимой. Нам оста-
ется доказать ее максимальность.

HHj
−→a

�
�
�3

−→
b

�
�
�
��−→
d

Иными словами надо доказать, что при добавлении любого векто-
ра
−→
d плоскости в эту систему она станет линейно зависимой, т.е. что

для некоторых чисел α, β, γ, не все из которых равны 0, имеет место
равенство α−→a + β

−→
b + γ

−→
d =

−→
0 .
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Теорема о базисе плоскости

Теорема 4 (о базисе плоскости) Система из любых двух линей-
но независимых векторов плоскости является базисом этой
плоскости.

Доказательство. Пусть система
{−→a ,−→b} векторов

плоскости является линейно независимой. Нам оста-
ется доказать ее максимальность.

HHj
−→a

�
�
�3

−→
b

�
�
�
��−→
d

Иными словами надо доказать, что при добавлении любого векто-
ра
−→
d плоскости в эту систему она станет линейно зависимой, т.е. что

для некоторых чисел α, β, γ, не все из которых равны 0, имеет место
равенство α−→a + β

−→
b + γ

−→
d =

−→
0 .

Ясно, что γ 6= 0, иначе, вопреки условию, линейно зависимой была

бы исходная система
{−→a ,−→b}.
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Теорема о базисе плоскости

Теорема 4 (о базисе плоскости) Система из любых двух линей-
но независимых векторов плоскости является базисом этой
плоскости.

Доказательство. Пусть система
{−→a ,−→b} векторов

плоскости является линейно независимой. Нам оста-
ется доказать ее максимальность.

HHj
−→a

�
�
�3

−→
b

�
�
�
��−→
d

Иными словами надо доказать, что при добавлении любого векто-
ра
−→
d плоскости в эту систему она станет линейно зависимой, т.е. что

для некоторых чисел α, β, γ, не все из которых равны 0, имеет место
равенство α−→a + β

−→
b + γ

−→
d =

−→
0 .

Итак, γ 6= 0, откуда
−→
d = −α

γ
−→a − β

γ

−→
b .
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Теорема о базисе плоскости

Теорема 4 (о базисе плоскости) Система из любых двух линей-
но независимых векторов плоскости является базисом этой
плоскости.

Доказательство. Пусть система
{−→a ,−→b} векторов

плоскости является линейно независимой. Нам оста-
ется доказать ее максимальность.

HHj
−→a

�
�
�3

−→
b

�
�
�
��−→
d

Линейная зависимость системы векторов
{−→a ,−→b ,−→d} равносиль-

на
−→
d = −α

γ
−→a − β

γ

−→
b . Иными словами, нам надо найти такие коэф-

фициенты λ и µ, что
−→
d = λ−→a + µ

−→
b
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Теорема о базисе плоскости

Теорема 4 (о базисе плоскости) Система из любых двух линей-
но независимых векторов плоскости является базисом этой
плоскости.

Доказательство. Пусть система
{−→a ,−→b} векторов

плоскости является линейно независимой. Нам оста-
ется доказать ее максимальность.

HHj
−→a

�
�
�3

−→
b

�
�
�
��−→
d

Итак, нам надо найти такие коэффициенты λ и µ, что−→
d = λ−→a + µ

−→
b
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Теорема о базисе плоскости

Теорема 4 (о базисе плоскости) Система из любых двух линей-
но независимых векторов плоскости является базисом этой
плоскости.

Доказательство. Пусть система
{−→a ,−→b} векторов

плоскости является линейно независимой. Нам оста-
ется доказать ее максимальность.

HHj
−→a�
�
�3

−→
b
�
�
�
��−→
d

O

Итак, нам надо найти такие коэффициенты λ и µ, что−→
d = λ−→a + µ

−→
b

Для удобства зафиксируем на плоскости точку O и отложим век-
торы−→a ,

−→
b ,
−→
d от этой точки.
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Теорема о базисе плоскости

Теорема 4 (о базисе плоскости) Система из любых двух линей-
но независимых векторов плоскости является базисом этой
плоскости.

Доказательство. Пусть система
{−→a ,−→b} векторов

плоскости является линейно независимой. Нам оста-
ется доказать ее максимальность.

HHH
HHH

HH
HHH

HHH

HHj
−→a�
�
�3

−→
b
�
�
�
��−→
d

Итак, нам надо найти такие коэффициенты λ и µ, что−→
d = λ−→a + µ

−→
b

Для удобства зафиксируем на плоскости точку O и отложим век-
торы−→a ,

−→
b ,
−→
d от этой точки.
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Теорема о базисе плоскости

Теорема 4 (о базисе плоскости) Система из любых двух линей-
но независимых векторов плоскости является базисом этой
плоскости.

Доказательство. Пусть система
{−→a ,−→b} векторов

плоскости является линейно независимой. Нам оста-
ется доказать ее максимальность.

HHH
HHH

HH
HHH

HHH

�
�
�

�
�
�

�
�
�
�

�
�

�
�

�
�
��

HHj
−→a�
�
�3

−→
b
�
�
�
��−→
d

Итак, нам надо найти такие коэффициенты λ и µ, что−→
d = λ−→a + µ

−→
b

Для удобства зафиксируем на плоскости точку O и отложим век-
торы−→a ,

−→
b ,
−→
d от этой точки.
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Теорема о базисе плоскости

Теорема 4 (о базисе плоскости) Система из любых двух линей-
но независимых векторов плоскости является базисом этой
плоскости.

Доказательство. Пусть система
{−→a ,−→b} векторов

плоскости является линейно независимой. Нам оста-
ется доказать ее максимальность.

HHH
HHH

HH
HHH

HHH

�
�
�

�
�
�

�
�
�
�

�
�

�
�

�
�
��

HHj
−→a�
�
�3

−→
b
�
�
�
��−→
d

HHHj

λ−→a

Итак, нам надо найти такие коэффициенты λ и µ, что−→
d = λ−→a + µ

−→
b

Для удобства зафиксируем на плоскости точку O и отложим век-
торы−→a ,

−→
b ,
−→
d от этой точки.
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Теорема о базисе плоскости

Теорема 4 (о базисе плоскости) Система из любых двух линей-
но независимых векторов плоскости является базисом этой
плоскости.

Доказательство. Пусть система
{−→a ,−→b} векторов

плоскости является линейно независимой. Нам оста-
ется доказать ее максимальность.

HHH
HHH

HH
HHH

HHH

�
�
�

�
�
�

�
�
�
�

�
�

�
�

�
�
��

HHj
−→a�
�
�3

−→
b
�
�
�
��−→
d

HHHj

λ−→a
�
�

�
��+

µ
−→
b

Итак, нам надо найти такие коэффициенты λ и µ, что−→
d = λ−→a + µ

−→
b

Для удобства зафиксируем на плоскости точку O и отложим век-
торы−→a ,

−→
b ,
−→
d от этой точки.

Таким образом, равенство
−→
d = λ−→a + µ

−→
b , а вместе с тем и теоре-

ма, доказаны.
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Теорема о базисе пространства

Теорема 5 (о базисе пространства) Система из любых трех
некомпланарных векторов пространства является базисом
этого пространства.

Доказательство использует ту же идею, что и доказательство тео-
ремы 4 о базисе плоскости с естественными отличиями.
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Теорема о базисе пространства

Теорема 5 (о базисе пространства) Система из любых трех
некомпланарных векторов пространства является базисом
этого пространства.

Доказательство. Пусть
{−→a ,−→b ,−→c } — система некомпланар-

ных векторов и
−→
d — произвольный вектор пространства. Отло-

жим эти векторы от произвольной фиксированной точки O, получим
направленные такие отрезки, что

−→
OA = −→a ,

−−→
OB =

−→
b ,

−→
OC = −→c ,−−→

OD =
−→
d .
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Теорема о базисе пространства

Теорема 5 (о базисе пространства) Система из любых трех
некомпланарных векторов пространства является базисом
этого пространства.

Доказательство. Пусть
{−→a ,−→b ,−→c } — система некомпланар-

ных векторов и
−→
d — произвольный вектор пространства. Отло-

жим эти векторы от произвольной фиксированной точки O, получим
направленные такие отрезки, что

−→
OA = −→a ,

−−→
OB =

−→
b ,

−→
OC = −→c ,−−→

OD =
−→
d .

Если D принадлежит одной из плоскостей: OAB, OAC или OBC,
то достаточно сослаться на теорему 4 о базисе плоскости.
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Теорема о базисе пространства

Теорема 5 (о базисе пространства) Система из любых трех
некомпланарных векторов пространства является базисом
этого пространства.

Доказательство. Пусть
{−→a ,−→b ,−→c } — система некомпланар-

ных векторов и
−→
d — произвольный вектор пространства. Отло-

жим эти векторы от произвольной фиксированной точки O, получим
направленные такие отрезки, что

−→
OA = −→a ,

−−→
OB =

−→
b ,

−→
OC = −→c ,−−→

OD =
−→
d .

Поэтому можно считать, что D не принадлежит плоскостям OAB,
OAC и OBC.
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Теорема о базисе пространства

Теорема 5 (о базисе пространства) Система из любых трех
некомпланарных векторов пространства является базисом
этого пространства.

Доказательство. Пусть
{−→a ,−→b ,−→c } — система некомпланар-

ных векторов и
−→
d — произвольный вектор пространства. Отло-

жим эти векторы от произвольной фиксированной точки O, получим
направленные такие отрезки, что

−→
OA = −→a ,

−−→
OB =

−→
b ,

−→
OC = −→c ,−−→

OD =
−→
d .

Рассмотрим параллелепипед, ограниченный плоскостями OAB,
OAC иOBC, а также параллельным им плоскостями, проведенными
через D.
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Теорема о базисе пространства

Теорема 5 (о базисе пространства) Система из любых трех
некомпланарных векторов пространства является базисом
этого пространства.

Доказательство. Пусть
{−→a ,−→b ,−→c } — система некомпланар-

ных векторов и
−→
d — произвольный вектор пространства. Отло-

жим эти векторы от произвольной фиксированной точки O, получим
направленные такие отрезки, что

−→
OA = −→a ,

−−→
OB =

−→
b ,

−→
OC = −→c ,−−→

OD =
−→
d .

Направленный отрезок OD — диагональ параллепипеда — пред-
ставим в виде суммы реберOA′,OB′ иOC ′, гдеA′ точка пересечения
прямойOA с плоскостью, проходящей черезD параллельно плоско-
сти OBC и т.д.
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Теорема о базисе пространства

Теорема 5 (о базисе пространства) Система из любых трех
некомпланарных векторов пространства является базисом
этого пространства.

Доказательство. Пусть
{−→a ,−→b ,−→c } — система некомпланар-

ных векторов и
−→
d — произвольный вектор пространства. Отло-

жим эти векторы от произвольной фиксированной точки O, получим
направленные такие отрезки, что

−→
OA = −→a ,

−−→
OB =

−→
b ,

−→
OC = −→c ,−−→

OD =
−→
d .

Тогда−−→
OD =

−−→
OA′ +

−−→
OB′ +

−−→
OC ′ =
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Теорема о базисе пространства

Теорема 5 (о базисе пространства) Система из любых трех
некомпланарных векторов пространства является базисом
этого пространства.

Доказательство. Пусть
{−→a ,−→b ,−→c } — система некомпланар-

ных векторов и
−→
d — произвольный вектор пространства. Отло-

жим эти векторы от произвольной фиксированной точки O, получим
направленные такие отрезки, что

−→
OA = −→a ,

−−→
OB =

−→
b ,

−→
OC = −→c ,−−→

OD =
−→
d .

Тогда−−→
OD =

−−→
OA′ +

−−→
OB′ +

−−→
OC ′ = α

−→
OA + β

−−→
OB + γ

−→
OC,
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Теорема о базисе пространства

Теорема 5 (о базисе пространства) Система из любых трех
некомпланарных векторов пространства является базисом
этого пространства.

Доказательство. Пусть
{−→a ,−→b ,−→c } — система некомпланар-

ных векторов и
−→
d — произвольный вектор пространства. Отло-

жим эти векторы от произвольной фиксированной точки O, получим
направленные такие отрезки, что

−→
OA = −→a ,

−−→
OB =

−→
b ,

−→
OC = −→c ,−−→

OD =
−→
d .

Тогда−−→
OD =

−−→
OA′ +

−−→
OB′ +

−−→
OC ′ = α

−→
OA + β

−−→
OB + γ

−→
OC,

откуда−→
d = α−→a + β

−→
b + γ−→c .

Теорема доказана.
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Теорема о линейных комбинациях базисных векторов
Обобщением данных теорем является следующая теорема.

Теорема 6 (о линейных комбинациях базисных векторов) Конечная система
векторов Б является базисом пространства U тогда и только
тогда, когда выполняются следующие два условия:

1) Б — линейно независимая система;

2) всякий вектор пространства U представим в виде линей-
ной комбинации векторов системы Б.

Доказательство. Необходимость.
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Теорема о линейных комбинациях базисных векторов
Обобщением данных теорем является следующая теорема.

Теорема 6 (о линейных комбинациях базисных векторов) Конечная система
векторов Б является базисом пространства U тогда и только
тогда, когда выполняются следующие два условия:

1) Б — линейно независимая система;

2) всякий вектор пространства U представим в виде линей-
ной комбинации векторов системы Б.

Доказательство. Необходимость. Возьмем произвольный век-
тор x из U с базисом {e1, . . . , en}. Тогда {e1, . . . , en, x}— линейно за-
висимая система векторов (в силу максимальности Б).
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Теорема о линейных комбинациях базисных векторов
Обобщением данных теорем является следующая теорема.

Теорема 6 (о линейных комбинациях базисных векторов) Конечная система
векторов Б является базисом пространства U тогда и только
тогда, когда выполняются следующие два условия:

1) Б — линейно независимая система;

2) всякий вектор пространства U представим в виде линей-
ной комбинации векторов системы Б.

Доказательство. Необходимость. Поэтому для подходящих
элементов поля K имеем λ1e1 + . . . + λnen + µx = 0, и не все коэф-
фициенты равны 0.
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Теорема о линейных комбинациях базисных векторов
Обобщением данных теорем является следующая теорема.

Теорема 6 (о линейных комбинациях базисных векторов) Конечная система
векторов Б является базисом пространства U тогда и только
тогда, когда выполняются следующие два условия:

1) Б — линейно независимая система;

2) всякий вектор пространства U представим в виде линей-
ной комбинации векторов системы Б.

Доказательство. Необходимость. Поэтому для подходящих
элементов поля K имеем λ1e1 + . . . + λnen + µx = 0, и не все коэф-
фициенты равны 0. Если бы µ = 0, то Б было бы линейно зависимой
системой, следовательно, µ 6= 0. Значит, x является линейной комби-
нацией векторов из Б.
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Теорема о линейных комбинациях базисных векторов
Обобщением данных теорем является следующая теорема.

Теорема 6 (о линейных комбинациях базисных векторов) Конечная система
векторов Б является базисом пространства U тогда и только
тогда, когда выполняются следующие два условия:

1) Б — линейно независимая система;

2) всякий вектор пространства U представим в виде линей-
ной комбинации векторов системы Б.

Доказательство. Достаточность.
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Теорема о линейных комбинациях базисных векторов
Обобщением данных теорем является следующая теорема.

Теорема 6 (о линейных комбинациях базисных векторов) Конечная система
векторов Б является базисом пространства U тогда и только
тогда, когда выполняются следующие два условия:

1) Б — линейно независимая система;

2) всякий вектор пространства U представим в виде линей-
ной комбинации векторов системы Б.

Доказательство. Достаточность. Тот факт, что Б — макси-
мальная линейно независимая система — очевиден, поскольку вся-
кий другой вектор выражается через векторы из Б. Теорема доказана.
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Значимость теорем о базисе заключается в том, что они
позволяют нам определить минимальное количество векто-
ров (и их характеристики), необходимых для описания основ-
ных геометрических объектов. Нуль-вектор задает точку,
ненулевой вектор определяет направление прямой, два некол-
линеарных вектора описывают любой вектор соответству-
ющей плоскости, три некомпланарных вектора — любой век-
тор трехмерного пространства.
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Координаты вектора
Критерий 2 однозначности разложения и теорема 6 о линейных

комбинациях базисных векторов позволили достигнуть цели 2, и
предоставили условие, обеспечивающее однозначность разложения
вектора по базису.

Если Б =
{−→e 1; −→e 2; . . . ; −→e n

}
— базис, то каждому вектору −→x

мы однозначным образом ставим в соответствие набор коор-
динат (λ1; . . . ; λn) этого вектора тогда и только тогда, когда
−→x = λ1

−→e 1 + λ2
−→e 2 + . . . + λn

−→e n. Тот факт, что у вектора −→x коор-
динаты равны (λ1; . . . ; λn), обычно записывают так:−→x (λ1; . . . ; λn).
Таким образом, координаты вектора определяются форму-
лой

−→x (λ1; . . . ; λn) ⇔ −→x = λ1
−→e 1 + λ2

−→e 2 + . . . + λn
−→e n. (9)
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Координаты вектора
В дальнейшем «по умолчанию» в пространстве фиксируется

так называемый ортонормированный базис
{−→

i ,
−→
j ,
−→
k
}

, для

которого справедливы утверждения 1)
∣∣∣−→i ∣∣∣ =

∣∣∣−→j ∣∣∣ =
∣∣∣−→k ∣∣∣ = 1;

2)
−̂→
i ,
−→
j =
−̂→
i ,
−→
k =

−̂→
j ,
−→
k =

π

2
; 3)

{−→
i ,
−→
j ,
−→
k
}

— правая тройка
векторов.
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Координаты вектора
Поэтому «по умолчанию» формула (9) уточняется следующим об-

разом:
−→r (x; y; z) ⇔ −→r = x

−→
i + y

−→
j + z

−→
k . (10)

В частности, для векторов плоскости

−→r (x; y) ⇔ −→r = x
−→
i + y

−→
j .
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Координаты вектора
Поэтому «по умолчанию» формула (9) уточняется следующим об-

разом:
−→r (x; y; z) ⇔ −→r = x

−→
i + y

−→
j + z

−→
k . (10)

A(A1;A2;A3) ⇔
−→
OA = A1

−→
i + A2

−→
j + A3

−→
k . (11)

Внимание! Равенства (10) и (11) играют ключевую роль для
координатного метода в векторной алгебре и аналитической геометрии

(с которой мы познакомимся ниже).
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Координаты вектора
Достижение цели 2, стр.151, позволяет определить новый тип мо-

делей векторов. Ключевая идея, положенная в основу этой моде-
ли, состоит в том, чтобы заменить работу с вектором на работу со
строкой (или столбцом) его координат, что позволяет быстро сводить
векторные равенства к системам числовых равенств. Таким образом,
в случае успеха один из наиболее трудоемких этапов решения зада-
чи значительно упрощается. Итак, простой и взаимно однозначный
способ1 перехода от вектора к строке его координат, определяемый
равенством (10), выдвигает на первый план следующую цель.

1При фиксированном выборе базиса.
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Координаты вектора

Цель 2 Для любого отношения и операции на множестве век-
торов найти стандартный способ представления этого от-
ношения или операции с помощью формул для координат век-
торов. Коротко мы будем формулировать эту цель как тре-
бование «сформулировать... на языке координат».
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Теорема о координатах векторов λ−→a и−→a +
−→
b

Первым результатом достижения цели 2 является следующая тео-
рема.

Теорема 7 (о координатах векторов λ−→a и−→a +
−→
b ) Пусть вектор −→a имеет

координаты (a1; a2; a3), а вектор
−→
b — (b1; b2; b3). Тогда справед-

ливы следующие утверждения:

1) вектор λ−→a имеет координаты (λa1;λa2;λa3);

2) вектор −→a +
−→
b имеет координаты (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3).
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Теорема о координатах векторов λ−→a и−→a +
−→
b

Теорема 7 (о координатах векторов λ−→a и−→a +
−→
b ) Пусть вектор −→a имеет

координаты (a1; a2; a3), а вектор
−→
b — (b1; b2; b3). Тогда справед-

ливы следующие утверждения:

1) вектор λ−→a имеет координаты (λa1;λa2;λa3);

2) вектор −→a +
−→
b имеет координаты (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3).

Доказательство. 1). По условию вектор −→a имеет координаты
(a1; a2; a3). Значит, в силу равенства (10), стр.227,

−→a = a1
−→
i + a2

−→
j + a3

−→
k ⇒ λ−→a = λ

(
a1
−→
i + a2

−→
j + a3

−→
k
)

=

= (λa1)
−→
i + (λa2)

−→
j + (λa3)

−→
k .

Еще раз используя равенство (10), стр.227, получаем требуемое
утверждение: вектор λ−→a имеет координаты (λa1;λa2;λa3).
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Теорема о координатах векторов λ−→a и−→a +
−→
b

Теорема 7 (о координатах векторов λ−→a и−→a +
−→
b ) Пусть вектор −→a имеет

координаты (a1; a2; a3), а вектор
−→
b — (b1; b2; b3). Тогда справед-

ливы следующие утверждения:

1) вектор λ−→a имеет координаты (λa1;λa2;λa3);

2) вектор −→a +
−→
b имеет координаты (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3).

Доказательство. 2) Согласно равенству (10), стр.227,{ −→a = a1
−→
i + a2

−→
j + a3

−→
k ,

−→
b = b1

−→
i + b2

−→
j + b3

−→
k

⇒ −→a +
−→
b =

=
(
a1
−→
i + a2

−→
j + a3

−→
k
)

+
(
b1
−→
i + b2

−→
j + b3

−→
k
)

=

= (a1 + b1)
−→
i + (a2 + b2)

−→
j + (a3 + b3)

−→
k .
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Теорема о координатах векторов λ−→a и−→a +
−→
b

Теорема 7 (о координатах векторов λ−→a и−→a +
−→
b ) Пусть вектор −→a имеет

координаты (a1; a2; a3), а вектор
−→
b — (b1; b2; b3). Тогда справед-

ливы следующие утверждения:

1) вектор λ−→a имеет координаты (λa1;λa2;λa3);

2) вектор −→a +
−→
b имеет координаты (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3).

Доказательство. 2) Согласно равенству (10), стр.227,

−→a +
−→
b = (a1 + b1)

−→
i + (a2 + b2)

−→
j + (a3 + b3)

−→
k .

В силу равенства (10), стр.227, получаем требуемое утверждение:
вектор −→a +

−→
b имеет координаты (a1 + b1; a2 + b2; a3 + b3). Теорема

доказана.
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Теорема о координатах векторов λ−→a и−→a +
−→
b

Теорема 7 (о координатах векторов λ−→a и−→a +
−→
b ) Пусть вектор −→a имеет

координаты (a1; a2; a3), а вектор
−→
b — (b1; b2; b3). Тогда справед-

ливы следующие утверждения:

1) вектор λ−→a имеет координаты (λa1;λa2;λa3);

2) вектор −→a +
−→
b имеет координаты (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3).

Следствие 1 (о координатах линейной комбинации) Если вектор −→a имеет
координаты (a1; a2; a3) и вектор

−→
b — (b1; b2; b3), то вектор

λ−→a + µ
−→
b имеет координаты (λa1 + µb1, λa2 + µb2, λa3 + µb3).
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Координаты

Теорема 8 (о координатах вектора
−→
AB) Если координаты точек A

и B равны (Ax;Ay;Az) и соответственно (Bx;By;Bz), то
−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA, поэтому координаты вектора

−→
AB равны

(Bx − Ax;By − Ay;Bz − Az), то есть
−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA = (Bx − Ax)

−→
i + (By − Ay)

−→
j + (Bz − Az)

−→
k . (12)

Доказательство.
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Координаты

Теорема 8 (о координатах вектора
−→
AB) Если координаты точек A

и B равны (Ax;Ay;Az) и соответственно (Bx;By;Bz), то
−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA, поэтому координаты вектора

−→
AB равны

(Bx − Ax;By − Ay;Bz − Az), то есть
−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA = (Bx − Ax)

−→
i + (By − Ay)

−→
j + (Bz − Az)

−→
k . (12)

Доказательство. Это прямое следствие из соглашения о связи
вектора и направленного отрезка, из формулы (11), и теоремы 7 о
координатах векторов λ−→a и−→a +

−→
b .
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Критерий коллинеарности векторов

Теорема 9 (критерий коллинеарности векторов) Для ненуле-
вых векторов−→a и

−→
b , имеющих координаты (ax; ay; az) и соот-

ветственно (bx; by; bz), следующие утверждения равносильны:

1) векторы −→a и
−→
b коллинеарны;

2) существует такое число λ, что справедливы равенство
−→
b = λ−→a (13)

и система равенств


bx = λax,

by = λay,

bz = λaz.

(14)

Доказательство. Равносильность утверждений 1) и 2) получена в
ходе доказательства теоремы 3. Равносильность равенств (13) и (14)
следует из теоремы 7. Теорема доказана.
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5.1. Направляющие косинусы
Часто в приложениях вектор используется только для задания на-

правления, при этом длина вектора несущественна. Такова, напри-
мер, ситуация при задании оси в пространстве, то есть прямой с
указанным на ней направлением. Такая ось определяется любым
вектором, параллельным этой оси и сонаправленным2 с ней. В этом
случае иногда указывают не координаты вектора, а так называемые
направляющие косинусы, то есть тройку чисел cosα, cos β, cos γ,
где α, β, γ — углы, образуемые вектором или осью с координатны-
ми осями, соответственно, Ox,Oy,Oz.

2направленным в ту же сторону, а не в противоположную.
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5.1. Направляющие косинусы
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на ось Ox (ось абсцисс),
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5.1. Направляющие косинусы
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5.1. Направляющие косинусы
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5.1. Направляющие косинусы
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5.1. Направляющие косинусы
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5.1. Направляющие косинусы
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5.1. Направляющие косинусы
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5.1. Направляющие косинусы
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ются направляющими косинусами
вектора.
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5.1. Направляющие косинусы
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Величины cosα, cos β, cos γ называ-
ются направляющими косинусами
вектора.
Спроецируем точку A на плос-
кость xOy и спроецируем полученную
точку B на оси Ox и Oy.
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5.1. Направляющие косинусы
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Величины cosα, cos β, cos γ называ-
ются направляющими косинусами
вектора.
Спроецируем точку A на плос-
кость xOy и спроецируем полученную
точку B на оси Ox и Oy.
Рассмотрим случай, когда

−→
OA яв-

ляется ортом, т.е. имеет единичный
модуль (длина равна 1).
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5.1. Направляющие косинусы
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Величины cosα, cos β, cos γ называ-
ются направляющими косинусами
вектора.
Спроецируем точку A на плос-
кость xOy и спроецируем полученную
точку B на оси Ox и Oy.
Рассмотрим случай, когда

−→
OA яв-

ляется ортом, т.е. имеет единичный
модуль (длина равна 1).

1 = OA2 =
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5.1. Направляющие косинусы
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Величины cosα, cos β, cos γ называ-
ются направляющими косинусами
вектора.
Спроецируем точку A на плос-
кость xOy и спроецируем полученную
точку B на оси Ox и Oy.
Рассмотрим случай, когда

−→
OA яв-

ляется ортом, т.е. имеет единичный
модуль (длина равна 1).

1 = OA2 = OB2 + AB2 =
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5.1. Направляющие косинусы
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Величины cosα, cos β, cos γ называ-
ются направляющими косинусами
вектора.
Спроецируем точку A на плос-
кость xOy и спроецируем полученную
точку B на оси Ox и Oy.
Рассмотрим случай, когда

−→
OA яв-

ляется ортом, т.е. имеет единичный
модуль (длина равна 1).

1 = OA2 = OB2 + AB2 = OB2 + cos2 γ =
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5.1. Направляющие косинусы

Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
QQs

��
��
��
��

��
��

��
�1

6

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��7�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

QQ��

.

..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
...

��
�
�

PP
PP

PP
PP

P

PP

. ...........
...........

.
..........
...

.........

.....

..........
.......α
. ......... ....... .................

..........
.

β

.

................................

.............................

...........................

........................

.........................

..........................
.......................... γ

PP
PP

PP
PP

P

����
Q

Q
Q
Q

QQ

O

x

y

z

A

B

C

P

Q

Величины cosα, cos β, cos γ называ-
ются направляющими косинусами
вектора.
Спроецируем точку A на плос-
кость xOy и спроецируем полученную
точку B на оси Ox и Oy.
Рассмотрим случай, когда

−→
OA яв-

ляется ортом, т.е. имеет единичный
модуль (длина равна 1).

1 = OA2 = OB2 + AB2 = OB2 + cos2 γ = OP 2 + OQ2 + cos2 γ =
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5.1. Направляющие косинусы
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Величины cosα, cos β, cos γ называ-
ются направляющими косинусами
вектора.
Спроецируем точку A на плос-
кость xOy и спроецируем полученную
точку B на оси Ox и Oy.
Рассмотрим случай, когда

−→
OA яв-

ляется ортом, т.е. имеет единичный
модуль (длина равна 1).

1 = OA2 = OB2 + AB2 = OB2 + cos2 γ = OP 2 + OQ2 + cos2 γ =

= cos2 α + cos2 β + cos2 γ.
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5.2. Теорема о направляющих косинусах
и орте вектора

Теорема 10 В системе координат Oxyz
направляющие косинусы cosα, cos β, cos γ

вектора −→a равны координатам орта
этого вектора в ОНБ

{−→
i ,
−→
j ,
−→
k
}

.
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-

6
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Доказательство.
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5.2. Теорема о направляющих косинусах
и орте вектора

Теорема 10 В системе координат Oxyz
направляющие косинусы cosα, cos β, cos γ

вектора −→a равны координатам орта
этого вектора в ОНБ

{−→
i ,
−→
j ,
−→
k
}

.
�

�
�	

-

6

�
�
�
����
�
�
�
�
�

B
B
B
BB

HH

ax
ay

az

A
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Доказательство. Пусть−→a имеет координаты (ax; ay; az).
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5.2. Теорема о направляющих косинусах
и орте вектора

Теорема 10 В системе координат Oxyz
направляющие косинусы cosα, cos β, cos γ

вектора −→a равны координатам орта
этого вектора в ОНБ

{−→
i ,
−→
j ,
−→
k
}
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ax
ay

az

A
B
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D

Доказательство. Пусть−→a имеет координаты (ax; ay; az).
Рассматривая изображенные на рисунке прямоугольные треуголь-
ники4OAD,4OBD,4OCD, получаем что
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5.2. Теорема о направляющих косинусах
и орте вектора
Теорема 10 В системе координат Oxyz
направляющие косинусы cosα, cos β, cos γ

вектора −→a равны координатам орта
этого вектора в ОНБ

{−→
i ,
−→
j ,
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k
}
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Доказательство. Пусть−→a имеет координаты (ax; ay; az).
Рассматривая изображенные на рисунке прямоугольные треуголь-
ники4OAD,4OBD,4OCD, получаем что
ax =

∣∣−→a ∣∣ cos 6 AOD =
∣∣−→a ∣∣ cosα,

ay =
∣∣−→a ∣∣ cos 6 BOD =

∣∣−→a ∣∣ cos β,

az =
∣∣−→a ∣∣ cos 6 COD =

∣∣−→a ∣∣ cos γ

⇒
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5.2. Теорема о направляющих косинусах
и орте вектора
Теорема 10 В системе координат Oxyz
направляющие косинусы cosα, cos β, cos γ

вектора −→a равны координатам орта
этого вектора в ОНБ
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k
}
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Доказательство. Пусть−→a имеет координаты (ax; ay; az).
Рассматривая изображенные на рисунке прямоугольные треуголь-
ники4OAD,4OBD,4OCD, получаем что
ax =

∣∣−→a ∣∣ cos 6 AOD =
∣∣−→a ∣∣ cosα,

ay =
∣∣−→a ∣∣ cos 6 BOD =

∣∣−→a ∣∣ cos β,

az =
∣∣−→a ∣∣ cos 6 COD =

∣∣−→a ∣∣ cos γ

⇒


cosα = ax/

∣∣−→a ∣∣ ,
cos β = ay/

∣∣−→a ∣∣ ,
cos γ = az/

∣∣−→a ∣∣ . ⇒
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5.2. Теорема о направляющих косинусах
и орте вектора
Теорема 10 В системе координат Oxyz
направляющие косинусы cosα, cos β, cos γ

вектора −→a равны координатам орта
этого вектора в ОНБ
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i ,
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k
}
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Доказательство. Пусть−→a имеет координаты (ax; ay; az).
Рассматривая изображенные на рисунке прямоугольные треуголь-
ники4OAD,4OBD,4OCD, получаем что
ax =

∣∣−→a ∣∣ cos 6 AOD =
∣∣−→a ∣∣ cosα,

ay =
∣∣−→a ∣∣ cos 6 BOD =

∣∣−→a ∣∣ cos β,

az =
∣∣−→a ∣∣ cos 6 COD =

∣∣−→a ∣∣ cos γ

⇒


cosα = ax/

∣∣−→a ∣∣ ,
cos β = ay/

∣∣−→a ∣∣ ,
cos γ = az/

∣∣−→a ∣∣ . ⇒
−→
b = cosα

−→
i + cos β

−→
j + cos γ

−→
k =
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5.2. Теорема о направляющих косинусах
и орте вектора
Теорема 10 В системе координат Oxyz
направляющие косинусы cosα, cos β, cos γ

вектора −→a равны координатам орта
этого вектора в ОНБ

{−→
i ,
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−→
k
}
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Доказательство. Пусть−→a имеет координаты (ax; ay; az).
Рассматривая изображенные на рисунке прямоугольные треуголь-
ники4OAD,4OBD,4OCD, получаем что
ax =

∣∣−→a ∣∣ cos 6 AOD =
∣∣−→a ∣∣ cosα,

ay =
∣∣−→a ∣∣ cos 6 BOD =

∣∣−→a ∣∣ cos β,

az =
∣∣−→a ∣∣ cos 6 COD =

∣∣−→a ∣∣ cos γ

⇒


cosα = ax/

∣∣−→a ∣∣ ,
cos β = ay/

∣∣−→a ∣∣ ,
cos γ = az/

∣∣−→a ∣∣ . ⇒
−→
b = cosα

−→
i + cos β

−→
j + cos γ

−→
k =

ax∣∣−→a ∣∣−→i +
ay∣∣−→a ∣∣−→j +

az∣∣−→a ∣∣−→k =
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5.2. Теорема о направляющих косинусах
и орте вектора
Теорема 10 В системе координат Oxyz
направляющие косинусы cosα, cos β, cos γ

вектора −→a равны координатам орта
этого вектора в ОНБ
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}
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Доказательство. Пусть−→a имеет координаты (ax; ay; az).
Рассматривая изображенные на рисунке прямоугольные треуголь-
ники4OAD,4OBD,4OCD, получаем что
ax =

∣∣−→a ∣∣ cos 6 AOD =
∣∣−→a ∣∣ cosα,

ay =
∣∣−→a ∣∣ cos 6 BOD =

∣∣−→a ∣∣ cos β,

az =
∣∣−→a ∣∣ cos 6 COD =

∣∣−→a ∣∣ cos γ

⇒


cosα = ax/

∣∣−→a ∣∣ ,
cos β = ay/

∣∣−→a ∣∣ ,
cos γ = az/

∣∣−→a ∣∣ . ⇒
−→
b = cosα

−→
i + cos β

−→
j + cos γ

−→
k =

ax∣∣−→a ∣∣−→i +
ay∣∣−→a ∣∣−→j +

az∣∣−→a ∣∣−→k =
1∣∣−→a ∣∣−→a .
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5.2. Теорема о направляющих косинусах
и орте вектора

Теорема 10 В системе координат Oxyz
направляющие косинусы cosα, cos β, cos γ

вектора −→a равны координатам орта
этого вектора в ОНБ
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}
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Доказательство.
−→
b = cosα

−→
i + cos β

−→
j + cos γ

−→
k =

ax∣∣−→a ∣∣−→i +
ay∣∣−→a ∣∣−→j +

az∣∣−→a ∣∣−→k =
1∣∣−→a ∣∣−→a .∣∣∣−→b ∣∣∣ =
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5.2. Теорема о направляющих косинусах
и орте вектора

Теорема 10 В системе координат Oxyz
направляющие косинусы cosα, cos β, cos γ

вектора −→a равны координатам орта
этого вектора в ОНБ
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Доказательство.
−→
b = cosα

−→
i + cos β

−→
j + cos γ

−→
k =

ax∣∣−→a ∣∣−→i +
ay∣∣−→a ∣∣−→j +

az∣∣−→a ∣∣−→k =
1∣∣−→a ∣∣−→a .∣∣∣−→b ∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1∣∣−→a ∣∣−→a
∣∣∣∣∣ =
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5.2. Теорема о направляющих косинусах
и орте вектора

Теорема 10 В системе координат Oxyz
направляющие косинусы cosα, cos β, cos γ

вектора −→a равны координатам орта
этого вектора в ОНБ
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}
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Доказательство.
−→
b = cosα

−→
i + cos β

−→
j + cos γ

−→
k =

ax∣∣−→a ∣∣−→i +
ay∣∣−→a ∣∣−→j +

az∣∣−→a ∣∣−→k =
1∣∣−→a ∣∣−→a .∣∣∣−→b ∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1∣∣−→a ∣∣−→a
∣∣∣∣∣ =

1∣∣−→a ∣∣ ∣∣−→a ∣∣ =
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5.2. Теорема о направляющих косинусах
и орте вектора

Теорема 10 В системе координат Oxyz
направляющие косинусы cosα, cos β, cos γ

вектора −→a равны координатам орта
этого вектора в ОНБ
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}
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Доказательство.
−→
b = cosα

−→
i + cos β

−→
j + cos γ

−→
k =

ax∣∣−→a ∣∣−→i +
ay∣∣−→a ∣∣−→j +

az∣∣−→a ∣∣−→k =
1∣∣−→a ∣∣−→a .∣∣∣−→b ∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1∣∣−→a ∣∣−→a
∣∣∣∣∣ =

1∣∣−→a ∣∣ ∣∣−→a ∣∣ = 1.
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5.2. Теорема о направляющих косинусах
и орте вектора

Теорема 10 В системе координат Oxyz
направляющие косинусы cosα, cos β, cos γ

вектора −→a равны координатам орта
этого вектора в ОНБ

{−→
i ,
−→
j ,
−→
k
}

.
�

�
�	

-

6

�
�
�
����
�
�
�
�
�

B
B
B
BB

HH

ax
ay

az

A
B

C
D

Доказательство.
−→
b = cosα

−→
i + cos β

−→
j + cos γ

−→
k =

ax∣∣−→a ∣∣−→i +
ay∣∣−→a ∣∣−→j +

az∣∣−→a ∣∣−→k =
1∣∣−→a ∣∣−→a .∣∣∣−→b ∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1∣∣−→a ∣∣−→a
∣∣∣∣∣ =

1∣∣−→a ∣∣ ∣∣−→a ∣∣ = 1.

Теорема доказана.
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Переход от одной модели к другой
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Таблица 1.
Векторно-геометрическая модель

скалярное векторное смешанное
−→a = ax

−→
i + ay

−→
j + az

−→
k ,

−→
b = bx

−→
i + by

−→
j + bz

−→
k , −→c = cx

−→
i + cy

−→
j + cz

−→
k

(−→a ,
−→
b ) = −→a

−→
b

(рез-т — число)
[−→a ,
−→
b ] = −→a ×

−→
b

(рез-т — вектор)

−→a
−→
b−→c

(рез-т — число)

Оп-
ре-
де-
ле-
ние

(−→a ,
−→
b ) =

= |−→a | · |
−→
b | cos 6 −→a ,

−→
b

1). [−→a ,
−→
b ]⊥−→a ;

[−→a ,
−→
b ]⊥
−→
b ;

2)
∣∣∣[−→a ,−→b ]∣∣∣ =

= |−→a | · |
−→
b | sin 6 −→a ,

−→
b ;

3) −→a ,
−→
b , [−→a ,

−→
b ] —

правая тройка.

−→a
−→
b−→c = ([−→a ,

−→
b ],−→c )
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Таблица 2.
Векторно-символическая модель

скалярное векторное смешанное
−→a = ax

−→
i + ay

−→
j + az

−→
k ,

−→
b = bx

−→
i + by

−→
j + bz

−→
k , −→c = cx

−→
i + cy

−→
j + cz

−→
k

(−→a ,
−→
b ) = −→a

−→
b

(рез-т — число)
[−→a ,
−→
b ] = −→a ×

−→
b

(рез-т — вектор)

−→a
−→
b−→c

(рез-т — число)

Св-
ва

(−→a ,
−→
b ) = (

−→
b ,−→a ) [−→a ,

−→
b ] = −[

−→
b ,−→a ]; ([−→a ,

−→
b ],−→c ) =

= (−→a , [
−→
b ,−→c ])

линейность по всем сомножителям

(−→a ,−→a ) = |−→a |2;

(−→a ,−→a ) = 0⇔
⇔ −→a =

−→
0 ;

−→a ⊥
−→
b ⇔

⇔
(−→a ;

−→
b
)

= 0

[−→a ,−→b ] перпенди-
кулярен параллело-
грамму со сторонами
−→a ,
−→
b , площадь кото-

рого равна
∣∣∣[−→a ,−→b ]∣∣∣

∣∣∣−→a−→b−→c ∣∣∣ равен объе-
му параллелепипеда с
ребрами−→a ,

−→
b ,−→c

270



Таблица 3.
Координатная модель

скалярное векторное смешанное
−→a = ax

−→
i + ay

−→
j + az

−→
k ,

−→
b = bx

−→
i + by

−→
j + bz

−→
k , −→c = cx

−→
i + cy

−→
j + cz

−→
k

(−→a ,
−→
b ) = −→a

−→
b

(рез-т — число)
[−→a ,
−→
b ] = −→a ×

−→
b

(рез-т — вектор)

−→a
−→
b−→c

(рез-т — число)
В
ко-
орд.

(−→a ,
−→
b ) =

= axbx + ayby + azbz

[−→a ,
−→
b ] =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣∣ −→a−→b−→c =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az

bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣
Формула “бац минус цаб”:

[−→a , [−→b ,−→c ]
]

=
−→
b (−→a ,−→c )−−→c (−→a ,

−→
b )
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