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I. Понятие линейного оператора
Мы изучили основы теории линейных пространств. Применяя

стратегии перехода от изучения отдельного объекта к иссле-
дованию системы объектов и стратегию построения модели мы
выделили в линейном пространстве подпространства и построили
новую алгебру — алгебру подпространств. Исследование, представ-
ленное в этом разделе, можно рассматривать как применение к изу-
чению линейного пространства стратегии обогащения модели и
стратегии смены ролей и приоритетов. А именно, мы введем в ли-
нейном пространстве еще одну характеристику — линейный опера-
тор или (синоним) линейное отображение.
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I. Определение линейного оператора

Определение 1. Пусть U и V — линейные пространства над
полем K. Линейным оператором линейного пространства U

в линейное пространство V называется линейная функция
Â : U → V .
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8



I. Определение линейного оператора

Определение 1. Пусть U и V — линейные пространства над
полем K. Линейным оператором линейного пространства U

в линейное пространство V называется линейная функция
Â : U → V .

Особый интерес представляет частный случай, когда U = V :

Определение 2. Линейным оператором линейного простран-
ства U называется линейная функция Â : U → U .

Таким образом, линейный оператор — это произвольная функция
Â : U → V такая, что для любых векторов x, y ∈ U и любых скаля-
ров λ, µ имеет место тождество Â (λx + µy) = λÂ(x) + µÂ(y).
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I. Определение линейного оператора

Определение 1. Пусть U и V — линейные пространства над
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Â : U → V .

Особый интерес представляет частный случай, когда U = V :

Определение 2. Линейным оператором линейного простран-
ства U называется линейная функция Â : U → U .

Как разобраться с тем, что такое линейный оператор?
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Определение 1. Пусть U и V — линейные пространства над
полем K. Линейным оператором линейного пространства U

в линейное пространство V называется линейная функция
Â : U → V .

Особый интерес представляет частный случай, когда U = V :

Определение 2. Линейным оператором линейного простран-
ства U называется линейная функция Â : U → U .

Как разобраться с тем, что такое линейный оператор?
Есть два способа:
— рассмотреть достаточно большое число разнообразных приме-

ров;
— изучение определения, получение следствий.
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I.2. Примеры линейных операторов
Сначала, естественно, применим первый способ: рассмотрим при-

меры линейных операторов.

• Изоморфизм одного линейного пространства в другое.
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Сначала, естественно, применим первый способ: рассмотрим при-

меры линейных операторов.

• Изоморфизм одного линейного пространства в другое.

• Поворот плоскости на уголα вокруг начала координат. При этом
имеет место некая «симметрия»: во-первых, можно счи-
тать, что базис мы не меняли, а повернули все простран-
ство, то есть изменили положение каждого вектора x. Во-
вторых, можно, наоборот, считать, что все простран-
ство неподвижно, и мы просто меняем базис. Во втором слу-
чае «поведение» координат вектора описывается матрицей пере-
хода. Отсюда следует, что
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• Поворот плоскости на уголα вокруг начала координат. При этом
имеет место некая «симметрия»: во-первых, можно счи-
тать, что базис мы не меняли, а повернули все простран-
ство, то есть изменили положение каждого вектора x. Во-
вторых, можно, наоборот, считать, что все простран-
ство неподвижно, и мы просто меняем базис. Во втором слу-
чае «поведение» координат вектора описывается матрицей пере-
хода. Отсюда следует, что «поведение» координат образа векто-
ра x относительно действия линейного оператора Â должно опи-
сываться формулой, похожей на формулу вычисления координат
вектора в новом базисе.
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меры линейных операторов.
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• Дифференцирование в пространстве многочленов.

• Â(X) = SXT для некоторых матриц S, T в пространстве
m× n-матриц.
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I.2. Примеры линейных операторов
Сначала, естественно, применим первый способ: рассмотрим при-

меры линейных операторов.

• Изоморфизм одного линейного пространства в другое.

• Поворот плоскости на угол α вокруг начала координат.

• Проецирование на ось, проходящую через начало координат.

• Дифференцирование в пространстве многочленов.

• Â(X) = SXT для некоторых матриц S, T в пространстве
m× n-матриц.

• Â(X) = XTX — не линейный оператор!
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I.2. Примеры линейных операторов
Под проекцией вектора здесь будем понимать геометрическую

проекцию. В курсе векторной алгебры вы рассматривали алгебра-
ическую проекцию вектора −→a на

−→
b , значение которой можно вы-

числить как
∣∣−→a ∣∣ cos

(
−̂→a ,
−→
b

)
. Строгую формулировку определений

геометрической проекции вектора на ось параллельно плоскости и
геометрической проекции вектора на плоскость вы можете получить
самостоятельно, используя знание структуры определения, и со-
ответствующие «шаблоны», с использованием формул для операто-
ров P̂i, полученных при решении примеров. Мы проиллюстрирова-
ли эти понятия рисунками рис.1 и рис.2.
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Рис. 1. а)−→y — ортогональная проекция вектора−→x на ось вектора−→a ;
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II. Матрица линейного оператора
Полученные при решении примера на задание оператора, форму-

лы обладают одним существенным недостатком: они недостаточно
универсальны. Их нельзя использовать для произвольного линей-
ного пространства, по крайней мере до тех пор, пока мы не введем
каким-либо образом скалярное произведение. В соответствии с вы-
двинутой нами программой нам надо получить формулу, позволяю-
щую задавать любой линейный оператор в Rn («координатном про-
странстве»).
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II.1. Определение матрицы линейного оператора

Пусть
{

Б = {e1, e2, . . . , en} ,
Б′ = {e′1, e′2, . . . , e′m} ,

— базисы линейных пространствU

и, соответственно, V .
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II.1. Определение матрицы линейного оператора

Пусть
{

Б = {e1, e2, . . . , en} ,
Б′ = {e′1, e′2, . . . , e′m} ,

[Â(x)]БV
=

 µ1

. . .

µm

, x =
n∑
i=1

λiei.
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[Â(x)]БV
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. . .

µm
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По определению координат вектора, матрицы линейного оператора

и в силу линейности оператора Â получаем
m∑
j=1

µje
′
j = Â(x) =

= Â

(
n∑
i=1

λiei

)
=
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(
n∑
i=1

λiei

)
=

n∑
i=1
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Отметим, что Â(ei) не зависит от x.
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[Â(x)]БV
=

 µ1

. . .

µm

, x =
n∑
i=1

λiei.

По определению координат вектора, матрицы линейного оператора

и в силу линейности оператора Â получаем
m∑
j=1

µje
′
j = Â(x) =
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Б′ = {e′1, e′2, . . . , e′m} ,

[Â(x)]БV
=

 µ1

. . .

µm

, x =
n∑
i=1

λiei.

По определению координат вектора, матрицы линейного оператора

и в силу линейности оператора Â получаем
m∑
j=1

µje
′
j = Â(x) =

= Â

(
n∑
i=1

λiei

)
=

n∑
i=1

λiÂ(ei) =

n∑
i=1

λi

m∑
j=1

ajie
′
j =

m∑
j=1

(
n∑
i=1

λiaji

)
e′j.

В итоге получили выражение, зависящее только от координат λi век-
тора x и коэффициентов aji, где

Â(ei) =
m∑
j=1

ajie
′
j.
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II.1. Определение матрицы линейного оператора

Определение 3. Пусть U и V — линейные пространства над
полем K, БU = {e1, . . . , en} и БV = {e′1, . . . , e′m} — базисы линей-
ных пространств U и, соответственно, V , Â — линейный опе-
ратор линейного пространства U в линейное пространство
V . Тогда матрицей линейного оператора Â в базисах БU-БV на-
зывается матрица AБU ,БV

= (aij)m×n, коэффициенты которой
определяются равенствами

Â(ei) =

m∑
j=1

ajie
′
j. (1)
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II.1. Определение матрицы линейного оператора

Определение 3. Пусть U и V — линейные пространства над
полем K, БU = {e1, . . . , en} и БV = {e′1, . . . , e′m} — базисы линей-
ных пространств U и, соответственно, V , Â — линейный опе-
ратор линейного пространства U в линейное пространство
V . Тогда матрицей линейного оператора Â в базисах БU-БV на-
зывается матрица AБU ,БV

= (aij)m×n, коэффициенты которой
определяются равенствами

Â(ei) =

m∑
j=1

ajie
′
j. (1)

Итак, i-тым столбцом матрицы оператора в базисах БU-БV
является столбец координат в базисе БV образа i-того базис-
ного вектора базиса БU .
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II.1. Определение матрицы линейного оператора
В случае, когда U = V , то есть когда Â является линейным

оператором линейного пространства U «по умолчанию» полагают
БU = БV . При этом говорят о матрице оператора в базисе БU , и
эта матрица определяется равенством

Â(ei) =

n∑
j=1

ajiej. (2)
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II.1. Определение матрицы линейного оператора
В случае, когда U = V , то есть когда Â является линейным

оператором линейного пространства U «по умолчанию» полагают
БU = БV . При этом говорят о матрице оператора в базисе БU , и
эта матрица определяется равенством

Â(ei) =

n∑
j=1

ajiej. (2)

Таким образом, для линейного оператора линейного пространства
U i-тым столбцом матрицы оператора в базисе Б является
столбец координат в базисе Б образа i-того базисного векто-
ра базиса Б.

Рассмотреть пример?
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II.2. Теорема о координатах образа вектора

Теорема 1 (о координатах образа вектора). Пусть U и V — линейные
пространства над полем K, БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m}
— базисы этих пространств, AБU ,БV

— матрица операто-

ра Â в этих базисах линейного пространства U . Тогда для лю-
бого вектора x ∈ U справедливо равенство

[Â(x)]БV
= AБU ,БV

· [x]БU
. (3)

«Стандартное» доказательство1.

1Ниже приведено доказательство, основанное на умножении матриц «на макроуровне».
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II.2. Теорема о координатах образа вектора

Теорема 1 (о координатах образа вектора). Пусть U и V — линейные
пространства над полем K, БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m}
— базисы этих пространств, AБU ,БV

— матрица операто-

ра Â в этих базисах линейного пространства U . Тогда для лю-
бого вектора x ∈ U справедливо равенство

[Â(x)]БV
= AБU ,БV

· [x]БU
. (3)

«Стандартное» доказательство. Прямое следствие из определе-

ний. В самом деле, пусть [Â(x)]БV
=

 µ1

. . .

µm

, x =
n∑
i=1

λiei.
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II.2. Теорема о координатах образа вектора

Теорема 1 (о координатах образа вектора). Пусть U и V — линейные
пространства над полем K, БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m}
— базисы этих пространств, AБU ,БV

— матрица операто-

ра Â в этих базисах линейного пространства U . Тогда для лю-
бого вектора x ∈ U справедливо равенство

[Â(x)]БV
= AБU ,БV

· [x]БU
. (3)

«Стандартное» доказательство. Пусть [Â(x)]БV
=

 µ1

. . .

µm

,

x =
n∑
i=1

λiei. По определению координат вектора, матрицы линейного

оператора и в силу линейности оператора Â получаем
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II.2. Теорема о координатах образа вектора

Теорема 1 (о координатах образа вектора). Пусть U и V — линейные
пространства над полем K, БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m}
— базисы этих пространств, AБU ,БV

— матрица операто-

ра Â в этих базисах линейного пространства U . Тогда для лю-
бого вектора x ∈ U справедливо равенство

[Â(x)]БV
= AБU ,БV

· [x]БU
. (3)

«Стандартное» доказательство.
m∑
j=1

µje
′
j = Â(x) =

= Â

(
n∑
i=1

λiei

)
=

n∑
i=1

λiÂ(ei) =

n∑
i=1

λi

m∑
j=1

ajie
′
j =

m∑
j=1

(
n∑
i=1

λiaji

)
e′j.
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II.2. Теорема о координатах образа вектора
Теорема 1 (о координатах образа вектора). Пусть U и V — линейные
пространства над полем K, БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m}
— базисы этих пространств, AБU ,БV

— матрица операто-

ра Â в этих базисах линейного пространства U . Тогда для лю-
бого вектора x ∈ U справедливо равенство

[Â(x)]БV
= AБU ,БV

· [x]БU
. (3)

«Стандартное» доказательство.
m∑
j=1

µje
′
j = Â(x) =

= Â

(
n∑
i=1

λiei

)
=

n∑
i=1

λiÂ(ei) =

n∑
i=1

λi

m∑
j=1

ajie
′
j =

m∑
j=1

(
n∑
i=1

λiaji

)
e′j.

Дальнейшие рассуждения стандартны, см. д-во теоремы о координа-
тах вектора в разных базисах.
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II.2. Теорема о координатах образа вектора
Теорема 1 (о координатах образа вектора). Пусть U и V — линейные
пространства над полем K, БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m}
— базисы этих пространств, AБU ,БV

— матрица операто-

ра Â в этих базисах линейного пространства U . Тогда для лю-
бого вектора x ∈ U справедливо равенство

[Â(x)]БV
= AБU ,БV

· [x]БU
. (3)

«Стандартное» доказательство.
m∑
j=1

µje
′
j = Â(x) =

= Â

(
n∑
i=1

λiei

)
=

n∑
i=1

λiÂ(ei) =

n∑
i=1

λi

m∑
j=1

ajie
′
j =

m∑
j=1

(
n∑
i=1

λiaji

)
e′j.

в силу теоремы о единственности разложения по базису получаем ра-

венства µj =
n∑
i=1

λiaji.
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II.2. Теорема о координатах образа вектора
Теорема 1 (о координатах образа вектора). Пусть U и V — линейные
пространства над полем K, БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m}
— базисы этих пространств, AБU ,БV

— матрица операто-

ра Â в этих базисах линейного пространства U . Тогда для лю-
бого вектора x ∈ U справедливо равенство

[Â(x)]БV
= AБU ,БV

· [x]БU
. (3)

«Стандартное» доказательство.
m∑
j=1

µje
′
j = Â(x) =

= Â

(
n∑
i=1

λiei

)
=

n∑
i=1

λiÂ(ei) =

n∑
i=1

λi

m∑
j=1

ajie
′
j =

m∑
j=1

(
n∑
i=1

λiaji

)
e′j.

В матричной записи эта система равенств имеет вид формулы (3).
«Стандартное» доказательство закончено.
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II.2. Теорема о координатах образа вектора

Теорема 1 (о координатах образа вектора). Пусть U и V — линейные
пространства над полем K, БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m}
— базисы этих пространств, AБU ,БV

— матрица операто-

ра Â в этих базисах линейного пространства U . Тогда для лю-
бого вектора x ∈ U справедливо равенство

[Â(x)]БV
= AБU ,БV

· [x]БU
. (3)

Доказательство с помощью умножения матриц «на макро-

уровне». Тот факт, что [x]БU
=

 λ1

. . .

λn

, означает по определению,

что x = λ1e1 + . . . + λnen. Поэтому в силу линейности оператора Â
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II.2. Теорема о координатах образа вектора

Теорема 1 (о координатах образа вектора). Пусть U и V — линейные
пространства над полем K, БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m}
— базисы этих пространств, AБU ,БV

— матрица операто-

ра Â в этих базисах линейного пространства U . Тогда для лю-
бого вектора x ∈ U справедливо равенство

[Â(x)]БV
= AБU ,БV

· [x]БU
. (3)

Доказательство с помощью умножения матриц «на макро-
уровне».

Â(x) = Â (λ1e1 + . . . + λnen) = λ1Â (e1) + . . . + λnÂ (en) .

Перейдем в этом равенстве к образам векторов при стандартном изо-
морфизме, порожденном базисом БV :
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II.2. Теорема о координатах образа вектора

Теорема 1 (о координатах образа вектора). Пусть U и V — линейные
пространства над полем K, БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m}
— базисы этих пространств, AБU ,БV

— матрица операто-

ра Â в этих базисах линейного пространства U . Тогда для лю-
бого вектора x ∈ U справедливо равенство

[Â(x)]БV
= AБU ,БV

· [x]БU
. (3)

Доказательство с помощью умножения матриц «на макро-
уровне».

[
Â(x)

]
БV

=

=
[
λ1Â (e1) + . . . + λnÂ (en)

]
БV

= λ1

[
Â (e1)

]
БV

+ . . .+λn

[
Â (en)

]
БV

.

Формула (3) следует из умножения матриц на «макроуровне»:
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II.2. Теорема о координатах образа вектора
Теорема 1 (о координатах образа вектора). Пусть U и V — линейные
пространства над полем K, БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m}
— базисы этих пространств, AБU ,БV

— матрица операто-

ра Â в этих базисах линейного пространства U . Тогда для лю-
бого вектора x ∈ U справедливо равенство

[Â(x)]БV
= AБU ,БV

· [x]БU
. (3)

Доказательство с помощью умножения матриц «на макро-
уровне». [

Â(x)
]

БV

= λ1

[
Â (e1)

]
БV

+ . . . + λn

[
Â (en)

]
БV

=

=
( [

Â (e1)
]

БV

. . .
[
Â (en)

]
БV

) λ1

. . .

λn

 = AБU ,БV
[x]БU

.
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II.2. Теорема о координатах образа вектора

Теорема 1 (о координатах образа вектора). Пусть U и V — линейные
пространства над полем K, БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m}
— базисы этих пространств, AБU ,БV

— матрица операто-

ра Â в этих базисах линейного пространства U . Тогда для лю-
бого вектора x ∈ U справедливо равенство

[Â(x)]БV
= AБU ,БV

· [x]БU
. (3)

Теорема доказана.
Рассмотреть примеры?
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III. Алгебра линейных операторов
Применим стратегию перехода от изучения отдельного объекта к

системе объектов. На множестве всех линейных операторов про-
странства U в пространство V мы введем ряд естественных («само
собой разумеющихся») операций.
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III.1. Сумма линейных операторов

Определение 4. Суммой операторов Â и B̂ называется опера-
тор Â + B̂, определенный формулой:(

Â + B̂
)

(x) = Â(x) + B̂(x). (4)
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III.2. Произведение оператора на скаляр

Определение 4. Суммой операторов Â и B̂ называется опера-
тор Â + B̂, определенный формулой:(

Â + B̂
)

(x) = Â(x) + B̂(x). (4)

Определение 5. Произведением оператора Â на скаляр λ назы-
вается оператор λÂ, определенный формулой:(

λÂ
)

(x) = λ
(
Â(x)

)
. (5)
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III.3. Произведение линейных операторов
Определение 4. Суммой операторов Â и B̂ называется опера-
тор Â + B̂, определенный формулой:(

Â + B̂
)

(x) = Â(x) + B̂(x). (4)

Определение 5. Произведением оператора Â на скаляр λ назы-
вается оператор λÂ, определенный формулой:(

λÂ
)

(x) = λ
(
Â(x)

)
. (5)

В случае U = V можно ввести еще одну чрезвычайно полезную
операцию.

Определение 6. Если U = V , то произведением операторов Â и
B̂ называется оператор Â · B̂, определенный формулой:(

Â · B̂
)

(x) = Â
(
B̂(x)

)
. (6)
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III.4. Теорема об алгебре линейных операторов

Теорема 2 (об алгебре линейных операторов). Пусть Â и B̂ — линейные
операторы линейного пространства U в линейное простран-
ство V . Тогда справедливы следующие утверждения:

1. Сумма Â + B̂ линейных операторов Â и B̂ является линей-
ным оператором.

2. Произведение λÂ линейного оператора на скаляр является
линейным оператором.

3. ЕслиU = V , то произведение Â · B̂ линейных операторов яв-
ляется линейным оператором.

Доказательство.

53



III.4. Теорема об алгебре линейных операторов

Теорема 2 (об алгебре линейных операторов). Пусть Â и B̂ — линейные
операторы линейного пространства U в линейное простран-
ство V . Тогда справедливы следующие утверждения:

1. Сумма Â + B̂ линейных операторов Â и B̂ является линей-
ным оператором.

2. Произведение λÂ линейного оператора на скаляр является
линейным оператором.

3. ЕслиU = V , то произведение Â · B̂ линейных операторов яв-
ляется линейным оператором.

Доказательство. Очевидное следствие из определения операций.
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III.5. Теорема о линейном пространстве линейных
операторов

Теорема 3 (о линейном пространстве линейных операторов). Множество
всех линейных операторов пространства U в линейное про-
странство V является линейным пространством относи-
тельно операций сложения операторов и умножения опера-
тора на скаляр.

Доказательство
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III.5. Теорема о линейном пространстве линейных
операторов

Теорема 3 (о линейном пространстве линейных операторов). Множество
всех линейных операторов пространства U в линейное про-
странство V является линейным пространством относи-
тельно операций сложения операторов и умножения опера-
тора на скаляр.

Доказательство сводится к проверке аксиом линейного про-
странства, проделайте это самостоятельно.
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Теорема 4 (об изоморфности лин.пр-ва операторов и лин.пр-ва матриц). Пусть
U , V — линейные пространства над полем K, БU , БV — ба-
зисы этих пространств, W — линейное пространство ли-
нейных операторов пространства U в пространство V . То-
гда отображение f , определенное формулой f (Â) = AБU ,БV

,
является изоморфизмом линейного пространства W на ли-
нейное пространство всех матриц размерности m× n с
коэффициентами из поля K. Более того, если U = V , то

f
(
Â · B̂

)
= f

(
Â
)
· f
(
B̂
)

.

Доказательство.
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Утверждение этой теоремы, как и преды-
дущих, является следствием определений. Действительно, пусть
БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m}. Проверим, что f — изомор-
физм.
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Утверждение этой теоремы, как и преды-
дущих, является следствием определений. Действительно, пусть
БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m}. Проверим, что f — изомор-
физм.

Взаимная однозначность f следует из определения матрицы опе-
ратора (равенство (1)) и теоремы о единственности разложения по
базису.
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Утверждение этой теоремы, как и преды-
дущих, является следствием определений. Действительно, пусть
БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m}. Проверим, что f — изомор-
физм.

Тот факт, что для каждой матрицы найдется прообраз, очевиден:
пусть A = (aij)m×n — произвольная матрица. Тогда отображение Â,
определенное формулой

Â

(
n∑
i=1

λiei

)
=

n∑
i=1

λi

m∑
j=1

ajie
′
j,

является, очевидно, линейным оператором линейного пространства
U в линейное пространство V , причем f (Â) = A.
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Утверждение этой теоремы, как и преды-
дущих, является следствием определений. Действительно, пусть
БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m}. Проверим, что f — изомор-
физм.

Значит, осталось проверить линейность функции f . Надо прове-
рить равенство
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Утверждение этой теоремы, как и преды-
дущих, является следствием определений. Действительно, пусть
БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m}. Проверим, что f — изомор-
физм.

Значит, осталось проверить линейность функции f . Надо прове-
рить равенство

f (λÂ + µB̂) = λf (Â) + µf (B̂). (7)
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Утверждение этой теоремы, как и преды-
дущих, является следствием определений. Действительно, пусть
БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m}. Проверим, что f — изомор-
физм.

Значит, осталось проверить линейность функции f . Надо прове-
рить равенство

f (λÂ + µB̂) = λf (Â) + µf (B̂). (7)

Вычислим левую и правую часть этого равенства и приведем их тож-
дественными алгебраическими преобразованиями к одному и тому
же виду.
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Пусть

f (Â) = AБU ,БV
= (aij)m×n, f (B̂) = BБU ,БV

= (bij)m×n, λ, µ ∈ K.

Обозначим левую часть доказываемого равенства (7) через CБU ,БV
.

Тогда для коэффициентов cij матрицы CБU ,БV
имеем
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Пусть

f (Â) = AБU ,БV
= (aij)m×n, f (B̂) = BБU ,БV

= (bij)m×n, λ, µ ∈ K.

Обозначим левую часть доказываемого равенства (7) через CБU ,БV
.

Тогда для коэффициентов cij матрицы CБU ,БV
имеем

m∑
j=1

cjie
′
j =
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Пусть

f (Â) = AБU ,БV
= (aij)m×n, f (B̂) = BБU ,БV

= (bij)m×n, λ, µ ∈ K.

Обозначим левую часть доказываемого равенства (7) через CБU ,БV
.

Тогда для коэффициентов cij матрицы CБU ,БV
имеем

m∑
j=1

cjie
′
j =

(
λÂ + µB̂

)
(ei) =
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Пусть

f (Â) = AБU ,БV
= (aij)m×n, f (B̂) = BБU ,БV

= (bij)m×n, λ, µ ∈ K.

Обозначим левую часть доказываемого равенства (7) через CБU ,БV
.

Тогда для коэффициентов cij матрицы CБU ,БV
имеем

m∑
j=1

cjie
′
j =

(
λÂ + µB̂

)
(ei) = λÂ(ei) + µB̂(ei) =
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Пусть

f (Â) = AБU ,БV
= (aij)m×n, f (B̂) = BБU ,БV

= (bij)m×n, λ, µ ∈ K.

Обозначим левую часть доказываемого равенства (7) через CБU ,БV
.

Тогда для коэффициентов cij матрицы CБU ,БV
имеем

m∑
j=1

cjie
′
j =

(
λÂ + µB̂

)
(ei) = λÂ(ei) + µB̂(ei) =

= λ
m∑
j=1

ajie
′
j + µ

m∑
j=1

bjie
′
j =
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Пусть

f (Â) = AБU ,БV
= (aij)m×n, f (B̂) = BБU ,БV

= (bij)m×n, λ, µ ∈ K.

Обозначим левую часть доказываемого равенства (7) через CБU ,БV
.

Тогда для коэффициентов cij матрицы CБU ,БV
имеем

m∑
j=1

cjie
′
j =

(
λÂ + µB̂

)
(ei) = λÂ(ei) + µB̂(ei) =

= λ
m∑
j=1

ajie
′
j + µ

m∑
j=1

bjie
′
j =

m∑
j=1

(λaji + µbji) e
′
j.
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Пусть

f (Â) = AБU ,БV
= (aij)m×n, f (B̂) = BБU ,БV

= (bij)m×n, λ, µ ∈ K.

Обозначим левую часть доказываемого равенства (7) через CБU ,БV
.

Тогда для коэффициентов cij матрицы CБU ,БV
имеем

m∑
j=1

cjie
′
j =

(
λÂ + µB̂

)
(ei) = λÂ(ei) + µB̂(ei) =

= λ
m∑
j=1

ajie
′
j + µ

m∑
j=1

bjie
′
j =

m∑
j=1

(λaji + µbji) e
′
j.

Значит, в силу теоремы о единственности разложения по базису,
cji = λaji + µbji.
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Пусть

f (Â) = AБU ,БV
= (aij)m×n, f (B̂) = BБU ,БV

= (bij)m×n, λ, µ ∈ K.

Обозначим левую часть доказываемого равенства (7) через CБU ,БV
.

Тогда для коэффициентов cij матрицы CБU ,БV
имеем

m∑
j=1

cjie
′
j =

(
λÂ + µB̂

)
(ei) = λÂ(ei) + µB̂(ei) =

= λ
m∑
j=1

ajie
′
j + µ

m∑
j=1

bjie
′
j =

m∑
j=1

(λaji + µbji) e
′
j.

Таким образом, f (λÂ + µB̂) = СБU ,БV
= λf (Â) + µf (B̂), то есть f —

линейная функция. Значит, f — изоморфизм.
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Осталось проверить равен-

ство f
(
Â · B̂

)
= f

(
Â
)
· f
(
B̂
)

. Пусть U = V ,

Б = БU = БV = {e1, . . . , en}. Введем следующее обозначение:

f
(
Â · B̂

)
= CБ. Тогда, по определению произведения операторов

(равенство (6)), получаем
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Осталось проверить равен-

ство f
(
Â · B̂

)
= f

(
Â
)
· f
(
B̂
)

. Пусть U = V ,

Б = БU = БV = {e1, . . . , en}. Введем следующее обозначение:

f
(
Â · B̂

)
= CБ. Тогда, по определению произведения операторов

(равенство (6)), получаем(
Â · B̂

)
(ei) =
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Осталось проверить равен-

ство f
(
Â · B̂

)
= f

(
Â
)
· f
(
B̂
)

. Пусть U = V ,

Б = БU = БV = {e1, . . . , en}. Введем следующее обозначение:

f
(
Â · B̂

)
= CБ. Тогда, по определению произведения операторов

(равенство (6)), получаем(
Â · B̂

)
(ei) = Â

(
B̂(ei)

)
=
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Осталось проверить равен-

ство f
(
Â · B̂

)
= f

(
Â
)
· f
(
B̂
)

. Пусть U = V ,

Б = БU = БV = {e1, . . . , en}. Введем следующее обозначение:

f
(
Â · B̂

)
= CБ. Тогда, по определению произведения операторов

(равенство (6)), получаем(
Â · B̂

)
(ei) = Â

(
B̂(ei)

)
= Â

 n∑
j=1

bjiej

 =
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Осталось проверить равен-

ство f
(
Â · B̂

)
= f

(
Â
)
· f
(
B̂
)

. Пусть U = V ,

Б = БU = БV = {e1, . . . , en}. Введем следующее обозначение:

f
(
Â · B̂

)
= CБ. Тогда, по определению произведения операторов

(равенство (6)), получаем(
Â · B̂

)
(ei) = Â

(
B̂(ei)

)
= Â

 n∑
j=1

bjiej

 =

n∑
j=1

bjiÂ (ej) =
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Осталось проверить равен-

ство f
(
Â · B̂

)
= f

(
Â
)
· f
(
B̂
)

. Пусть U = V ,

Б = БU = БV = {e1, . . . , en}. Введем следующее обозначение:

f
(
Â · B̂

)
= CБ. Тогда, по определению произведения операторов

(равенство (6)), получаем(
Â · B̂

)
(ei) = Â

(
B̂(ei)

)
= Â

 n∑
j=1

bjiej

 =

n∑
j=1

bjiÂ (ej) =

=

n∑
j=1

bji

n∑
k=1

akjek =

77



III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Осталось проверить равен-

ство f
(
Â · B̂

)
= f

(
Â
)
· f
(
B̂
)

. Пусть U = V ,

Б = БU = БV = {e1, . . . , en}. Введем следующее обозначение:

f
(
Â · B̂

)
= CБ. Тогда, по определению произведения операторов

(равенство (6)), получаем(
Â · B̂

)
(ei) = Â

(
B̂(ei)

)
= Â

 n∑
j=1

bjiej

 =

n∑
j=1

bjiÂ (ej) =

=

n∑
j=1

bji

n∑
k=1

akjek =

n∑
k=1

 n∑
j=1

akjbji

 ek.
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III.6. Теорема об изоморфности линейного простран-
ства операторов и линейного пространства матриц

Доказательство. Осталось проверить равен-

ство f
(
Â · B̂

)
= f

(
Â
)
· f
(
B̂
)

. Пусть U = V ,

Б = БU = БV = {e1, . . . , en}. Введем следующее обозначение:

f
(
Â · B̂

)
= CБ. Тогда, по определению произведения операторов

(равенство (6)), получаем(
Â · B̂

)
(ei) =

n∑
k=1

 n∑
j=1

akjbji

 ek.

Следовательно, по теореме о единственности разложения по ба-

зису, cki =
n∑
j=1

akjbji, то есть CБ = AБBБ, что и требовалось доказать.
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III.7. Следствие о размерности линейного простран-
ства линейных операторов

Следствие 1 (о размерности лин.пр-ва линейных операторов). Размерность
линейного пространства всех линейных операторов линейно-
го пространства U в линейное пространство V равна m · n,
где n = dimU , m = dimV .

Доказательство.
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III.7. Следствие о размерности линейного простран-
ства линейных операторов

Следствие 1 (о размерности лин.пр-ва линейных операторов). Размерность
линейного пространства всех линейных операторов линейно-
го пространства U в линейное пространство V равна m · n,
где n = dimU , m = dimV .

Доказательство. Так как линейное пространство W всех линей-
ных операторов линейного пространства U в линейное пространство
V изоморфно линейному пространству Mm×n(K) всех m× n-матриц
с коэффициентами из K, то, по критерию изоморфности линейных
пространств, имеем dimW = dimMm×n(K).
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III.7. Следствие о размерности линейного простран-
ства линейных операторов

Следствие 1 (о размерности лин.пр-ва линейных операторов). Размерность
линейного пространства всех линейных операторов линейно-
го пространства U в линейное пространство V равна m · n,
где n = dimU , m = dimV .

Доказательство. dimW = dimMm×n(K).
Для любых i, j с условиями 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, обозначим че-

резEij матрицу, у которой все элементы нулевые, кроме элемента eij,

который равен 1. Таким образом, epq =

{
0, если p 6= i или q 6= j

1, если p = i и q = j
.
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III.7. Следствие о размерности линейного простран-
ства линейных операторов

Следствие 1 (о размерности лин.пр-ва линейных операторов). Размерность
линейного пространства всех линейных операторов линейно-
го пространства U в линейное пространство V равна m · n,
где n = dimU , m = dimV .

Доказательство. dimW = dimMm×n(K).
Для любых i, j с условиями 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, обозначим через

Eij матрицу, у которой все элементы нулевые, кроме элемента eij, ко-

торый равен 1. Таким образом, epq =

{
0, если p 6= i или q 6= j

1, если p = i и q = j
. То-

гда система матриц Eij, где 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, очевидно, является
базисом линейного пространства Mm×n(K).
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III.7. Следствие о размерности линейного простран-
ства линейных операторов

Следствие 1 (о размерности лин.пр-ва линейных операторов). Размерность
линейного пространства всех линейных операторов линейно-
го пространства U в линейное пространство V равна m · n,
где n = dimU , m = dimV .

Доказательство. dimW = dimMm×n(K).
Для любых i, j с условиями 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, обозначим че-

резEij матрицу, у которой все элементы нулевые, кроме элемента eij,

который равен 1. Таким образом, epq =

{
0, если p 6= i или q 6= j

1, если p = i и q = j
.

Тогда система матриц Eij, где 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, очевидно, яв-
ляется базисом линейного пространства Mm×n(K). Таким образом,
dimW = dimMm×n(K) = m× n. Следствие доказано.
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III.8. Теорема о матрице оператора в другом базисе
Как мы уже отмечали, одним из «стандартных вопросов» в рас-

сматриваемой теории является вопрос об изменении исследуемого
объекта (в данном случае, матрицы оператора) при переходе в другой
базис.
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III.8. Теорема о матрице оператора в другом базисе

Теорема 5 (о матрице оператора в другом базисе). Пусть U, V — линейные
пространства над полем K, БU ,Б′U — базисы линейного про-
странства U , БV ,Б′V — базисы линейного пространства V ,
TБU→Б’U — матрица перехода из базиса БU в базис Б’U , TБV→Б’V
— матрица перехода из базиса БV в базис Б’V , Â — линейный
оператор, отображающий линейное пространство U в линей-
ное пространство V . Тогда

AБ’U ,Б’V = T−1

БV→Б’V
· AБU ,БV

· TБU→Б’U . (8)

Доказательство.
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III.8. Теорема о матрице оператора в другом базисе

Теорема 5 (о матрице оператора в другом базисе). Пусть U, V — линейные
пространства над полем K, БU ,Б′U — базисы линейного про-
странства U , БV ,Б′V — базисы линейного пространства V ,
TБU→Б’U — матрица перехода из базиса БU в базис Б’U , TБV→Б’V
— матрица перехода из базиса БV в базис Б’V , Â — линейный
оператор, отображающий линейное пространство U в линей-
ное пространство V . Тогда

AБ’U ,Б’V = T−1

БV→Б’V
· AБU ,БV

· TБU→Б’U . (8)

Доказательство. По теореме о координатах вектора в разных
базисах и теореме о координатах образа вектора для любого век-
тора x ∈ U имеем, с одной стороны,
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III.8. Теорема о матрице оператора в другом базисе

Теорема 5 (о матрице оператора в другом базисе). Пусть U, V — линейные
пространства над полем K, БU ,Б′U — базисы линейного про-
странства U , БV ,Б′V — базисы линейного пространства V ,
TБU→Б’U — матрица перехода из базиса БU в базис Б’U , TБV→Б’V
— матрица перехода из базиса БV в базис Б’V , Â — линейный
оператор, отображающий линейное пространство U в линей-
ное пространство V . Тогда

AБ’U ,Б’V = T−1

БV→Б’V
· AБU ,БV

· TБU→Б’U . (8)

Доказательство. [Â(x)]Б′V
=
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III.8. Теорема о матрице оператора в другом базисе

Теорема 5 (о матрице оператора в другом базисе). Пусть U, V — линейные
пространства над полем K, БU ,Б′U — базисы линейного про-
странства U , БV ,Б′V — базисы линейного пространства V ,
TБU→Б’U — матрица перехода из базиса БU в базис Б’U , TБV→Б’V
— матрица перехода из базиса БV в базис Б’V , Â — линейный
оператор, отображающий линейное пространство U в линей-
ное пространство V . Тогда

AБ’U ,Б’V = T−1

БV→Б’V
· AБU ,БV

· TБU→Б’U . (8)

Доказательство. [Â(x)]Б′V
= T−1

БV→Б′V
· [Â(x)]БV

=
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III.8. Теорема о матрице оператора в другом базисе

Теорема 5 (о матрице оператора в другом базисе). Пусть U, V — линейные
пространства над полем K, БU ,Б′U — базисы линейного про-
странства U , БV ,Б′V — базисы линейного пространства V ,
TБU→Б’U — матрица перехода из базиса БU в базис Б’U , TБV→Б’V
— матрица перехода из базиса БV в базис Б’V , Â — линейный
оператор, отображающий линейное пространство U в линей-
ное пространство V . Тогда

AБ’U ,Б’V = T−1

БV→Б’V
· AБU ,БV

· TБU→Б’U . (8)

Доказательство. [Â(x)]Б′V
= T−1

БV→Б′V
· [Â(x)]БV

=

= T−1

БV→Б′V
· AБU ,БV

· [x]БU
=
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III.8. Теорема о матрице оператора в другом базисе

Теорема 5 (о матрице оператора в другом базисе). Пусть U, V — линейные
пространства над полем K, БU ,Б′U — базисы линейного про-
странства U , БV ,Б′V — базисы линейного пространства V ,
TБU→Б’U — матрица перехода из базиса БU в базис Б’U , TБV→Б’V
— матрица перехода из базиса БV в базис Б’V , Â — линейный
оператор, отображающий линейное пространство U в линей-
ное пространство V . Тогда

AБ’U ,Б’V = T−1

БV→Б’V
· AБU ,БV

· TБU→Б’U . (8)

Доказательство. [Â(x)]Б′V
= T−1

БV→Б′V
· [Â(x)]БV

=

= T−1

БV→Б′V
· AБU ,БV

· [x]БU
= T−1

БV→Б′V
· AБU ,БV

· TБU→Б′U
· [x]Б′U

.
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III.8. Теорема о матрице оператора в другом базисе

Теорема 5 (о матрице оператора в другом базисе). Пусть U, V — линейные
пространства над полем K, БU ,Б′U — базисы линейного про-
странства U , БV ,Б′V — базисы линейного пространства V ,
TБU→Б’U — матрица перехода из базиса БU в базис Б’U , TБV→Б’V
— матрица перехода из базиса БV в базис Б’V , Â — линейный
оператор, отображающий линейное пространство U в линей-
ное пространство V . Тогда

AБ’U ,Б’V = T−1

БV→Б’V
· AБU ,БV

· TБU→Б’U . (8)

Доказательство. Итак,

[Â(x)]Б′V
= T−1

БV→Б′V
· AБU ,БV

· TБU→Б′U
· [x]Б′U

.
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III.8. Теорема о матрице оператора в другом базисе

Теорема 5 (о матрице оператора в другом базисе). Пусть U, V — линейные
пространства над полем K, БU ,Б′U — базисы линейного про-
странства U , БV ,Б′V — базисы линейного пространства V ,
TБU→Б’U — матрица перехода из базиса БU в базис Б’U , TБV→Б’V
— матрица перехода из базиса БV в базис Б’V , Â — линейный
оператор, отображающий линейное пространство U в линей-
ное пространство V . Тогда

AБ’U ,Б’V = T−1

БV→Б’V
· AБU ,БV

· TБU→Б’U . (8)

Доказательство. Итак,

[Â(x)]Б′V
= T−1

БV→Б′V
· AБU ,БV

· TБU→Б′U
· [x]Б′U

.

С другой стороны,
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III.8. Теорема о матрице оператора в другом базисе

Теорема 5 (о матрице оператора в другом базисе). Пусть U, V — линейные
пространства над полем K, БU ,Б′U — базисы линейного про-
странства U , БV ,Б′V — базисы линейного пространства V ,
TБU→Б’U — матрица перехода из базиса БU в базис Б’U , TБV→Б’V
— матрица перехода из базиса БV в базис Б’V , Â — линейный
оператор, отображающий линейное пространство U в линей-
ное пространство V . Тогда

AБ’U ,Б’V = T−1

БV→Б’V
· AБU ,БV

· TБU→Б’U . (8)

Доказательство. Итак,

[Â(x)]Б′V
= T−1

БV→Б′V
· AБU ,БV

· TБU→Б′U
· [x]Б′U

.

С другой стороны, [Â(x)]Б′V
= AБ′U ,Б

′
V
· [x]Б′U

.
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III.8. Теорема о матрице оператора в другом базисе

Теорема 5 (о матрице оператора в другом базисе). Пусть U, V — линейные
пространства над полем K, БU ,Б′U — базисы линейного про-
странства U , БV ,Б′V — базисы линейного пространства V ,
TБU→Б’U — матрица перехода из базиса БU в базис Б’U , TБV→Б’V
— матрица перехода из базиса БV в базис Б’V , Â — линейный
оператор, отображающий линейное пространство U в линей-
ное пространство V . Тогда

AБ’U ,Б’V = T−1

БV→Б’V
· AБU ,БV

· TБU→Б’U . (8)

Доказательство. Следовательно, получили равенство

T−1

БV→Б′V
· AБU ,БV

· TБU→Б′U
· [x]Б′U

= AБ′U ,Б
′
V
· [x]Б′U

. (9)
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III.8. Теорема о матрице оператора в другом базисе

Теорема 5 (о матрице оператора в другом базисе). Пусть U, V — линейные
пространства над полем K, БU ,Б′U — базисы линейного про-
странства U , БV ,Б′V — базисы линейного пространства V ,
TБU→Б’U — матрица перехода из базиса БU в базис Б’U , TБV→Б’V
— матрица перехода из базиса БV в базис Б’V , Â — линейный
оператор, отображающий линейное пространство U в линей-
ное пространство V . Тогда

AБ’U ,Б’V = T−1

БV→Б’V
· AБU ,БV

· TБU→Б’U . (8)

Доказательство. Следовательно, получили равенство

T−1

БV→Б′V
· AБU ,БV

· TБU→Б′U
· [x]Б′U

= AБ′U ,Б
′
V
· [x]Б′U

. (9)

К сожалению, «сокращать» на x в этом равенстве, вообще говоря,
нельзя. Терзают сомнения?
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III.8. Теорема о матрице оператора в другом базисе

Теорема 5 (о матрице оператора в другом базисе). Пусть U, V — линейные
пространства над полем K, БU ,Б′U — базисы линейного про-
странства U , БV ,Б′V — базисы линейного пространства V ,
TБU→Б’U — матрица перехода из базиса БU в базис Б’U , TБV→Б’V
— матрица перехода из базиса БV в базис Б’V , Â — линейный
оператор, отображающий линейное пространство U в линей-
ное пространство V . Тогда

AБ’U ,Б’V = T−1

БV→Б’V
· AБU ,БV

· TБU→Б’U . (8)

Доказательство. Следовательно, получили равенство

T−1

БV→Б′V
· AБU ,БV

· TБU→Б′U
· [x]Б′U

= AБ′U ,Б
′
V
· [x]Б′U

. (9)

Положение спасает лемма о сокращении на произвольную мат-
рицу, из которой следует доказываемое равенство (8).
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IV. Ядро линейного оператора
Сочетание стратегии обогащения модели и стратегии приори-

тетного изучения экстремальных ситуаций приводит к важному
понятию линейной алгебры — понятию ядра линейного операто-
ра.
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IV.1. Определение ядра линейного оператора

Определение 7. Ядром линейного оператора Â линейного про-
странства U в линейное пространство V называется мно-
жество всех таких векторов x из U , образ которых под дей-
ствием оператора Â — нулевой вектор линейного простран-
ства V .
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IV.1. Определение ядра линейного оператора

Определение 7. Ядром линейного оператора Â линейного про-
странства U в линейное пространство V называется мно-
жество всех таких векторов x из U , образ которых под дей-
ствием оператора Â — нулевой вектор линейного простран-
ства V .

Ядро оператора мы будем обозначать через Ker Â. Можно запи-
сать определение ядра с помощью равенства:

Ker Â =
{
x Â(x) = 0V

}
. (10)
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IV.2. Теорема о ядре линейного оператора

Теорема 6 (о ядре линейного оператора). Ядро линейного оператора
Â : U 7→ V является подпространством линейного простран-
ства U .

Доказательство.
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IV.2. Теорема о ядре линейного оператора

Теорема 6 (о ядре линейного оператора). Ядро линейного оператора
Â : U 7→ V является подпространством линейного простран-
ства U .

Доказательство. По критерию подпространства достаточно
проверить, что для любых двух векторов x, y ∈ Ker Â и любых двух
скаляров λ, µ ∈ K имеет место включение λx + µy ∈ Ker Â.
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IV.2. Теорема о ядре линейного оператора

Теорема 6 (о ядре линейного оператора). Ядро линейного оператора
Â : U 7→ V является подпространством линейного простран-
ства U .

Доказательство. По критерию подпространства достаточно
проверить, что {

x ∈ Ker Â,

y ∈ Ker Â

???⇒ λx + µy ∈ Ker Â.
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IV.2. Теорема о ядре линейного оператора

Теорема 6 (о ядре линейного оператора). Ядро линейного оператора
Â : U 7→ V является подпространством линейного простран-
ства U .

Доказательство. По критерию подпространства достаточно
проверить, что {

x ∈ Ker Â,

y ∈ Ker Â

???⇒ λx + µy ∈ Ker Â.

{
Â(x) = 0,

Â(y) = 0

???⇒ Â (λx + µy) = 0.
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IV.2. Теорема о ядре линейного оператора

Теорема 6 (о ядре линейного оператора). Ядро линейного оператора
Â : U 7→ V является подпространством линейного простран-
ства U .

Доказательство. По критерию подпространства достаточно
проверить, что {

x ∈ Ker Â,

y ∈ Ker Â

???⇒ λx + µy ∈ Ker Â.

{
Â(x) = 0,

Â(y) = 0
⇒ Â (λx + µy) = λÂ (x) + µÂ (y) =
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IV.2. Теорема о ядре линейного оператора

Теорема 6 (о ядре линейного оператора). Ядро линейного оператора
Â : U 7→ V является подпространством линейного простран-
ства U .

Доказательство. По критерию подпространства достаточно
проверить, что {

x ∈ Ker Â,

y ∈ Ker Â

???⇒ λx + µy ∈ Ker Â.

{
Â(x) = 0,

Â(y) = 0
⇒ Â (λx + µy) = λ Â (x)︸ ︷︷ ︸

0

+µ Â (y)︸ ︷︷ ︸
0

=
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IV.2. Теорема о ядре линейного оператора

Теорема 6 (о ядре линейного оператора). Ядро линейного оператора
Â : U 7→ V является подпространством линейного простран-
ства U .

Доказательство. По критерию подпространства достаточно
проверить, что {

x ∈ Ker Â,

y ∈ Ker Â

???⇒ λx + µy ∈ Ker Â.

{
Â(x) = 0,

Â(y) = 0
⇒ Â (λx + µy) = λ Â (x)︸ ︷︷ ︸

0

+µ Â (y)︸ ︷︷ ︸
0

= 0.
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IV.2. Теорема о ядре линейного оператора

Теорема 6 (о ядре линейного оператора). Ядро линейного оператора
Â : U 7→ V является подпространством линейного простран-
ства U .

Доказательство. Итак, оформим доказательство:{
x ∈ Ker Â,

y ∈ Ker Â
⇒
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IV.2. Теорема о ядре линейного оператора

Теорема 6 (о ядре линейного оператора). Ядро линейного оператора
Â : U 7→ V является подпространством линейного простран-
ства U .

Доказательство. Итак, оформим доказательство:{
x ∈ Ker Â,

y ∈ Ker Â
⇒
{
Â(x) = 0,

Â(y) = 0
⇒
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IV.2. Теорема о ядре линейного оператора

Теорема 6 (о ядре линейного оператора). Ядро линейного оператора
Â : U 7→ V является подпространством линейного простран-
ства U .

Доказательство. Итак, оформим доказательство:{
x ∈ Ker Â,

y ∈ Ker Â
⇒
{
Â(x) = 0,

Â(y) = 0
⇒

⇒ Â (λx + µy) =

110



IV.2. Теорема о ядре линейного оператора

Теорема 6 (о ядре линейного оператора). Ядро линейного оператора
Â : U 7→ V является подпространством линейного простран-
ства U .

Доказательство. Итак, оформим доказательство:{
x ∈ Ker Â,

y ∈ Ker Â
⇒
{
Â(x) = 0,

Â(y) = 0
⇒

⇒ Â (λx + µy) = λÂ (x) + µÂ (y) =
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IV.2. Теорема о ядре линейного оператора

Теорема 6 (о ядре линейного оператора). Ядро линейного оператора
Â : U 7→ V является подпространством линейного простран-
ства U .

Доказательство. Итак, оформим доказательство:{
x ∈ Ker Â,

y ∈ Ker Â
⇒
{
Â(x) = 0,

Â(y) = 0
⇒

⇒ Â (λx + µy) = λ Â (x)︸ ︷︷ ︸
0

+µ Â (y)︸ ︷︷ ︸
0

=
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IV.2. Теорема о ядре линейного оператора

Теорема 6 (о ядре линейного оператора). Ядро линейного оператора
Â : U 7→ V является подпространством линейного простран-
ства U .

Доказательство. Итак, оформим доказательство:{
x ∈ Ker Â,

y ∈ Ker Â
⇒
{
Â(x) = 0,

Â(y) = 0
⇒

⇒ Â (λx + µy) = λ Â (x)︸ ︷︷ ︸
0

+µ Â (y)︸ ︷︷ ︸
0

= 0 ⇒
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IV.2. Теорема о ядре линейного оператора

Теорема 6 (о ядре линейного оператора). Ядро линейного оператора
Â : U 7→ V является подпространством линейного простран-
ства U .

Доказательство. Итак, оформим доказательство:{
x ∈ Ker Â,

y ∈ Ker Â
⇒
{
Â(x) = 0,

Â(y) = 0
⇒

⇒ Â (λx + µy) = λ Â (x)︸ ︷︷ ︸
0

+µ Â (y)︸ ︷︷ ︸
0

= 0 ⇒ λx + µy ∈ Ker Â.

Теорема доказана.
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IV.3. Ранг и дефект линейного оператора

Определение 8. Размерность ядра оператора Â называется
дефектом линейного оператора. Размерность подпростран-
ства Â(U) =

{
Â(x) x ∈ U

}
, т.е. образа пространства U отно-

сительно действия Â, называется рангом линейного операто-
ра Â.
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IV.3. Ранг и дефект линейного оператора

Определение 8. Размерность ядра оператора Â называется
дефектом линейного оператора. Размерность подпростран-
ства Â(U) =

{
Â(x) x ∈ U

}
, т.е. образа пространства U отно-

сительно действия Â, называется рангом линейного операто-
ра Â.

Ранг линейного оператора Â мы будем обозначать через Rg Â, а
дефект — через d(Â).
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IV.4. Теорема о ранге линейного оператора

Теорема 7 (о ранге линейного оператора). Если AБ — матрица опе-
ратора Â в базисе Б линейного пространства U , то
RgAБ = Rg Â.

Доказательство.
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IV.4. Теорема о ранге линейного оператора

Теорема 7 (о ранге линейного оператора). Если AБ — матрица опе-
ратора Â в базисе Б линейного пространства U , то
RgAБ = Rg Â.

Доказательство. Пусть БU = {e1, . . . , en}. Если

Б0 =
{
Â (ei1) , . . . , Â (eir)

}
— максимальная линейно независи-

мая подсистема системы векторов Б =
{
Â (e1) , . . . , Â (en)

}
, то,

очевидно, Б0 является базисом линейного пространства Â(U)

(легко следует из теоремы о линейных комбинациях базисных
векторов).
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IV.4. Теорема о ранге линейного оператора

Теорема 7 (о ранге линейного оператора). Если AБ — матрица опе-
ратора Â в базисе Б линейного пространства U , то
RgAБ = Rg Â.

Доказательство. Пусть БU = {e1, . . . , en}. Если

Б0 =
{
Â (ei1) , . . . , Â (eir)

}
— максимальная линейно независи-

мая подсистема системы векторов Б =
{
Â (e1) , . . . , Â (en)

}
, то,

очевидно, Б0 является базисом линейного пространства Â(U)

(легко следует из теоремы о линейных комбинациях базисных
векторов). Поэтому r = Rg Â.
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IV.4. Теорема о ранге линейного оператора

Теорема 7 (о ранге линейного оператора). Если AБ — матрица опе-
ратора Â в базисе Б линейного пространства U , то
RgAБ = Rg Â.

Доказательство. БU = {e1, . . . , en}, Б0 =
{
Â (ei1) , . . . , Â (eir)

}
— максимальная линейно независимая подсистема системы векто-
ров Б =

{
Â (e1) , . . . , Â (en)

}
, Б0 — базис линейного пространства

Â(U), r = Rg Â. С помощью теоремы о линейных комбинациях
базисных векторов легко получить, что система столбцов коорди-
нат векторов из Б0 является базисом линейной оболочки системы
столбцов матрицы AБ.
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IV.4. Теорема о ранге линейного оператора
Теорема 7 (о ранге линейного оператора). Если AБ — матрица опе-
ратора Â в базисе Б линейного пространства U , то
RgAБ = Rg Â.

Доказательство. БU = {e1, . . . , en}, Б0 =
{
Â (ei1) , . . . , Â (eir)

}
— максимальная линейно независимая подсистема системы векто-
ров Б =

{
Â (e1) , . . . , Â (en)

}
, Б0 — базис линейного пространства

Â(U), r = Rg Â. С помощью теоремы о линейных комбинациях
базисных векторов легко получить, что система столбцов коорди-
нат векторов из Б0 является базисом линейной оболочки системы
столбцов матрицы AБ.

Следовательно, r равно столбцовому рангу матрицы AБ. По тео-
реме о совпадении трех рангов столбцовый ранг матрицы AБ ра-
вен ее рангу. Поэтому RgAБ = r = Rg Â, что и требовалось доказать.
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IV.5. Теорема о сумме ранга и дефекта линейного
оператора

Теорема 8 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора). Для любого ли-
нейного оператора Â линейного пространства U в линейное
пространство V имеет место равенство Rg Â + d(Â) = dimU .

Доказательство.
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IV.5. Теорема о сумме ранга и дефекта линейного
оператора

Теорема 8 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора). Для любого ли-
нейного оператора Â линейного пространства U в линейное
пространство V имеет место равенство Rg Â + d(Â) = dimU .

Доказательство. Пусть Б0 = {e1, . . . , ed} — базис яд-
ра оператора Â. Дополним его до базиса всего простран-
ства U : Б = {e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en}. Нетрудно доказать, что{
Â(ed+1), . . . , Â(en)

}
является базисом пространства Â(U).
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IV.5. Теорема о сумме ранга и дефекта линейного
оператора

Теорема 8 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора). Для любого ли-
нейного оператора Â линейного пространства U в линейное
пространство V имеет место равенство Rg Â + d(Â) = dimU .

Доказательство. Пусть Б0 = {e1, . . . , ed} — базис яд-
ра оператора Â. Дополним его до базиса всего простран-
ства U : Б = {e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en}. Нетрудно доказать, что{
Â(ed+1), . . . , Â(en)

}
является базисом пространства Â(U). В

самом деле, по теореме о линейных комбинациях базисных
векторов, для этого достаточно доказать линейную независимость
этой системы векторов и ее полноту.
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IV.5. Теорема о сумме ранга и дефекта линейного
оператора

Теорема 8 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора). Для любого ли-
нейного оператора Â линейного пространства U в линейное
пространство V имеет место равенство Rg Â + d(Â) = dimU .

Доказательство. Б = {e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en}— базис всего про-

странства U . Докажем, что
{
Â(ed+1), . . . , Â(en)

}
— базисом про-

странства Â(U).
Докажем линейную независимость. Пусть

λd+1Â(ed+1) + λd+2Â(ed+2) + . . . + λnÂ(en) = 0V . (11)
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IV.5. Теорема о сумме ранга и дефекта линейного
оператора

Теорема 8 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора). Для любого ли-
нейного оператора Â линейного пространства U в линейное
пространство V имеет место равенство Rg Â + d(Â) = dimU .

Доказательство. Б = {e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en}— базис всего про-

странства U . Докажем, что
{
Â(ed+1), . . . , Â(en)

}
— базисом про-

странства Â(U).
Докажем линейную независимость. Пусть

λd+1Â(ed+1) + λd+2Â(ed+2) + . . . + λnÂ(en) = 0V . (11)

Тогда
Â (λd+1ed+1 + λd+2ed+2 + . . . + λnen) = 0V ,

то есть λd+1ed+1 + λd+2ed+2 + . . . + λnen ∈ Ker(Â).
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IV.5. Теорема о сумме ранга и дефекта линейного
оператора

Теорема 8 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора). Для любого ли-
нейного оператора Â линейного пространства U в линейное
пространство V имеет место равенство Rg Â + d(Â) = dimU .

Доказательство. Б = {e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en}— базис всего про-

странства U . Докажем, что
{
Â(ed+1), . . . , Â(en)

}
— базисом про-

странства Â(U).
Докажем линейную независимость. Пусть

λd+1Â(ed+1) + λd+2Â(ed+2) + . . . + λnÂ(en) = 0V . (11)

Тогда λd+1ed+1 + λd+2ed+2 + . . . + λnen ∈ Ker(Â).
Так как Б0 — базис ядра, то найдутся такие коэффициенты

λ1, . . . , λd, что λd+1ed+1 + λd+2ed+2 + . . . + λnen = λ1e1 + . . . + λded.
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IV.5. Теорема о сумме ранга и дефекта линейного
оператора
Теорема 8 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора). Для любого ли-
нейного оператора Â линейного пространства U в линейное
пространство V имеет место равенство Rg Â + d(Â) = dimU .

Доказательство. Б = {e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en}— базис всего про-

странства U . Докажем, что
{
Â(ed+1), . . . , Â(en)

}
— базисом про-

странства Â(U).
Докажем линейную независимость. Пусть

λd+1Â(ed+1) + λd+2Â(ed+2) + . . . + λnÂ(en) = 0V . (11)

Тогда λd+1ed+1 + λd+2ed+2 + . . . + λnen = λ1e1 + . . . + λded.
Таким образом, получили

−λ1e1 − . . .− λded + λd+1ed+1 + λd+2ed+2 + . . . + λnen = 0U .
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IV.5. Теорема о сумме ранга и дефекта линейного
оператора
Теорема 8 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора). Для любого ли-
нейного оператора Â линейного пространства U в линейное
пространство V имеет место равенство Rg Â + d(Â) = dimU .

Доказательство. Б = {e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en}— базис всего про-

странства U . Докажем, что
{
Â(ed+1), . . . , Â(en)

}
— базисом про-

странства Â(U).
Таким образом, получили

−λ1e1 − . . .− λded + λd+1ed+1 + λd+2ed+2 + . . . + λnen = 0U .

Но Б — базис, поэтому все коэффициенты λi — нулевые. Это озна-
чает, что равенство (11) выполняется только при нулевых коэффици-

ентах λi, то есть
{
Â(ed+1), . . . , Â(en)

}
является линейно независимой

системой.
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IV.5. Теорема о сумме ранга и дефекта линейного
оператора

Теорема 8 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора). Для любого ли-
нейного оператора Â линейного пространства U в линейное
пространство V имеет место равенство Rg Â + d(Â) = dimU .

Доказательство. Б = {e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en}— базис всего про-

странства U . Докажем, что
{
Â(ed+1), . . . , Â(en)

}
— базисом про-

странства Â(U).
Докажем полноту этой системы, то есть докажем, что всякий век-

тор из Â(U) является линейной комбинацией векторов этой системы.
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IV.5. Теорема о сумме ранга и дефекта линейного
оператора

Теорема 8 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора). Для любого ли-
нейного оператора Â линейного пространства U в линейное
пространство V имеет место равенство Rg Â + d(Â) = dimU .

Доказательство. Б = {e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en}— базис всего про-

странства U . Докажем, что
{
Â(ed+1), . . . , Â(en)

}
— базисом про-

странства Â(U).
Докажем полноту этой системы, то есть докажем, что всякий век-

тор из Â(U) является линейной комбинацией векторов этой систе-
мы. Возьмем произвольный вектор x из Â(U). Тогда, по определению
множества Â(U), найдется такой вектор y ∈ U , что
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IV.5. Теорема о сумме ранга и дефекта линейного
оператора

Теорема 8 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора). Для любого ли-
нейного оператора Â линейного пространства U в линейное
пространство V имеет место равенство Rg Â + d(Â) = dimU .

Доказательство. Б = {e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en}— базис всего про-

странства U . Докажем, что
{
Â(ed+1), . . . , Â(en)

}
— базисом про-

странства Â(U).
Докажем полноту этой системы, то есть докажем, что всякий век-

тор из Â(U) является линейной комбинацией векторов этой систе-
мы. Возьмем произвольный вектор x из Â(U). Тогда, по определению
множества Â(U), найдется такой вектор y ∈ U , что x = Â(y).
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IV.5. Теорема о сумме ранга и дефекта линейного
оператора

Теорема 8 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора). Для любого ли-
нейного оператора Â линейного пространства U в линейное
пространство V имеет место равенство Rg Â + d(Â) = dimU .

Доказательство. Б = {e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en}— базис всего про-

странства U . Докажем, что
{
Â(ed+1), . . . , Â(en)

}
— базисом про-

странства Â(U).
Докажем полноту этой системы. x ∈ Â(U), x = Â(y).
Так как Б — базис, то по теореме о линейных комбинациях ба-

зисных векторов найдутся такие коэффициенты µ1, . . . , µn, что

y = µ1e1 + µ2e2 + . . . + µnen

(координаты вектора y в базисе Б).
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IV.5. Теорема о сумме ранга и дефекта линейного
оператора

Теорема 8 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора). Для любого ли-
нейного оператора Â линейного пространства U в линейное
пространство V имеет место равенство Rg Â + d(Â) = dimU .

Доказательство. Б = {e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en}— базис всего про-

странства U . Докажем, что
{
Â(ed+1), . . . , Â(en)

}
— базисом про-

странства Â(U).
Докажем полноту этой системы. x ∈ Â(U), x = Â(y),

y = µ1e1 + µ2e2 + . . . + µnen .
Но {e1, . . . , ed}— векторы из ядра оператора Â, поэтому

x = Â(y) =
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IV.5. Теорема о сумме ранга и дефекта линейного
оператора

Теорема 8 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора). Для любого ли-
нейного оператора Â линейного пространства U в линейное
пространство V имеет место равенство Rg Â + d(Â) = dimU .

Доказательство. Б = {e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en}— базис всего про-

странства U . Докажем, что
{
Â(ed+1), . . . , Â(en)

}
— базисом про-

странства Â(U).
Докажем полноту этой системы. x ∈ Â(U), x = Â(y),

y = µ1e1 + µ2e2 + . . . + µnen .
Но {e1, . . . , ed}— векторы из ядра оператора Â, поэтому

x = Â(y) = Â (µ1e1 + µ2e2 + . . . + µnen) =
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IV.5. Теорема о сумме ранга и дефекта линейного
оператора
Теорема 8 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора). Для любого ли-
нейного оператора Â линейного пространства U в линейное
пространство V имеет место равенство Rg Â + d(Â) = dimU .

Доказательство. Б = {e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en}— базис всего про-

странства U . Докажем, что
{
Â(ed+1), . . . , Â(en)

}
— базисом про-

странства Â(U).
Докажем полноту этой системы. x ∈ Â(U), x = Â(y),

y = µ1e1 + µ2e2 + . . . + µnen .
Но {e1, . . . , ed}— векторы из ядра оператора Â, поэтому

x = Â(y) = Â (µ1e1 + µ2e2 + . . . + µnen) =

= µ10V + . . . + µd0V + µd+1Â(ed+1) + . . . + µnÂ(en),

то есть
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IV.5. Теорема о сумме ранга и дефекта линейного
оператора
Теорема 8 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора). Для любого ли-
нейного оператора Â линейного пространства U в линейное
пространство V имеет место равенство Rg Â + d(Â) = dimU .

Доказательство. Б = {e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en}— базис всего про-

странства U . Докажем, что
{
Â(ed+1), . . . , Â(en)

}
— базисом про-

странства Â(U).
Докажем полноту этой системы. x ∈ Â(U), x = Â(y),

y = µ1e1 + µ2e2 + . . . + µnen .
Но {e1, . . . , ed}— векторы из ядра оператора Â, то есть

x = µd+1Â(ed+1) + . . . + µnÂ(en).

Таким образом,
{
Â(ed+1), . . . , Â(en)

}
действительно является бази-

сом пространства Â(U).
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IV.5. Теорема о сумме ранга и дефекта линейного
оператора

Теорема 8 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора). Для любого ли-
нейного оператора Â линейного пространства U в линейное
пространство V имеет место равенство Rg Â + d(Â) = dimU .

Доказательство. Б = {e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en}— базис всего про-
странства U .

Доказали, что
{
Â(ed+1), . . . , Â(en)

}
— базис пространства Â(U).

Следовательно, по определению ранга оператора Rg Â = n− d, что
и требовалось доказать.
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IV.6. Замечание к теореме о сумме ранга и дефекта
линейного оператора

Замечание 1 (к теореме о сумме ранга и дефекта линейн. оператора). Даже при
U = V из этой теоремы не следует, что U является суммой
подпространств Ker Â и Â(U).
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IV.6. Замечание к теореме о сумме ранга и дефекта
линейного оператора

Замечание 1 (к теореме о сумме ранга и дефекта линейн. оператора). Даже при
U = V из этой теоремы не следует, что U является суммой
подпространств Ker Â и Â(U).

В самом деле, рассмотрим в качестве Â произведение оператора P̂
поворота плоскости на угол π

2 против часовой стрелки на оператор

Q̂ проецирования плоскости на осьOx. Ядро оператора Â совпадает
с осью Oy (то есть состоит из всех векторов с началом в точке O и

концом на оси Oy). Образ пространства, то есть Â(U) = P̂
(
Q̂(U)

)
тоже совпадает с осью Oy, то есть с Ker Â.
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V. Вырожденные и обратимые операторы

Определение 9. Линейный оператор Â называется вырожден-
ным тогда и только тогда, когда его ядро — ненулевое,
то есть отлично от {0}. В противном случае, то есть при
Ker Â = {0}, линейный оператор Â называется невырожден-
ным.
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V. Вырожденные и обратимые операторы

Определение 9. Линейный оператор Â называется вырожден-
ным тогда и только тогда, когда его ядро — ненулевое,
то есть отлично от {0}. В противном случае, то есть при
Ker Â = {0}, линейный оператор Â называется невырожден-
ным.

Определение 10. Линейный оператор Â−1 называется обрат-
ным к оператору Âтогда и только тогда, когда имеют место
равенства ÂÂ−1 = Ê и Â−1Â = Ê.

Следует отметить, что термин «обратный» обусловлен тем, что об-
ратный линейный оператор Â−1 является обратной к Â функцией.
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V.1. Критерий невырожденности оператора

Теорема 9 (критерий невырожденности оператора). Линейный оператор Â
невырожденный тогда и только тогда, когда он обратим.

Это следствие из теоремы об изоморфности пространства мат-
риц и пространства линейных операторов, и критерия обрати-
мости матрицы.
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V.2. Критерий вырожденности оператора

Теорема 10 (критерии вырожденности оператора). Пусть L̂ — линейный
оператор линейного пространства U , Б — базис линейного
пространства U . Следующие утверждения эквивалентны:
1) L̂ — вырожденный оператор; 2) Ker L̂ 6= {0};
3) d(L̂) 6= 0; 4) Rg L̂ < dimU ;
5) Rg

(
LБ
)
< dimU ; 6) det

(
LБ
)

= 0;
7) существует линейно независимая система век-
торов {u1, u2, . . . , uk} такая, что система векторов{
L̂(u1), L̂(u2), . . . , L̂(uk)

}
линейно зависима.

8) L̂(U) < U , то есть L̂(U) 6= U .
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V.2. Критерий вырожденности оператора
Доказательство. Пусть Б = {e1, e2, . . . , en}. Очевидно, что

1)⇔ 2)⇔ 3). Эквивалентность 3)⇔ 4) следует из теоремы о сумме
ранга и дефекта линейного оператора. Докажем 4)⇔ 5).
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V.2. Критерий вырожденности оператора
Доказательство. Докажем 4)⇔ 5). Столбцами матрицы AБ яв-

ляются столбцы координат векторов L̂(ek) в базисе Б. По теореме о
стандартном изомофизме в Rn отображение f (x) = [x]Б является
изоморфизмом линейного пространства U в Rn.
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V.2. Критерий вырожденности оператора
Доказательство. Докажем 4)⇔ 5). Столбцами матрицы AБ яв-

ляются столбцы координат векторов L̂(ek) в базисе Б. По теореме о
стандартном изомофизме в Rn отображение f (x) = [x]Б является
изоморфизмом линейного пространства U в Rn.

Согласно теореме об образе системы векторов при изомор-
физме система векторов {ek1, ek2, . . . , ekm} является максималь-
ной линейно независимой системой векторов линейного про-
странства L̂(U) тогда и только тогда, когда система столбцов{
[ek1]Б , [ek2]Б , . . . , [ekm]Б

}
является максимальной линейно незави-

симой системой столбцов матрицы LБ.
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V.2. Критерий вырожденности оператора
Доказательство. Докажем 4)⇔ 5).
Согласно теореме об образе системы векторов при изомор-

физме система векторов {ek1, ek2, . . . , ekm} является максималь-
ной линейно независимой системой векторов линейного про-
странства L̂(U) тогда и только тогда, когда система столбцов{
[ek1]Б , [ek2]Б , . . . , [ekm]Б

}
является максимальной линейно незави-

симой системой столбцов матрицы LБ.
Тот факт, что система векторов {ek1, ek2, . . . , ekm} является мак-

симальной линейно независимой системой векторов линейно-
го пространства L̂(U) означает, что RgL = m, а тот факт, что{
[ek1]Б , [ek2]Б , . . . , [ekm]Б

}
является максимальной линейно незави-

симой системой столбцов матрицы LБ, означает, в силу теоремы о
совпадении трех рангов, что Rg(LБ) = m. Эквивалентность 4)⇔ 5)

доказана.
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V.2. Критерий вырожденности оператора
Доказательство. Тот факт, что 5)⇔ 6) следует из определения

ранга оператора.
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V.2. Критерий вырожденности оператора
Доказательство. Тот факт, что 5)⇔ 6) следует из определения

ранга оператора.
Утверждение 4)⇔ 7) следует из определения ранга оператора, в

качестве системы векторов {u1, u2, . . . , uk} можно взять базу линей-
ного пространства U .
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V.2. Критерий вырожденности оператора
Доказательство. Тот факт, что 5)⇔ 6) следует из определения

ранга оператора.
Утверждение 4)⇔ 7) следует из определения ранга оператора, в

качестве системы векторов {u1, u2, . . . , uk} можно взять базу линей-
ного пространства U .

Наконец, 5)⇔ 8) следует из теоремы о размерности подпростран-
ства.
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V.2. Критерий вырожденности оператора
Доказательство. Тот факт, что 5)⇔ 6) следует из определения

ранга оператора.
Утверждение 4)⇔ 7) следует из определения ранга оператора, в

качестве системы векторов {u1, u2, . . . , uk} можно взять базу линей-
ного пространства U .

Наконец, 5)⇔ 8) следует из теоремы о размерности подпростран-
ства.

Теорема доказана.

Рассмотреть пример?
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VI. Инвариантные подпространства

Определение 11. Пусть Â — линейный оператор линейного
пространства U . Подпространство V линейного простран-
ства U называется Â-инвариантным подпространством тогда
и только тогда, когда для любого вектора x ∈ V имеет место
включение Â(x) ∈ V .

Иными словами, оператор Â ни один из векторов подпространства
V не «выбрасывает наружу», «за пределы» подпространства V .
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VI.1. Теорема об алгебре инвариантных подпро-
странств

Теорема 11 (об алгебре инвариантных подпространств). Пусть Â — линей-
ный оператор линейного пространства U . Тогда справедливы
следующие утверждения:

1. сумма Â-инвариантных подпространств является
Â-инвариантным подпространством;

2. пересечение Â-инвариантных подпространств является
Â-инвариантным подпространством.

Доказательство. Очевидно.
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VI.2. Критерий полураспавшейся матрицы оператора

Теорема 12 (критерий полураспавшейся матрицы оператора).
Пусть Â — линейный оператор линейного пространства U с
базисом Б = {e1, . . . , en}. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения (здесь 0p×q — нулевая матрица размерности p× q):

1. AБ =

(
Pk×k Qk×(n−k)
0k×(n−k) R(n−k)×(n−k)

)
тогда и только тогда, ко-

гда 〈e1, e2, . . . , ek〉 является Â-инвариантным подпростран-
ством;

2. AБ =

(
Pk×k 0(k×(n−k)
Qk×(n−k) R(n−k)×(n−k)

)
тогда и только тогда, ко-

гда 〈en−k+1, en−k+2, . . . , en〉 является Â-инвариантным под-
пространством.
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VI.2. Критерий полураспавшейся матрицы оператора
Доказательство. Докажем только первое утверждение, посколь-

ку рассуждения во втором случае аналогичны. Если матрица опе-
ратора имеет указанный в первом пункте вид, то для любого
i ∈ {1, 2, . . . , k}, по определению матрицы оператора2 имеем

Â (ei) = p1ie1 + . . . + pkiek + 0 · ek+1 + . . . + 0 · en ∈ 〈e1, e2, . . . , ek〉 .

Значит, последнее подпространство является Â-инвариантным. До-
кажем достаточность. Если подпространство 〈e1, e2, . . . , ek〉 является
Â-инвариантным, то

Â (ei) = a1ie1 + . . . + akiek = a1ie1 + . . . + akiek + 0 · ek+1 + . . . + 0 · en,

то есть матрица оператора Â имеет указанный вид.

2См. равенство (2), стр.35.
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VII. Собственные векторы
При изучении инвариантных подпространств, как обычно, осо-

бый интерес представляют «крайние», «экстремальные», в некото-
ром смысле, ситуации.
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VII. Собственные векторы
При изучении инвариантных подпространств, как обычно, осо-

бый интерес представляют «крайние», «экстремальные», в неко-
тором смысле, ситуации. В данном случае, когда речь идет о под-
пространстве, под «экстремальностью» можно понимать, напри-
мер, «предельно возможные» значения размерности подпростран-
ства. Случаи, когда размерность Â-инвариантного подпространства
равна 0 или dimU , неинтересны. Поэтому рассмотрим одномерные
Â-инвариантные подпространства. Что интересного можно сказать
в этой ситуации?
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VII.1. Определение собственного вектора
Итак, пусть V = 〈x〉 — Â-инвариантное подпространство. То-

гда, по определению Â-инвариантного подпространства, имеет место
включение Â(x) ∈ V = 〈x〉,
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VII.1. Определение собственного вектора
Итак, пусть V = 〈x〉 — Â-инвариантное подпространство. То-

гда, по определению Â-инвариантного подпространства, имеет место
включение Â(x) ∈ V = 〈x〉, то есть

Â(x) = λx (12)

для некоторого λ ∈ K.
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VII.1. Определение собственного вектора
Итак, пусть V = 〈x〉 — Â-инвариантное подпространство. То-

гда, по определению Â-инвариантного подпространства, имеет место
включение Â(x) ∈ V = 〈x〉, то есть

Â(x) = λx (12)

для некоторого λ ∈ K.

Определение 12. Вектор x ∈ U называется собственным век-
тором линейного оператора Â, отвечающим собственному
значению λтогда и только тогда, когда, во-первых, x— нену-
левой вектор, и, во-вторых, имеет место равенство Â(x) = λx.
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VII.1. Определение собственного вектора
Итак, пусть V = 〈x〉 — Â-инвариантное подпространство. То-

гда, по определению Â-инвариантного подпространства, имеет место
включение Â(x) ∈ V = 〈x〉, то есть

Â(x) = λx (12)

для некоторого λ ∈ K.

Определение 12. Вектор x ∈ U называется собственным век-
тором линейного оператора Â, отвечающим собственному
значению λтогда и только тогда, когда, во-первых, x— нену-
левой вектор, и, во-вторых, имеет место равенство Â(x) = λx.

Определение 13. Множество всех собственных значений ли-
нейного оператора Â называется его спектром.

Спектр линейного оператора Â мы будем обозначать, как spec Â.
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VII.2. Критерий собственного вектора

Теорема 13 (критерий собственного вектора). Ненулевой вектор x ∈ U
является собственным вектором линейного оператора Â

тогда и только тогда, когда 〈x〉— это Â-инвариантное под-
пространство.

Доказательство. Это очевидное следствие из определений.
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VII.3. Вычисление собственного вектора с помощью
матрицы оператора

В соответствии со сформулированным нами правилом разви-
вать технику вычислений для задач о линейном пространстве
только на языке пространства Rn мы должны научиться нахо-
дить координаты собственного вектора и собственные значения
с помощью «объекта», соответствующего линейному оператору в Rn.
Таким «объектом» является матрица оператора.
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VII.3. Вычисление собственного вектора с помощью
матрицы оператора

Итак, пусть Б = {e1, . . . , en}— базис линейного пространства U и
AБ — матрица оператора Â в базисе Б. Нам надо решить уравне-
ние (12), то есть уравнение Â(x) = λx относительно элемента λ поля
K и вектора x линейного пространства U .
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VII.3. Вычисление собственного вектора с помощью
матрицы оператора

Итак, пусть Б = {e1, . . . , en}— базис линейного пространства U и
AБ — матрица оператора Â в базисе Б. Нам надо решить уравне-
ние (12), то есть уравнение Â(x) = λx относительно элемента λ поля
K и вектора x линейного пространства U .

Сравним координаты векторов в левой и правой части равен-

ства (12):
[
Â(x)

]
Б

= [λx]Б.
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VII.3. Вычисление собственного вектора с помощью
матрицы оператора

Итак, пусть Б = {e1, . . . , en}— базис линейного пространства U и
AБ — матрица оператора Â в базисе Б. Нам надо решить уравне-
ние (12), то есть уравнение Â(x) = λx относительно элемента λ поля
K и вектора x линейного пространства U .

Сравним координаты векторов в левой и правой части равен-

ства (12):
[
Â(x)

]
Б

= [λx]Б.

С одной стороны, по теореме о координатах образа вектора
имеем

[
Â(x)

]
Б

= AБ [x]Б. С другой стороны, [λx]Б = λ[x]Б.
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VII.3. Вычисление собственного вектора с помощью
матрицы оператора

Итак, пусть Б = {e1, . . . , en}— базис линейного пространства U и
AБ — матрица оператора Â в базисе Б.

Получаем матричное уравнение AБ [x]Б = λ[x]Б, которое можно
переписать в виде AБ [x]Б − λ[x]Б = [0]Б. Последнее уравнение пе-
репишем в «стандартной» форме матричного уравнения:
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VII.3. Вычисление собственного вектора с помощью
матрицы оператора

Итак, пусть Б = {e1, . . . , en}— базис линейного пространства U и
AБ — матрица оператора Â в базисе Б.

Получаем матричное уравнение AБ [x]Б = λ[x]Б, которое можно
переписать в виде AБ [x]Б − λ[x]Б = [0]Б. Последнее уравнение пе-
репишем в «стандартной» форме матричного уравнения:(

AБ − λE
)

[x]Б = [0]Б. (13)
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VII.3. Вычисление собственного вектора с помощью
матрицы оператора

Итак, пусть Б = {e1, . . . , en}— базис линейного пространства U и
AБ — матрица оператора Â в базисе Б.

Получаем матричное уравнение AБ [x]Б = λ[x]Б, которое можно
переписать в виде AБ [x]Б − λ[x]Б = [0]Б. Последнее уравнение пе-
репишем в «стандартной» форме матричного уравнения:(

AБ − λE
)

[x]Б = [0]Б. (13)

Это матричная запись однородной системы линейных уравнений. По
определению собственного вектора, [x]Б — ненулевой столбец, то
есть система уравнений (13) имеет ненулевое решение.

170



VII.3. Вычисление собственного вектора с помощью
матрицы оператора

Итак, пусть Б = {e1, . . . , en}— базис линейного пространства U и
AБ — матрица оператора Â в базисе Б.

Получаем матричное уравнение AБ [x]Б = λ[x]Б, которое можно
переписать в виде AБ [x]Б − λ[x]Б = [0]Б. Последнее уравнение пе-
репишем в «стандартной» форме матричного уравнения:(

AБ − λE
)

[x]Б = [0]Б. (13)

Это матричная запись однородной системы линейных уравнений. По
определению собственного вектора, [x]Б — ненулевой столбец, то
есть система уравнений (13) имеет ненулевое решение.

По теореме Крамера это означает, что

det
(
AБ − λE

)
= 0. (14)
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VII.3. Вычисление собственного вектора с помощью
матрицы оператора

Итак, пусть Б = {e1, . . . , en}— базис линейного пространства U и
AБ — матрица оператора Â в базисе Б.

det
(
AБ − λE

)
= 0. (14)

Равенство (14) представляет собой уравнение для нахождения соб-
ственных значений оператора Â. При этом выражение в левой части
этого уравнения является многочленом от λ.
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VII.3. Вычисление собственного вектора с помощью
матрицы оператора

Итак, пусть Б = {e1, . . . , en}— базис линейного пространства U и
AБ — матрица оператора Â в базисе Б.

det
(
AБ − λE

)
= 0. (14)

Определение 14. Выражение det
(
AБ − λE

)
из левой части ра-

венства (14) называется характеристическим полиномом или
характеристическим многочленом оператора3 Â в базисе Б.

3Как мы увидим ниже, (см. теорему 15 на стр.190) на самом деле характеристический многочлен
от базиса не зависит!
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VII.4. План вычисления собственного вектора с по-
мощью матрицы оператора(

AБ − λE
)

[x]Б = [0]Б. (13)

det
(
AБ − λE

)
= 0. (14)

Итак, для нахождения собственных векторов и собственных зна-
чений линейного оператора Â необходимо:

во-первых, из уравнения (14) найти все собственные значения опе-
ратора Â, то есть найти спектр линейного оператора Â;

во-вторых, для каждого из найденных собственных значений λ най-
ти собственные векторы, как ФСР ОСЛУ (13).

в-третьих, найти векторы, интерпретируя найденные фундамен-
тальные решения как столбцы их координат.

Рассмотреть пример?
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VIII. Диагонализация матрицы оператора
Под диагонализацией матрицы оператора понимается поиск ба-

зиса, в котором матрица оператора диагональна. Такой базис су-
ществует не всегда.
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VIII.1. Оператор простой структуры

Определение 15. Линейный оператор Â линейного простран-
ства U называется оператором простой структуры тогда и
только тогда, когда U имеет базис, состоящий из собствен-
ных векторов оператора Â.
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VIII.2. Критерий оператора простой структуры

Определение 15. Линейный оператор Â линейного простран-
ства U называется оператором простой структуры тогда и
только тогда, когда U имеет базис, состоящий из собствен-
ных векторов оператора Â.

Теорема 14 (критерий оператора простой структуры). Линейный оператор
Â линейного пространства U является оператором простой
структуры тогда и только тогда, когда в некотором базисе
матрица этого оператора диагональна.

Доказательство.
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VIII.2. Критерий оператора простой структуры

Теорема 14 (критерий оператора простой структуры). Линейный оператор
Â линейного пространства U является оператором простой
структуры тогда и только тогда, когда в некотором базисе
матрица этого оператора диагональна.

Доказательство. Необходимость. Пусть Â является оператором
простой структуры. Тогда
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VIII.2. Критерий оператора простой структуры

Теорема 14 (критерий оператора простой структуры). Линейный оператор
Â линейного пространства U является оператором простой
структуры тогда и только тогда, когда в некотором базисе
матрица этого оператора диагональна.

Доказательство. Необходимость. Пусть Â является
оператором простой структуры. Тогда существует базис
Б =

{−→e 1,
−→e 2, . . . ,

−→e n

}
, состоящий из собственных векторов

оператора Â. Обозначим для любого i через λi — собственное
значение вектора−→e i.

Тогда
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VIII.2. Критерий оператора простой структуры

Теорема 14 (критерий оператора простой структуры). Линейный оператор
Â линейного пространства U является оператором простой
структуры тогда и только тогда, когда в некотором базисе
матрица этого оператора диагональна.

Доказательство. Необходимость. Пусть Â является
оператором простой структуры. Тогда существует базис
Б =

{−→e 1,
−→e 2, . . . ,

−→e n

}
, состоящий из собственных векторов

оператора Â. Обозначим для любого i через λi — собственное
значение вектора−→e i.

Тогда, по определению матрицы линейного операто-
ра, с одной стороны, Â(−→e i) = λi

−→e i, с другой стороны,
Â(−→e i) = a1i

−→e 1 + a2i
−→e 2 + . . . + ani

−→e n.
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Следовательно, i-тый столбец матрицы оператора Â имеет вид

0

. . .

0

λi
0

. . .

0


, где λi стоит в i-той строке. Поэтому матрица опера-

тора Â в базисе Б диагональна: aji =

{
0 при i 6= j

λi при i = j
, то есть

AБ =


λ1 0 . . . 0 0

0 λ2 . . . 0 0

. . .

0 0 . . . λn−1 0

0 0 . . . 0 λn

.
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VIII.2. Критерий оператора простой структуры

Теорема 14 (критерий оператора простой структуры). Линейный оператор
Â линейного пространства U является оператором простой
структуры тогда и только тогда, когда в некотором базисе
матрица этого оператора диагональна.

Доказательство. Достаточность. Проводим эти же рассужде-
ния «в обратном порядке». Пусть матрица оператора Â в базисе

Б =
{−→e 1,

−→e 2, . . . ,
−→e n

}
, диагональна: aji =

{
0 при i 6= j

λi при i = j
. Тогда, по

определению матрицы оператора,

Â(−→e i) = a1i
−→e 1+a2i

−→e 2+ . . .+ani
−→e n = 0−→e 1+0−→e 2+ . . .+λi

−→e i+ . . .+0−→e n = λi
−→e i.

182



VIII.2. Критерий оператора простой структуры

Теорема 14 (критерий оператора простой структуры). Линейный оператор
Â линейного пространства U является оператором простой
структуры тогда и только тогда, когда в некотором базисе
матрица этого оператора диагональна.

Доказательство. Достаточность. Проводим эти же рассужде-
ния «в обратном порядке». Пусть матрица оператора Â в базисе

Б =
{−→e 1,

−→e 2, . . . ,
−→e n

}
, диагональна: aji =

{
0 при i 6= j

λi при i = j
. Тогда, по

определению матрицы оператора,

Â(−→e i) = a1i
−→e 1+a2i

−→e 2+ . . .+ani
−→e n = 0−→e 1+0−→e 2+ . . .+λi

−→e i+ . . .+0−→e n = λi
−→e i.

Таким образом, базисный вектор −→e i является собственным, что и
требовалось доказать.

Теорема доказана.
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IX. Инварианты линейного оператора
Во многих разделах математики особую роль играют функции, об-

ласть допустимых значений которых содержится во множестве дей-
ствительных или комплексных чисел. Существует даже специальное
название для таких функций, они называются функционалами. В
этом разделе мы рассмотрим близкий к функционалам класс функ-
ций, отображающих линейное пространство U над полем K в поле K.
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IX. Инварианты линейного оператора
Рассмотрим несколько примеров таких функций, но сначала об-

судим, какого типа примеры нам нужны. Можно, конечно, брать
конкретные линейные пространства (пространство матриц, про-
странство каких-либо многочленов, геометрических векторов и
т.п.) и рассматривать конкретные функции, допустим, функционал
F(f (x)) = f (1) для линейного пространства многочленов степени не
выше 3, и т.п.
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IX. Инварианты линейного оператора
Курс линейной алгебры основан на идее переноса «конструкций»,

возникающих в конкретных линейных пространствах размерности n,
на «стандартные конструкции» линейного пространства Rn. Для век-
торов это осуществлялось с помощью изоморфизма, для линейных
операторов — с помощью изоморфизма в алгебру матриц, каждому
линейному оператору ставящего в соответствие матрицу этого опе-
ратора в базисе Б, где коэффициенты матрицы определяются равен-
ствами (1). Поэтому будет совершенно естественно, если мы, рас-
сматривая примеры функций, отображающих линейное простран-
ствоU над полем K в поле K, будем задавать их с помощью матрицы
оператора в некотором базисе.
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IX. Инварианты линейного оператора
Пусть Б = {e1, . . . , en} — базис линейного простран-

ства U , Â — линейный оператор линейного пространства U ,

AБ =

 a11 . . . a1n

. . .

an1 . . . ann

— матрица оператора Â в базисе Б.

1. f1

(
Â
)

= a11;

2. f2

(
Â
)

=
n∑
i=1

aii;

3. f3

(
Â
)

=
n∑
i=1

n∑
j=1

aij;

4. f4

(
Â
)

= det
(
AБ
)
;

5. f5

(
Â
)

= Rg
(
AБ
)
.
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IX. Инварианты линейного оператора
Отметим, что эти функции можно разбить на два класса: функции,

значение которых зависит от выбора базиса Б, и функции, значе-
ние которых от выбора базиса Б не зависит. Среди рассмотренных
примеров к первому классу относятся функции f1 и f3, а ко второму,
как мы увидим ниже, — функции f2, f4.f5.
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IX.1. Определение инварианта оператора

Определение 16. Функция f от коэффициентов матрицы опе-
ратора в базисе Б называется инвариантом линейного опера-
тора, если значения этой функции не зависят от выбора ба-
зиса Б.
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IX.2. Теорема об инвариантности коэффициентов ха-
рактеристического полинома

Определение 16. Функция f от коэффициентов матрицы опе-
ратора в базисе Б называется инвариантом линейного опера-
тора, если значения этой функции не зависят от выбора ба-
зиса Б.

Теорема 15 (об инвариантности коэффициентов характ.полинома). Пусть Â —
линейный оператор линейного пространства U . Функция pk,
ставящая матрице AБ в соответствие коэффициент при λk

характеристического многочлена
∣∣AБ − λE

∣∣, является ин-
вариантом линейного оператора Â.
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IX.2. Теорема об инвариантности коэффициентов ха-
рактеристического полинома

Теорема 15 (об инвариантности коэффициентов характ.полинома). Пусть Â —
линейный оператор линейного пространства U . Функция pk,
ставящая матрице AБ в соответствие коэффициент при λk

характеристического многочлена
∣∣AБ − λE

∣∣, является ин-
вариантом линейного оператора Â.

Доказательство. Пусть T — матрица перехода из базиса Б в
какой-либо базис Б′ линейного пространства U . Тогда, согласно
теореме о матрице оператора в другом базисе, то есть форму-
ле (8), имеем∣∣∣AБ′ − λE

∣∣∣ =
∣∣T−1AБT− λE

∣∣ =
∣∣T−1AБT−T−1 (λE)T

∣∣ .
191



IX.2. Теорема об инвариантности коэффициентов ха-
рактеристического полинома
Теорема 15 (об инвариантности коэффициентов характ.полинома). Пусть Â —
линейный оператор линейного пространства U . Функция pk,
ставящая матрице AБ в соответствие коэффициент при λk

характеристического многочлена
∣∣AБ − λE

∣∣, является ин-
вариантом линейного оператора Â.

Доказательство.∣∣∣AБ′ − λE
∣∣∣ =

∣∣T−1AБT− λE
∣∣ =

∣∣T−1AБT−T−1 (λE)T
∣∣ .

Детерминант произведения матриц равен произведению детер-
минантов, поэтому∣∣T−1

(
AБ − λE

)
T
∣∣ =
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IX.2. Теорема об инвариантности коэффициентов ха-
рактеристического полинома
Теорема 15 (об инвариантности коэффициентов характ.полинома). Пусть Â —
линейный оператор линейного пространства U . Функция pk,
ставящая матрице AБ в соответствие коэффициент при λk

характеристического многочлена
∣∣AБ − λE

∣∣, является ин-
вариантом линейного оператора Â.

Доказательство.∣∣∣AБ′ − λE
∣∣∣ =

∣∣T−1AБT− λE
∣∣ =

∣∣T−1AБT−T−1 (λE)T
∣∣ .

Детерминант произведения матриц равен произведению детер-
минантов, поэтому∣∣T−1

(
AБ − λE

)
T
∣∣ =

∣∣T−1
∣∣·∣∣AБ − λE

∣∣·|T| =
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IX.2. Теорема об инвариантности коэффициентов ха-
рактеристического полинома
Теорема 15 (об инвариантности коэффициентов характ.полинома). Пусть Â —
линейный оператор линейного пространства U . Функция pk,
ставящая матрице AБ в соответствие коэффициент при λk

характеристического многочлена
∣∣AБ − λE

∣∣, является ин-
вариантом линейного оператора Â.

Доказательство.∣∣∣AБ′ − λE
∣∣∣ =

∣∣T−1AБT− λE
∣∣ =

∣∣T−1AБT−T−1 (λE)T
∣∣ .

Детерминант произведения матриц равен произведению детер-
минантов, поэтому∣∣T−1

(
AБ − λE

)
T
∣∣ =

∣∣T−1
∣∣·∣∣AБ − λE

∣∣·|T| = ∣∣AБ − λE
∣∣·∣∣T−1

∣∣·|T| =
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IX.2. Теорема об инвариантности коэффициентов ха-
рактеристического полинома
Теорема 15 (об инвариантности коэффициентов характ.полинома). Пусть Â —
линейный оператор линейного пространства U . Функция pk,
ставящая матрице AБ в соответствие коэффициент при λk

характеристического многочлена
∣∣AБ − λE

∣∣, является ин-
вариантом линейного оператора Â.

Доказательство.∣∣∣AБ′ − λE
∣∣∣ =

∣∣T−1AБT− λE
∣∣ =

∣∣T−1AБT−T−1 (λE)T
∣∣ .

Детерминант произведения матриц равен произведению детер-
минантов, поэтому∣∣T−1

(
AБ − λE

)
T
∣∣ =

∣∣T−1
∣∣·∣∣AБ − λE

∣∣·|T| = ∣∣AБ − λE
∣∣·∣∣T−1

∣∣·|T| =
=
∣∣AБ − λE

∣∣ · ∣∣T−1T
∣∣ =

195



IX.2. Теорема об инвариантности коэффициентов ха-
рактеристического полинома
Теорема 15 (об инвариантности коэффициентов характ.полинома). Пусть Â —
линейный оператор линейного пространства U . Функция pk,
ставящая матрице AБ в соответствие коэффициент при λk

характеристического многочлена
∣∣AБ − λE

∣∣, является ин-
вариантом линейного оператора Â.

Доказательство.∣∣∣AБ′ − λE
∣∣∣ =

∣∣T−1AБT− λE
∣∣ =

∣∣T−1AБT−T−1 (λE)T
∣∣ .

Детерминант произведения матриц равен произведению детер-
минантов, поэтому∣∣T−1

(
AБ − λE

)
T
∣∣ =

∣∣T−1
∣∣·∣∣AБ − λE

∣∣·|T| = ∣∣AБ − λE
∣∣·∣∣T−1

∣∣·|T| =
=
∣∣AБ − λE

∣∣ · ∣∣T−1T
∣∣ =

∣∣AБ − λE
∣∣ · |E| =
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IX.2. Теорема об инвариантности коэффициентов ха-
рактеристического полинома
Теорема 15 (об инвариантности коэффициентов характ.полинома). Пусть Â —
линейный оператор линейного пространства U . Функция pk,
ставящая матрице AБ в соответствие коэффициент при λk

характеристического многочлена
∣∣AБ − λE

∣∣, является ин-
вариантом линейного оператора Â.

Доказательство.∣∣∣AБ′ − λE
∣∣∣ =

∣∣T−1AБT− λE
∣∣ =

∣∣T−1AБT−T−1 (λE)T
∣∣ .

Детерминант произведения матриц равен произведению детер-
минантов, поэтому∣∣T−1

(
AБ − λE

)
T
∣∣ =

∣∣T−1
∣∣·∣∣AБ − λE

∣∣·|T| = ∣∣AБ − λE
∣∣·∣∣T−1

∣∣·|T| =
=
∣∣AБ − λE

∣∣ · ∣∣T−1T
∣∣ =

∣∣AБ − λE
∣∣ · |E| = ∣∣AБ − λE

∣∣ .
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IX.2. Теорема об инвариантности коэффициентов ха-
рактеристического полинома
Теорема 15 (об инвариантности коэффициентов характ.полинома). Пусть Â —
линейный оператор линейного пространства U . Функция pk,
ставящая матрице AБ в соответствие коэффициент при λk

характеристического многочлена
∣∣AБ − λE

∣∣, является ин-
вариантом линейного оператора Â.

Доказательство.∣∣∣AБ′ − λE
∣∣∣ =

∣∣T−1AБT− λE
∣∣ =

∣∣T−1AБT−T−1 (λE)T
∣∣ .

Детерминант произведения матриц равен произведению детер-
минантов, поэтому∣∣T−1

(
AБ − λE

)
T
∣∣ =

∣∣AБ − λE
∣∣ .

Значит, при переходе в другой базис характеристический полином
не изменяется. Теорема доказана.
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IX.2. Теорема об инвариантности коэффициентов ха-
рактеристического полинома

В частности, рассмотренные выше функции f2, f4 ставят матрице
оператора в соответствие следующие коэффициенты характеристи-
ческого многочлена:

• функция f2 — умноженный на (−1)n−1 коэффициент при λn−1;

• функция f4 — коэффициент при λ0.
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IX.2. Теорема об инвариантности коэффициентов ха-
рактеристического полинома

В частности, рассмотренные выше функции f2, f4 ставят матрице
оператора в соответствие следующие коэффициенты характеристи-
ческого многочлена:

• функция f2 — умноженный на (−1)n−1 коэффициент при λn−1;

• функция f4 — коэффициент при λ0.

Функция f5 является инвариантом, поскольку ранг матрицы опе-
ратора равен размерности пространства Â(U), то есть от выбора ба-
зиса не зависит.
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IX.2. Теорема об инвариантности коэффициентов ха-
рактеристического полинома

В частности, рассмотренные выше функции f2, f4 ставят матрице
оператора в соответствие следующие коэффициенты характеристи-
ческого многочлена:

• функция f2 — умноженный на (−1)n−1 коэффициент при λn−1;

• функция f4 — коэффициент при λ0.

Функция f5 является инвариантом, поскольку ранг матрицы опе-
ратора равен размерности пространства Â(U), то есть от выбора ба-
зиса не зависит.

Соглашение 1. В силу теоремы 15 говорят «характеристиче-
ский полином линейного оператора» вместо «характеристи-
ческий полином матрицы линейного оператора в таком-то
базисе», так как этот полином не зависит от базиса.
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X. Теорема Гамильтона-Кэли
Итак, в теореме об инвариантности коэффициентов харак-

теристического полинома, мы выяснили, что коэффициенты ха-
рактеристического многочлена матрицы линейного оператора яв-
ляются инвариантами. Но, оказывается, справедлива удивительная
теорема Гамильтона-Кэли, которую мы приведем без доказатель-
ства.

Теорема 16 (Гамильтон, Кэли). Если f (λ) = |A− λE| — харак-
теристический многочлен4 матрицы A, то f (A) — нулевая
матрица.

4В частности, матрица A — квадратная, поэтому можно вычислить A2, A3, . . ..
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